Kommutatiivse unitaalse Banachi algebra
Gelfandi teisend ja spektraalkujutuse teoreem

Lineaarteisenduse 7" omavéadrtuste hulka nimetatakse tema spektriks o(T). Li-
neaaralgebra kursusest on teada, et kui p € C[z] on poliinoom, siis maatriksi
A € Mat,(C) korral kehtib vordus

a(p(A)) = p(a(A)) = {p(A) [ A € a(A)}.

Sama nihtus esineb aga palju iildisemas kontekstis. Oeldakse, et vektorruum A
iile C on C-algebra, kui tal on defineeritud vektorite korrutamine nii, et mistahes
A€ Cijaa,b,ce Akorral

A(ab) = (Aa)b = a(Ab)
ning a(b+ ¢) = ab + ac ja (a + b)c = ac + be. Oeldakse, et algebra A on
1. kommutatiivne, kui ab = ba mistahes a,b € A korral;
2. unitaalne, kui leidub 1 € A nii, et la = a = al iga a € A korral.

Normeeritud kompleksne ruum B on Banachi algebra, kui tema norm on téielik
ja mistahes a,b € B korral ||ab|| < ||a||||b]| (kolmnurgavorratus korrutamistehte
jaoks tagab tehte pidevuse).

Olgu B kommutatiivne unitaalne Banachi algebra, siis hulk

M = {¢: B— C| ¢ on lineaarne, multiplikatiivne ja ¢(1) = 1}

on kompaktne Hausdorffi ruum (punktiviisilise koondumise topoloogia mottes).
Kommutatiivsuse eeldus tagab, et M # (). Niilid saame vaadelda ruumi

C(M)={F: M — C| F on pidev}.

Unitaalse (kommutatiivse) Banachi algebra B Gelfandi teisendiks nimetatakse ku-
jutust

I:B—CM), T(f)(p)=qelf)



Elemendi f € B spektriks nimetatakse koigi kompleksarvude A hulka o(f), mille
korral f — X -1 ei ole podratav. Gelfandi teisendi paljudest omadustest jareldub,
et kui ¢ on kogu komplekstasandil diferentseeruv (st esitub Taylori reana 1 (z) =

chz”), siis iga f € B korral (siin ¢(f) = chf" € B)
o((f)) =v(o(f)) (spektraalkujutuse teoreem).

Bakalaureuset66 eesmérk on esitada Gelfandi teisendi omaduste iiksikasjalikud
toestused koos jareldusega, mida tuntakse spektraalkujutuse teoreemina (spectral
mapping theorem).
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