Loputood segujaotustest, parameetrite hindamisest ja segmeteerimisest

Toode eesmark on tutvuda segujaotuse ja tema parameetrite hindamise mee-
tooodidega (EM-algoritm, Viterbi treening ja parandatud Viterbi treening),
samuti segmeteerimise ja Bayesi leihenemisviisiga. Teemad on valdavalt teo-
reetilist laadi kuid sisaldavad ka arvutisimulatsioone. Muuhulgas tutvub
illiopilane suurima toepara meetodiga ja mudeli iihesuse kiisimustega.

Alljargnev tekst on samaaegselt nii oppematerjal kui ka juhend 16putodde
kirjutamiseks.
1 Segujaotus

(Diskreetne) segujaotus (mizture distribution) on ruumil R? antud toenios-
jaotus P, mis esitub kujul

i=1
kusm € N, (p1, ..., pm) on toendosuste vektor (mittenegatiivesd arvud, mille

summa on 1) ja iga i korral on P; samuti tdensiosusjaotus ruumil RY. Summa
(1) tihendab seda, et iga (mootuva hulga) B C R korral

P<B) = ipiPi(B)'

Sellest jareldub, et kui F' on jaotuse P jaotusfunktsioon ning F; on jaotuse
P, jaotusfunktsioon, siis iga = € R? korral

Samuti jareldub definitsioonist (1) (ja seda tiliopilane néitab formaalselt), et
jaotused P; on absoluutselt pidevad (st neil on tihedus f;) parajasti siis kui
P on absoluutslet pidev, kusjuures P tihedusfunktsioon f avaldub jargmiselt

f(z) = Zpifxx).



Jaotusi P, ¢ = 1,...,m nimetatakse emissioonijaotusteks ja vastavaid
toendosusi (p,...,pn) kaaludeks. Praktikas on oluline erijuht, kui P; on
normaaljaotusega, niited normaaljaotuste segu kohta vaata [1],

Uhesus. On kerge niha (ja siinkohal niide), et lahutus (1) ei pruugi olla
tthene: voib olla, et leiduvad jaotused P/ (i = 1,...,[) ja toendosused p, . .. p}

nii, et
m l
P=> pibi=3 WP}
i=1 j=1

Enamasti vaadeldakse segujaotusi, kus komponendid kuuluvad tihte klassi P
(nditeks normaaljaotused, Poissoni jaotused). Kas segu on ithene voi mitte
soltub klassist P. Oeldakse, et emissioonijaotuste klass 7 on ithene (iden-
tifiable) kui iga m, [l € N, koikide kaaluvektorite (v, ..., ), (B1,...,0) ja
koikide jaotuste Pi,..., Py, P/, ..., P/ € P korral kehtib

m l
Z%‘R’ZZ@P{ & m=1l, o =0 H:R/7 Vi. (2)
i=1 i=1

Loomulikult iilaltooduv vérdus kehtib permutatsiooni tapsusega (st vordus
kehtib mingi komponentide jirjestuse/permutatsiooni korral).

Seega iithesus on jaotuste hulga P omadus. Olgu P mingi diskreetsete jao-
tuste l16plik hulk, kusjuures koikidel neil jaotustel on samad aatomid (a, .. ., ax).
Siis iga jaotus P € P on samastatav toendosuste vektoriga (pi,...,px) ja
klass P on samastatav maatriksiga. Naita, et sellisel juhul on segujaotuse
ithesus sama, mis vektorite hulga P lineaarne soltumatus.

Olgu niiiid P suvalise voimsusega (mitte ilmtingimata diskreetsete) jaotuste

klass. Iga k korral defineeritakse mootude Py, ..., P, lineaarne soltumatus
analoogiliselt (kuidas?) ja klassi P lineaarne soltumatus defineeritakse jargmiselt:
iga k korral on suvalised k erinevat jaotust P, ..., Pj lineaarselt soltumatud.

On lihtne néha (ja see on Theorem 1 artiklis [4]), et klass PP on {ihene para-
jasti siis, kui ta on lineaarselt soltumatu. Uliopilane toestab selle vaite.

Artiklis [4] on nédidatud, et viga paljud praktikas kasutatavad jaotuste klassid
on tihesed (lineaarelt soltumatud), neid tulemusi tuleb refereerida.



Segujaotus kui varjatud tunnusega mudel. Olgu Y diskreetne juhuslik
suurus, mis votab m erinevat vaartust (1,...,m) toendosutega (p1,...,Pm).
Olgu X juhuslik suurus, mille saame jargmiselt: kui juhuslik suurus Y votab
vaartuse ¢, genereeritake X vaartus jaotusest P;. Seega Y otsustab X jaotuse.
Siis on X segujaotusega (1), iiliopilane néitab seda. Juhusliku suuruse Y
vadrtusi nimetatakse varjatud tunnusteks, vt ka [1].

2 Segmenteerimine

Olgu nitid X7, ..., X, soltumatud juhuslikud suurused segujaotusest (1) ja
x1,...,T, nende realiastsioonid ehk valim. Valimi saame kas otse segu-
jaotusest vaatlusi genereerides voi varjatud tunnuste kaudu jargmiselt: olgu
Y1, - - -, Yp iid juhulike suuruste (varjatud tunnuste) Y7, ..., Y, realisatsioon.
Vaatlus z;, kus t = 1,...,n genereeritakse jaotusest P,,, soltumate teistest
vaatlustest.

Segmenteerimine on varjatud tunnuste jada (y1, . . ., y,) hindamine/prognoosimine

vaatluste z1,...,x, pohjal. Oletame niilid, et emissioonijaotustel P;, ¢+ =

1,...,mon tihedus/tondosusfunktsioon f;(z). Vaatleme hinnaangut (g1, ..., ),

kus
Uy = arg ‘Erllax pifi(xt)-

ey

Selline hinnang on hea mitmes mottes:

e Maksimiseerib tinglikku toenaosust:

(1, -+, 0n) = arg max PYi=ay,....Yo=a,]X1=21,..., X, = z,)

(@1 ) E{L,errsm}

e Minimiseerib keskmist segmenteerimisvigade arvu:

(1, -+ 0n) = arg min E[L(Yh...,Yn;al,...,an)|X1:xl,...

(@1,sn) €41}

kus L(y1, -y Yn; @1,y @n) = D op g Lyita,.-
Uliépilane toestab need lihtsad vaited.

Soltumatu valimi korral on segmenteerimine tihedalt seotud tehisoppest tun-
tud klassifitseerimisprobleemiga (pattern recognition), vt [2], ptk 1.
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3 Parameetrite hindamine, STP

Segujaotuse parameetrid. Koigi m-dim kaaluvektorite hulk on
P i={qg=(p1,....pm) 1P 20, pi=1}.
i=1

Olgu
P = {P,\}Ae/\

emissioonijaotuste klass. Tahistame
6= Ulepm x A™

ja selle hulga elemente § = (¢, \) nimetame jaotuse parameetriteks. Igale
parameetrile § = (g, \) vastab segujaotus Py = > ", p;P\,. Kui P on iihene,
on koikvoimalike segujaotuste hulga, olgu see hulk Q, ja parameetrite hulga ©
vahel {iksiihene seos (miks?), vastasel juhul voib olla aga nii, et kaks erinevat
parameetrit # ja 8’ annavad iihe ja sama segujaotuse.

Segujaotuse/parameetrite hindamine. Olgu z1,...,x, valim mingist
segujaotusest P. Parameetrite hindamise probleem on jaotuse P lei-
dmine/éra arvamine/hindamine valimi zq,...,z, pohjal. Kui hulkade Q

ja © vahel on iiksiihene vastavus, siis on jaotuse hindamine ekvivalentne
parameetri  hindamisega.

Oletame niitid, et igal emissioonijaotusel Py on tihedus/toendosusfunktsioon
fr. Teame, et sellisel juhul on ka igal segujaotusel hulgast Q tihedus. Seega
on Q (segujaotuse) tiheduste hulk. Suurima toéepara printsiip (STP)
valib hulgast Q sellise jaotuse/tiheduse — suurima toepéara (STP) hin-
nangu — mis maksimiseerib valimi tihedust (miks korrutis?):

f=arg max g f(z). (3)

Et igale parameetrile § € © vastab tihedus fy, voime tilaltoodud maksimiseer-
imistilesande parameetrite abil kirjutada

0 = arg max H fo(zy). (4)



Kui parameetrite hulga © ja segujaotuste hulga Q vahel on iiksiithene vas-
tavus (st emissioonijaotuste klass P on ithene ehk lineaaarselt soltumatu),
siis on iilaltoodud kaks optimeerimisiilesannet (3) ja (4) ekvivalentsed, vas-
tasel juhul ei pruugi (4) lahend olla tihene.

Tegelikult ei pruugi suurima toepara hinnang f (ekvivalentselt é) olla iihene
ka siis, kui emissioonijaotuste klass on tihene. Too néide segujaotustest, mille
korral suurima toepara hinnang f pole ithene.

Veel enam — suurima toepara hinnngut ei pruugi iildse leiduda, st iilesannetel
(3) ja (4) ei pruugi leiduda lahend. Too néide.

EM-algoritm. Et
= Z pifo ()
i=1

saame iilesandele (4) kuju

n m
n,q 5\ — 5 .
(.G, \) =arg  max 1 (2_pifa(an)
Seda tilesannet ei saa tldiselt analiititiliselt lahendada. Tihti on komponen-
tide arv m teada, kuid see ei tee iilesannet kergemaks.

Selleks, et STP hinnangut 0 leida, kasutatakse nn iteratiivseid meetode. It-
eratiivsus tihendab, et alustatakse mingist prameetite algihendist (9, algo-
ritm véljastab jirgmise lahendi V), see sisestatakse algoritmi, mis seejirel
viljastab 0. Nii saadakse jada 6,9 62 . . mis loodetavasti koondub
piirvaartuseks 6. See piirvéértus (mis tildiselt séltub algldhendist) ongi algo-
ritmi valjund — hinnang.

Tuntuim iteratiivne iilesande (4) lahendusalgoritm on EM-algoritm. Uliopilane
kirjeldab EM-algoritmi segujaotuste parameetrite hindamiseks (vt [3]) ja

toestab, et
n
Hfa() 13t < Hfg(z+1> l‘t

Ulaltoodud vorratus tahendab, et EM-algoritmi iga iteratsioon suurendab
toepédra (omptimiseeritav kriteerium). Sellest tehakse tihti ekslik jareldus,



et jada @ koondub mingiks toepdrafunktsiooni lokaalseks maksimumiks.
Vaide iseenesest pole alati vale.

4 Teema 1: Viterbi treening ja parandatud
Viterbi treening

Viterbi treening (VT).

Sisend: valim xy,. .., z,, komponentide arv m, emissioonijaotused { f}rea;
Start: algaviirtused 6 ehk ¢(© = (pgo), . ,p,(g)) ja A0 = (/\50), .. ,ASP)
Iteratsioon: antud ¢ ja \® korral:

e Leia varjatud tunnuste hinnangud % = ¢y, ..., §, ning jaga valim
nende abil osavalimiteks 7; = {t € (1,...,n) : g: = j}.

e Leia iga osavalimi korral emissiooniparameetrite STP hinnangud

(i+1) _ .
AT = argrgggtl;[ Alz), j=1,...,m.
€1y

e Leia kaalude STP hinnangud:
¢ =arg  max prt =arg max H(pj)|Tj|
— j=1

ehk

Lopp: Lopeta kui 80+D = 9,
Viljund: hinnang 6 = @+,
Defineerime iga jaday = (y1,...,yn) € {1,...,m}" javalimi z = (x1,...,z,)

korral

n

p(aly, A) =[] A (@) aw) =[] pw: p(x,910) = plaly, Na(y), A€ A g€ Py

t=1



Veendu, et
p(a, §7169) < pla, §O10) < pla, gVD) < -
Niita, et VT sisend voib olla ka jada y®. Kuidas algoritm nieb vilja sellisel

juhul?

Simulatsioonid: Veendu, et VT t66tab (samade algldhendite korral) ki-
iremini ja efektiivsmealt kui EM, kuid annab iildjuhul palju halvema hin-
nangu.

4.1 Asumptootilise pusipunkti omadus ja AVT

Selles peatiikis eeldame, et emissioonijaotuste/tiheduste hulk {f\}iea on
ithene, st segujaotuste ja parameetrite vahel on iiksiithene vastavus.

Veel tiks eeldus hulga {fy}rea kohta:

Olgu X1, Xs,... iid vaatlused jaotusest (), kusjuures leidub ainult iiks N
(soltub jaotusest @) nii, et

N = arg r/r\leagc/ln H(2)Q(dx).

Siis kehtib koondumine
1 & .
argmax z; In /,(X;) = XN, pk (5)
Too néiteid emissioonitihedustest { )} e, mille korral see eeldus on taidetud.

Olgu P tegelik jaotus (millest parinevad iid juhuslikud suurused Xy, X5 ...)
ja olgu 0 vastav (tegelik) parameeter. Rakendame Viterbi treeningut vottes

alglihendiks parameetri 0, st () = 6 ja uurime VT esimest iteratsiooni oL
(siin n viitab valimile). Et oy = (qg), AS)) on juhuslike suuruste Xy, ..., X,
funktsioon, on ta ise ka juhuslik vektor. Leidub vektor ¢(Y) € P™ nii, et

gV — ¢, pk. (6)

Uliopilane toestab selle koondumise. Vektori ¢ analiiiitiline kuju normaal-
jaotuste segu korral ning juhul kui m = 2 on toodud artiklis [1]. Leia see
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vektor kui m > 2 ja/vo6i ka juhul kui komponendid pole normaaljaotusega.

Kui kehtib eeldus (5), siis leidub vektor A € A™ nii, et
AL AW p ke

Uliopilane toestab ka selle koondumise. Seega, tehtud eeldustel kehtib koon-

dumine
o) — oM pk.,

kus 0 = (¢, A, Siinkohal paneme tiihele, et 04" ja ka piirvidrtus 80
soltuvad parameetrist 6. Tahistame

Uliopilane arvutab funktsiooni 6 — A(#) lihtsate niidete korral ja veendub,
et see pole 0. Seega Viterbi treeningul on jargmine omadus: alustates tege-
likust parameetrist 6, valjastab algoritm midagi muud ja seda isegi siis, kui
n = 0o. Seega VT algoritmil puudub asiimptootiline ptisipunkti omadus.

Uliopilane tdestab, et samadel eeldustel on EM-algoritmil asiimptootiline
pusipunkti omadus.

Astimptootilise pilisipunkti omadust saab formaliseerida jargmiselt. Olgu
Ty : © — O operaator, mis vastab algoritmi (EM vo6i VT) iihele iteratsioonile
juhul kui n = oco. See tidhendab T,(6%) = 90+Y). Algoritm soltub tege-
likust jaotusest ehk parameetrist 6, seda néitab alaindeks. Astimptootiline
pusipunkti omadus on see, et Tp(6) = 6.

Parandatud Viterbi treening (AVT). AVT tekitab asiimptootilise plisipunkti

omaduse sel moel, et igal iteratssioonil lisatakse VT valjundile GS)T korrekt-
sioon A(0D) (vt [6]). AVT treeningul on asiimptootilise piisipunkti omadus.

4.2 Simulatsioonid

Simulatsioonide eesmark on EM, VT ja AVT treeningalgoritmide vordlus.
See tihendab, et tudeng leiab ja programeerib kujutised T)7, TFM TAVT
mingi suhteliselt lihtsal juhul (m = 2 v6i m = 3, emissioonijaotued on néiteks

normaaljaotused). Kui 0() £ 6, siis viljastavad kéik algoritmid jada 6,
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AN IR .. Kas (ja miks) see jada koondub? Kui koondub, siis piirvaartus
on hinnang #, mis soltub #®-st. Ja sellisel juhul on meil kujutis

Sp:O0 =0, Sy(00)=4.

Millise algoritmi korral on koondumine koige kiirem? Millise algoritmi korral
on 16pp-hinnang 6 koige tipsem ehk viga S5(0(®) — 6 kéige viiksem? Kui
tundlik on viga alglihendi #(*) suhtes? Kui 6 ~ 0, kas siis Sy(0V)) ~ 07?

Algoritme voib ka vorrelda simuleeritud andmetel nag on tehtud artiklis [6].

5 Teema 2: Bayesi lahenemisviis ja segmenteer-
imine

Tundmatute parameetrite hindamine enne statistiliste jarelduste tegemist on
statistikas klassikaline lahenemisviis (frequentist inference). Bayesi lahenemis-
viisil vaadeldakse parameetreid teatava jaotusega, nn eeljaotusega juhuslike
suurustena. Oletame (esialgu), et emissiooniparameetrid A on teada. Seega
kaalud ¢ = (p1,...,pm) on juhuslikud, nende tédpne véirtus pole teada, kiill
aga nende jaotus (eeljaotus). Bayese statistikas modelleeritakse kaale enaa-
masti Dirichlet jaotusega Dir(aq, ..., a,,). Dirichlet jaotusel on palju héid
omadusi, sellest jaotusest loe tédpsemalt konspekist [7]. Kui m = 2, siis
Dirichlet jaotust nimetatakse Beta jaotuseks. Seega meie mudel on jargmine

q ~ Dir(aq, ..., ax) (7)

k
i.4.d.
i=1

XV, M Py, i=1,...,n
Fikseeritud ¢ korral on Yi,...,Y, iid jaotusega ) dyp; juhuslikud suu-
rused, kuid meie mudelis nad enam pole soltumatud [7]. Juhuslikku prot-
sessi Y1, Ys, ... nimetatakse Dirichlet-kategooriliseks protsessiks, juhul
kui m = 2, siis nimetatakse seda ka Beta-Beroulli protsessiks. Nende
protsesside omadused on vaga erinevad iid juhuslike suuruste omadustest,
vaata [7, 1].



Kuigi parameeterid ei pea enam hindama, teeb Bayesi lahenemine segmenteer-
imise marksa keerulisemaks. Naiteks tingliku toendosuse maksimiseerimine
ja keskmise vigade arvu mineerimine pole enam iiks ja seesama — tliopilane
naitab seda, samuti pole kumbagi kriteeriumi enam lihtne optimeerida. Baka-
t00 keskendub suurima toeparaga hinnangu 4y, ...,7, omadustele. Nagu
ndidatud artiklis [1], saab selle iilesande esitada nn karistusliikmega kaofunk-
tsiooni optimeerimisele (iiliopilane ildistab seost (6)). Juhul kui komponen-
did on normaaljaotusega, on iilesanne intutitiivselt hasti arusaadav. Artiklis
[1] toodud argumendid ja simulatsioonid néitavad, et Bayesi lahenemisviisil
saadud hinnang ¢, ..., ¥, on marksa konservatiivsem kui iid mudeli korral
saadud hinnang, selle pohjus on Dirichlet-kategoorilise protsessi omadused.
Konservatiivsus tédhendab, et jada i, ..., 7, muutub (hiippab) viéhe ning
tihti on konstantne: ¢, = --- = @,. Artiklis [1] toodud simulatsioonid
niitavad, et kui m = 2, molemad komponendid on sama dispersiooniga o2 ja
normaaljaotusega (keskvédrtused 0 ja 1), siis muutub hinnang konstantseks,
kui ¢ > o,, kusjuures o, ~ 0.8 (soltumata tegeliku parameetri ¢ vaartustest).

Probleem: néita voi likka kontranaitega timber, et selline o, alati leidub
(el soltu tegelikust parameetrist ¢). Kas on voimalik leida o, analiiiitiline
kuju? Kas selline fenomen on ka teiste mudelite (m > 2, dipersioonid er-
inevad, teised jaotused jne) korral?

Bayesi lahenemise korral ei saa jada ¢1,...,9, el saa enam analiiitiliselt
leida. Uliopilane uurib meetode selle probleemi lahendamiseks, naiteks iter-
atiivseid algoritme artiklist [8].
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