Loputood juhuslikest ekslemistest

Juhuslik ekslemine on keskne ja vaga oluline stohhastiline mudel, millel on
palju erinevaid iildistusi ning variatsioone. Loput66(de) eesmérk on selliste
mudelitega tuvumine ning omaduste tundmaoppimine. T60 on peamiselt
referatiivne, kuid holmab ka arvutisimulatsioone ja iilesannete lahendamist.

Juhuslik ekslemine. Olgu X, X5, ... soltumatud ja sama jaotusega (iid)
juhuslikud suurused, mille véartused on téisarvud (st X; € Z, p.k.), olgu
S, = X1+ -+ + X,,. Juhuslikku protsessi S := {5, },,>1 nimetatakse juhus-
likuks ekslemiseks (random walk (RW)). Kui X; € {—1,+1}, on juhuslik
ckslemine lihtne (simple random walk (SRW)). Juhuslikust ekslemisest ja
tema erinevatest omadustest voib lugeda igast toendosusteooria opikust.

Juhuslik ekslemine S on rekurrentne (recurrent) kui ta p.k. naaseb al-
guspunkti 0 16pmata palju kordi: P(S, = 0, i.0.) = 1, vastasel juhul on
transientne (transient). Kui juurdekasvu X; jaotus on mitteperioodiline,
siis rekurrentsus tahendab seda, et S viaisab igat taisarvu z lopmata palju
kordi, p.k. P(S, = z, 1i.0.) = 1. Kui mingi osake eksleb juhuslikult ning
see ekslemine on rekurrentne, siis naeme teda igal pool jalle ja jalle. Tran-
sientsus tédhendab, et juslik ekslemine (osake) véisab iga téisarvu vaid 1oplik
arv korda ning siis me teda ei nde. Juhuslik ekslemine S on transientene
parajasti siis kui positiivse toenaosusega ei naase ta kunaagi alguspunkti, st
P(S, #0, V¥n) > 0. Teisisonu, tema pogenemistoendosus (escape prob-
ability) on suurem nullist. See aga tdhendab, et S véaisab nii alguspunkti kui
ka iga teist taisarvu z ulimalt loplik arv kordi, seejarel "kaob lopmatusse”:
iga z € Z korral P(S,, =z, i.0.)=0.

Kui juurdekasvudel on loplik keskvaartus p = EX;, siis on S rekurrentne
parajasti siis kui g = 0. Toepoolest, kui p > 0, siis suurte arvude seaduse
kohaselt S,,/n — pu, p.k. ja sellest jareldub vahetult transientsus. Kui
p = 0, siis S,/n — 0, pk.. sellest vahetult ei jareldu rekurrentsus, kuid
seda saab toestada. Toestused on erinevad, néiteks nn Chung-Fuchs teoreem
2], Thm (2.7) voi ldbi Kesten-Spitzer-Whitmani teoreemi [6, 7]. Lihtne
juhuslik ekslemine on seega rekurrentne parajasti siis kui P(X; = —1) =
P(X; = 1) = 0.5 ja (lisaks iilaltoodud {ildistele teoreemidele) saab seda
toestada ka 14bi toendosusi genereerivate funktsioonide [3], ptk 5.6. voi 1dbi



Stirlingi valemi [2] (2.3). SRW korral on pogenemistoenéosusel lihtne kuju:
P|(X;=1)— P(X; = —-1)|.

Juhuslik ekslemine juhuslikus keskkonnas. Vaatleme lihtsat juhus-
likku ekslemist, kus igale taisarvule vastab toendosus p(z) € (0,1). Kui
ekslemine jouab punkti z, siis ta hiippab punkti z + 1 toendosusega p(z).
Seega P(S,11 = 2+1|S, = z) = p(2) ning P(S,41 = 2—1|5, = 2) = 1—p(2).
Kui p(z) = p, on meil lihtne juhuslik ekslemine, kuid {ildiselt mitte. Veendu,
et S on endiselt Markovi ahel, kuid mitte enam soltumatute juhuslike su-
uruste summa. Toendosusi {p(z)}.cz nimetatakse keskkonnaks (environ-
ment). Keskkonda modelleeritakse juhuslikuna. Seega olgu {p(2)}.ez iid
0, 1]-vaartuselised juhuslikud suurused, ning iga w korral olgu keskkond
{p(z,w)}.ez nende juhuslike suuruste realisatsioon. Peale keskkonna fikseer-
imist alustab juhuslik ekslemine oma teekonda, kusjuures

PY(Sp41 =2+ 1|5, = 2) = p(z,w).

Fikseeritud keskkonna (ehk fikseeritud w) korral on S Markovi ahel, muidu
mitte (vt [1]). Sellist mudelit nimetatakse juhuslikuks ekslemiseks juhus-
likus keskkonnas (random walk in random environment (RWRE).

Millal on RWRE S rekurrentne ning millal on ta transientne? Analoogia
pohjal voiks arvata, et S, on rekurrentne parajasti siis kui keskmine juur-
dekasv (keskmistatud iile keskkonna) on null ehk p := Elp(z)—(1—p(z))] =0
(ekvivalentselt Ep(z) = 0.5). Selgub aga, et S,, on rekurrentne hoopis siis, kui
n = E(ln p(z) ) = 0. Kui n > 0, siis on S,, transientne ning lim,, S,, = oo,

1—p(z)
p-k.; kui n < 0, siis on .5, transientne ja lim,, S,, = —o0, p.k.. Seega voibolla,
et keskmine juurdekasv on positiivne kuid lim,, S,, = —oo, p.k. (iiliopilane

leiab sellise néite). RWRE-protsessil on palju teisigi tavalisest juhuslikust
ekslemisest erinevaid omadusi. Naiteks kehtib kiill koondumine S,,/n — v,
p-k., kus v on konstant, kuid iildiselt v # p ja voib juhtuda, et v = 0 —
koondumine acglasem (vt [1]). Vaata ka [§]

(Multiple) excited random walk. Kujutame lihtsat juhuslikku ekslemist,
mille korral paremale ja vasakule hiippamise toendosus on 1/2 vélja arvatud
siis kui ta satub esimest korda uuele taisarvule. Sellisel juhul hiippab ta
paremale (juurdekasv on +1) toendosusega 1/2 < p < 1. Sellist olukorda
kirjeldatatakse erialases kirjanduses jargmiselt: igal taisarvul on tiks kiipsis.
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Sattudes esimest korda taisarvule, so6b juhuslikult ekslev osake kiipsise, kir-
gastub sellest ning tema paremale hiippamise toendosus on p > 1/2. Sat-
tudes aga samale taisarvule uuesti, on kiipsis soodud ning vasakule ja pare-
male hiippamise toendosus on uuesti 1/2. Kas iihest kiipsisest igal tdisarvul
piisab, et juhuslik ekslemine muutuks transientseks ning S, — oo, p.k?
Selgub, et ei piisa — juslik ekslemine on ikka rekurrentne. Aga kui igal
taisarvul on kaks kiipsist — sattudes uuele taisarvule esimest voi teist ko-
rda, on paremale hiippamise toendosus p, kuid edaspidi jalle 1/2. Sellisel
juhul on pogenemistoenaosus

(*ﬁ);

seega positiivne kui p > 3/4. Seega piisavalt suure p korral on pogenemine
teoreetiliselt voimalik (positiivne tdenédosus) ja saab nédidata, et sellisel juhul
toepoolest on protsess transientne, st pogenemine toimub p. k. ehk

P(S,=0,1.0.)=1.

Seda mudelit on kerge tildistada — igal taisarvul on terve hunnik voibolla
erinevaid (st erinevate toendosustega) kiipsiseid. Formaalselt: igale tdisarvul
z on lopmatu kiipsiste vektor w(z) = (w(z,1),w(z,2),...), kus w(z,i) €
[1/2,1]. Meie viimases néites w(z) = (p,p,1/2,1/2,...) iga z korral. Er-
inevatele tdisarvudele vastavad vektorid w(z) voivad olla erinevad. Vek-
torid (w(2)).ez moodustavad nn kiipsiste keskkonna (cookie environment).
Pane téhele, et kui w(z) = (p,p,p,---) iga z korral, siis on meil tavaline
(ebasiimmeetriline) lihtne juhuslik ekslemine, mis on transientne. Uldiselt
aga on protsess S keerulisem ja pole iildiselt isegi mitte Markovi ahel (miks?).
Seega ka selle protsessi rekurrentsus ja transientsus ei jareldu Markovi ahe-
late teooriast.

Tihti modelleeritakse vektoreid w(z) juhuslikena — keskkond (w(z)).ez on
iid juhuslike suuruste (W (z)).cz realisatsioon. Pane tdhele, et erijuhul (siis
kui iga z korral W(z,1)) = W (z,2) = ---) saame siit eelmises paragrahvis
vaadeldud RWRE, kuid iildiselt on protsess niiiid marksa keerukam. Tea-
tud juhtudel on protsessi transientsus ja rekurrentsus toestatud [9, 4, 5.
Ulidpilane refereerib neid tulemusi, toob naiteid, simuleerib protsesside kaitumist
ning toob naiteid.
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