Sissejuhatus vabasse toenfosusteooriasse

Vaba toendosusteooria (free probability theory) on tegelikult algebra valdkond,
mis uurib, kuidas toenfosusteooria (voi osa sellest) néeks vélja siis kui juhuslikud
suurused ei oleks kommuteeruvad. Teooria kesksel kohal on nn vaba soltumatuse
moiste. Klassikalisest toendosusteooriast on teada, et kui X ja Y on soltumatud
juhuslikud suurused, siis iga n, m korral

E(X™Y™) = E(X™E(Y™)

ning teatud tingimustel see seos (iga n, m korral) defineerib soltumatuse. Kom-
mutatiivsus voimaldab kergesti arvutada segamomente

E(XmMymxmeynz.. XMy ) = p(XMttmeymidedney - pxmitedme) gy niteedtne,
Pane téhele, et (soltumatus ja kommutatiivsus)
E[(X - EX)(YY —EY)(X —EX)| = E(X — EX)?E(Y - EY) =0,
kuid
E[(X—EX)(Y-EY)(E-EX)(Y—-EY)] = E(X—-EX)?E(Y-EY)? = D(X)D(Y),
mis iildiselt ei ole vordne nulliga.

Oeldakse, et X ja Y on vabalt soltumatud (free voi freely independent), kui
mistahes k ja ni,my,n2, ma, ..., Nk, mg > 1 korral

E[(X™ — EX™)(Y™ — EY™)...(X™ — EX™)(Y™ — EY™)] =0. (1)

On selge, et soltumatud juhuslikud suurused ei ole vabalt sdltumatud. Seos (1)
voimaldab kergesti arvutada (vabu) segamomente:

E(X™—-EX™)(Y"-FEY")=0 =
EX"Y™) — (EX™)(EY") — (EX™)(EY™) + (EX™)(EY")=0 =
EX"Y™")=EX™EY™).
Ulatoodud seos on sama, mis soltumatuse korral. Kuid selgub, et
E[(X-EX)(Y-EY)(X-EY)(Y-EY)=0 =
E(XYXY) = (EY)’EX?+ (EX)’EY? — (EY)*(EY)>.
Seega vaba soltumatuse korral avalduvad segamomendid teisiti.
Vaba toendosusruum. Vabas toendosusteoorias harilikult téhistatekse uuri-

tavaid objekte (juhuslike suuruste analooge) mingi mittekommutatiivse algebra
A elementidena. Siin A on {ihikelemendiga mittekommutatiivne algebra ning ¢



on mingi sellel antude lineaarne fukntsionaal, mille korral ¢(1) = 1 (interpre-
tatsioon: keskvairtus). Paari (A, ¢) nimetatakse mittekommutatiivseks téenéo-
susruumiks. Algebra elemendid z ja y tekitavad alam-algebrad, olgu need C ja
B. Nendesse alam-algebratesse kuuluvad ka koik korrutised ja {ihikelementid, st
iga n korral 2" € B ja y™ € C. Oeldakse, et B ja C on vabalt séltumatud kui iga
k jaiga ¢; € C ning b; € B korral

@|(er = (e1)1)(br — @(b1)1) - - - (cr — p(cr)1) (br — tp(bk)l)} =0. (2

Elemendid z ja y on vabalt soltumatud, kui nende tekitatud algebrad C ja B on
vabalt soltumatud. Vottes ¢; = ™ ja b; = y™, ndeme et (2) on toepoolest (1)
analoog.

Vaba tsentraalne piirteoreem. Toendosusteooria iiks keskseimaid tulemusi
on tsentraalne piirteoreem, mis (oma kéige lihtsamal ja tildlevinumal) kujul iit-
leb, et kui X4, Xo, ... on soltumatud juhuslikud suurused, mille korral £EX; =0
ja EX? = 1, siis nende normeeritud summa koondub jaotuse jirgi standardseks
normaaljaotuseks:

X+ + X,

Vn

Ulaltoodud koondumist véib kisitleda kui kdikide momentide koondumist, st
iga m > 1 korral

E(X1+---+Xn
N

Olles defineerinud vaba sdltumatuse, tekib kiisimus: kui (A, ¢) on vaba tdendo-

= N(0,1).

)m S EZ™, Z~N(0,1).

susruum ning 1, s, ... € A on séltumatud, kusjuures p(z;) = 0 ja ¢(2?) = 1,
siis kas kehtib tsentraalse piirteoreemi analoog: jada
1 + e + Tn 0

Vn
koondub (mingis méttes) piirjaotuseks?Vabas tdendosusteoorias on nork koon-
dumine defineeritud momentide koondumisena, st

AT T o (3)
vn
parajasti siis, kui iga m > 1 korral

| Sy

Selgub, et koondumine (3) téepoolest kehtib, kuid piirjaotus pole normaal-
jaotus!

)m} ~ EZ™,

Bakalaureuseto on referatiivne. Uligpilane tutvub kirjanduse pohjal vaba toe-
néosusteooria pohimdistetega ja peamiste tulemustega (vaba tsentraalne piir-
teoreem jne).



