Mittekorrektsed iilesanded

Bakalaureusetoid juhendavad Uno Hamarik, Toomas Raus ja Urve Kangro

Loodusnéhtuste ja tehnoloogiliste protsesside matemaatilisel uurimisel koos-
tatakse vastava nidhtuse vOi protsessi matemaatiline mudel (selle teemaga saab
tutvuda kursuses MTMM.00.326 "Matemaatiline modelleerimine") ja formuleeri-
takse matemaatiline iilesanne. Seda iilesannet nimetatakse korrektseks iilesandeks
tingimustel 1) iilesandel leidub parajasti iiks lahend, 2) see lahend soltub pidevalt
lahteandmetest. Kui moni neist tingimustest pole tiidetud, nimetatakse iilesan-
net mittekorrektseks iilesandeks (mittekorrektselt seatud iilesandeks). Ulesannet
timber formuleerides saab sageli rahuldada tingimust 1), aga mitte tingimust 2).
Seega voib Oelda ka, et mittekorrektsed iilesanded on iilesanded, kus ldhteandmete
véiksel muutusel lahend muutub vdga palju. Sellised iilesanded kerkivad niiteks
meditsiinilistes tomograafiauuringutes, geoloogias maavarade otsingul, ohu ja vee
kvaliteedi uurimisel, ilmaennustustes, kusjuures andmed saadakse mootmisel ning
sisaldavad paratamatut mootmisviga. [lmaennustuste kohta on laialt tuntud vaide,
et liblika tiivalook Brasiilias voib pohjustada tornaado Texases. Seda viitis 50 aas-
tat tagasi USA matemaatik ja meteoroloog Edward Norton Lorenz. Ta mérkas, et
ilmastiku mooteandmeid vaid pisut muutes (néiteks tipsema modteriista saamisel)
voib ilmastikuprognoos kardinaalselt muutuda. E. N. Lorenz on iiks kaoseteooria
loojatest.

Mittekorrektsed iilesanded on ka paljud standardsed andmetdotluse iilesan-
ded, néiteks suure konditsiooniarvuga lineaarse vorrandisiisteemi lahendamine,
mootmisvigadega andmete numbriline diferentseerimine, andmete interpoleerimi-
ne, signaali ja kujutise tootlus. Mittekorrektse iilesande stabiilseks lahendamiseks
(regulariseerimiseks) ldhendatakse iilesanne korrektse iilesandega, kusjuures la-
hendustédpsust viljendav regulariseerimisparameeter valitakse soltuvalt lahteand-
mete veatasemest. Mittekorrektsete iilesannete kesksed kiisimused on regulari-
seerimisalgoritmide ja regulariseerimisparameetri valiku reeglite uurimine. Selle
teemaringiga saab tutvuda ka kursustel MTMM.00.210 "Mittekorrektsed {iles-
anded", MTMM.00.217 "Sissejuhatus mittekorrektsetesse iilesannetesse". Viima-
se aine kursusel saab osaleda 2025.a. kevadel. Teema sobib bakalaureuset6oks,
aga on jatkatav ka magistri- ja doktoritéoks. Mittekorrektsete iilesannete Tar-
tu Ulikooli uurimisgrupi tegevuse kohta leiab rohkem infot veebilehelt https:
//reg.cs.ut.ee/.

Lineaarsed mittekorrektsed iilesanded esitatakse tiiiipiliselt operaatorvorrandi-
na

Au = f, (1)

kus antud on funktsioon f ja lineaarne operaator A Hilberti voi Banachi ruumi-
de vahel ning u on otsitav funktsioon. Erijuhuks on lineaarne vorrandisiisteem
lahendivektori u leidmiseks, kui operaatoriks A on maatriks ja andmeteks f on
vektor.

Téapse parema poole f asemel on tiiiipiliselt teada ldhend f;,

Ifs=fl <o

Kui ldhteandmete veatase ¢ on teada, saab sageli iilesannet regulariseerida, valides
sobivas regulariseerimismeetodis regulariseerimisparameetri soltuvalt suurusest o
nii, et ldhislahend koondub tépseks lahendiks protsessis 6 — 0.

Jérgnevalt moned néited konkreetsetest teemadest.
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1) Esimest liiki integraalvorrandi numbriline lahendamine kollokat-
sioonimeetodiga (juhendaja U. Himarik ja/voi U. Kangro).
Esimest liiki (Fredholmi) integraalvorrand on vorrand kujul

b
Aul(t) E/ K(t.s)u(s)ds = f(t),

kus tuum K(t, s) ja funktsioon f() on antud ja funktsioon u(s) on otsitav. Ules-
ande lahendamiseks arvutil on vaja iilesanne diskretiseerida.

Kollokatsioonimeetodis valitakse kollokatsioonipunktide {t, ..., t,,} ja baasfunkt-
sioonide {¢1, ..., ¢, } komplektid ning otsitakse lihislahendi u, = )" | ¢;¢; korda-
jaid {ci, ..., ¢, }, mis rahuldaksid kollokatsioonitingimusi

b
/ K(t;.s)up(s)ds = fs(t;), i=1,...n.

Eesmirk on leida lihtsamatel juhtudel tingimusi, mil kollokatsioonimeetod osutub
sobiva n = n(9) valiku korral regulariseerimismeetodiks.

2) Landweberi iteratsioonimeetodi kiirendamine (juhendaja U. Himarik
ja/voi T. Raus).

Klassikaline Landweberi iteratsioonimeetod vorrandi (1) lahendamiseks on ku-
jul

1
U1 = Uy + WA (fs — Auy,), w € (0, W), n=0,1,2,..,
kus ug on algldhend ja A* on operaatori A kaasoperaator. Iteratsioonid peatatakse
esimese n korral, kus p,, := ||Au, — f5|| < . Meetodi puuduseks on see, et vajatav

iteratsioonide arv n = n(9d) on sageli viga suur. Kirjanduses on vilja pakutud
kiirendatud Landweberi meetod kujul

Upi1 = 2n + WA (fs — Azn),  2p = up + ap(uy, —uy—1), n=0,1,2,..,

valides a,, = 2= v&i o, = 2=L. Arvutused niitavad, et tdpsema lihislahendi saab
n n+1 n n+2 ’ )

valides «,, soltuvana mitte ainult n-ist, vaid ka p,, vadrtusest. T66 eesmark ongi
uurida sobiva «,, valikut.

3) Regulariseerimisparameetri heuristilisest valikust Tihhonovi mee-
todis (juhendaja U. Hamarik ja/voi T. Raus).
Tihhonovi regulariseerimismeetod on kujul

Uy = (af + A*A) A" fs.

Kui lahteandmete veatase 0 pole teada, tuleb regulariseerimisparameeter « valida
mingi heuristilise reegli jargi (s.t. veataset kasutamata). Kvaasioptimaalsuse reeglis
valitakse regulariseerimisparameetriks funktsiooni

o = af|A%(al + AA) 2 5]

globaalne miinimumkoht. Arvutused niitavad, et paljudel juhtudel saame parema
parameetri (tdpsema ldhislahendi), vottes parameetriks a funktsiooni ¢ globaal-
se miinimumkoha asemele mingi lokaalse miinimumi. T66 eesméirgiks on arvutil
néiteililesandeid lahendades formuleerida reegel, milline miinimumkoht sobib para-
meetriks a.



