Varjatud Markovi ahelad jadade joondamisel
Oppematerjal ja 16puté6 juhend

Enne t66 alustamist tutvub iiliopilane Markovi ahela ja varjatud Markovi ahelaga seo-
tud pohimoistetega: seisundid, ileminutoendosused, emissioonitoenfosused, edasi-tagasi
algoritmid. Samuti tutvub ta jadade joondamise tohimoistetega. Selleks sobib histi raa-
mat (Koski, 01). Vaata ka K. Vimmi bakalaureuset6dd (Vimm, 22) voi raamatut (Durbin
et al., 1998).

Loput66 peamine fookus on erinevate diinaamilise planeerimise (dynamic programming)
algoritmide viljatootamine.

1 Juhuslik tee

Joondusi modelleeriv esialgne Markovi ahel. Seisundid:
Z:={M,I,D} (match, insertion, deletion).

Uleminekumaatriks ja algtdeniosused:

PymMmM PMD PMI T M
P=1 pom pPpp PDI T= | 7 |. (1)
PimM PID  DPII T

Joondus ja selle tGendosus. Hulga {M, I, D}* (koik 1oplikud kolmest t&hest moodus-
tatud vektorid) elemente nimetame joondusteks. Igal joondusel on oma toenéosus. Selle
maéadravad iileminekumaatriks ja algtoenéosused:

k—1

p(lek) = 7T21 sztzt+17 21:k = (Zla s 7Zk>~
t=1

Defineerime

A(i,j)::{zl;ke{M DY Z[MDZt ZIMIzt_]} i,jeN

——
A(i,0) = {(D, ..., D)}, A(0,5) =={{I,.... D}

Seega A(i, j) moodustavad sellised vektorid zy., (pikkus k pole fikseeritud), mis rahul-
davad tingimusi:



e vektoris on M ja D tahti kokku ¢;

e vektoris on M ja I tdhti kokku j.
Néide: (iiliopilane lopetab niite):

permutatsioonid permutatsioonid

N A\
7 ~N 7 R

A(4,2) = {(M,M,D,D),...,(D,D,M,M),(M,1,D,D,D),...,(D,D,D,I, M)
(I,1,D,D,D,D),...(D,D,D,D,I,I)}

Ulesanne: Leia hulga A(i,j) voimsus |A(4,7)|. Néita (voi liikka {imber): |A(i,j)| =

Defineerime:

P@i,j) = Y plz).

21:5€A(4,7)

Seega P(1,7) on hulga A(i,7) tondosus ja see ei ole iildiselt 1.
Néide: Leia P(i, j), kui koik {ileminekutbendosused ja algtdendosused on 1/3.

Joondus kahedimensionaalsena. Kuulugu z = 21, € A(n,m). Defineerime a(z) =
ok, kus

t t
ag = (O, 0), ay = (ZIM,D(zl)azIJ\J,[(ZZ))y t = 1, c. ,k.
1=1 1=1
Seega a; € {0,1,...,n} x{0,1,...,n}igat =1,..., k korral.

Naide:
218 = (D,M,M,I,D,M,I,1), a(z) = ((O, 0),(1,0),(2,1),(3,2),(3,3),(4,3),(5,4), (5,5), (5,6)).

On selge, et kui 21, # 21, siis a(z1.) # a(2];) ehk a(z1.;) on lihtsalt joonduse kahed-
imensionaalne esitus. Sellisele esitusele vastab joon/tee graafil, mille sdlmed on paarid
(7,7) ja servad on naabrite vahel: (i,7) naabrid on (i + 1,7), (i + 1,7 + 1), (4,5 + 1)
(kui i < n,j < m). Sisuliselt vore, kus serv on veel tipu ja tema alumise parempoolse
(SE) naabri vahel. Joondusele vastav tee algab punktist (0,0) ja lopeb alati punktis
(n,m). Téhistame ka selliste teede hulka A(n,m). Igal sellisel joondusel on toendosus
plaot) = p(21.k), kus ag.x = a(z1.1). Nende tGendosuste summa pole 1.

Edaspidi tdhistame a; = (a¥,a}) ehk kui a; = (i, ), siis af = i,af = j. Samuti tédhistame
2z = z(a;_1, a;) paarile (servale) (a;_1,a;) vastavat seisundit, tidpsemalt

T x _ ) Yy — 1.

M, kuiaf—af ;=1,af —a] ;=1;

R 2T x _ Yy Yy — 0N

z(ai—1,a;) =< D, kuiaf —af ,=1,a/ —aj ;=0;
T x _ Yy Yy _

I, kuiaf—aj ,=0,af{ —a;,=1

Kui ag. € A(n,m), siis z1.x, kus z; = z(a4—1, a;) on vastav seisundite jada.
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Tinglik toendosus. Olgu n, m fikseeritud ja defineerime toendosusmoodu

p(21%)

Pl m) V21 € A(n,m).

Q(lek) =

Seega kui Z3, Z, ... on iilaldefineeritud Markovi ahel, st P(Z.x = 21.1) = p(21.%), siis iga
21 € A(n,m) korral

Q(Zl:k):P<Z1k—Zlk‘Z[MD (Zy) = ZIMI (Z;) = >, Vi, € Aln,m).

Ulesanne: Niita, et ¢ ei rahulda Markovi omadust:

q(z1x) # q(21)q(22|21) - - - q(2k|qr-1).

Analogiliselt defineerime tdendosusmdéodu kahedimensionaalsete jaotuste hulgal
q(aor) == q(z1:), a0k = a(z1:k) Vagx € A(n,m).

Seega igal teel punktist (0,0) punkti (n,m) on oma téendosus, nende teede tdendosuste
summa on niiid 1. Iga teeloigu toendosus on koikide seda teeloiku sisaldavate teede
toendosuste summa. Seega kui ag; € A(n,m) ja 21, on vastav seisundite jada, siis

TCOEED SRR GRS B DR CH

ag., €EA(n,m):af  =ao:t ag, . €A(n,m):ah,, =ao:+
1 1
P(n,m)p( 1:t) [ Z o Pa (241, )} P(n,m)p( 1:0) P, J)
2t41,n €A(n—1i,m—j)
kus a; = (i,7) ja
pz(zt+1;n) "= Peziyr Prrgrzigs """ Prnoazno PZ(Z7.]> = Z pZ('Zl:k)a Pz(ov O) =1 zeZ.

zl:keA(ivj)
Pane tihele, et
Seega

q(agi1]aos) = q(ao.t41) _ pztzt+1pzt+1(n —a¥,m— agﬂ) -
+ i) = — _
q(CZO,t) Pzt+1 (n — at$7 m — CL?)

T Yy
pZtZt+1PZt+1 (n - at+17 m — at—i—l)

pamPu(n—af —1,m—a! — 1)+ p,pPp(n—af —1,m —a}) + p, Pr(n —af,m—al — 1)

Et z; on (a;_1,a;) funktsioon z; = z(a;_1, a;), saame teist jairku Markovi omaduse:
Q(at—l-llaO:t) = Q(at-l—l’at—l:t)'
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Uhe tee ag.;, toendosus on niid :

Q(GO:k) = q(a1|a0)q(a2|a1, ao)Q(CL3|CL27 a1) s Q(ak|ak—17 ak—2)7

kusjuures
mpPp(n—1,m), kui a; = (1,0);
q(ar]ag) o< ¢ marPy(n—1,m —1), kuia; = (1,1);
7 Pr(n,m—1) kui a; = (0,1)
Et

mpPp(n —1,m) 4+ mp Py(n—1,m —1) + 7, Pr(n,m — 1) = P(n,m),

siis normaliseeriv konstant on P(n,m).
Néide: Olgu a; = (4,7), agy1 = (i + 1,7). Seega z,,1 = D. Niiiid

Q((Z+ 17j)’(i7j)7at—l) =
thDPD(’rL—Z'— 17777, —])
pzt,DPD(n_i_ 17m_j)+pzt7MPM(n_i_ Lm_j_ 1) +pzz1PI(n_i7m_j - 1)

Veendu, et

q((n, m —1)[((n —1),(m —1)),((n —2),(m — 2)>> B PMDPDI f‘;fﬁfﬂr PMIPID

sest Pp(0,1) = ppr, Pu(0,0) =1, P;(1,0) = p;p. Nieme, et iileminekutdendosused sol-
tuvad positsioonist (i, j) ehk teist jirku Markovi ahel pole homogeenne. Selleks, et leida
tileminekutoendosused on vaja iga paari (i,7) ja iga seusundi z korral arvutada P, (i, j),
1=1,....,.n,7=1,...,m.

Ulesanne: Leia rekursioon iileminekutdensiosuste ¢(b|a, a’) arvutamiseks. Uleminekutdenzio-
sused veelkord:
pz’,szzb<n - bx’ m — by)

o) = e P @ sy m a0 =amle ) ()

kus 2/ = z(d, a), z, = z(a,b) ja
2" =TI py(2),  2¥ = I (2).
Uks voimalus on leida rekursioon P, (i,7) jaoks. Veendu:
P-(i,0) = peoppp,  Px(0,5) = p:dpi;

Kasuta rekursiooni (2) ja leia P,(i,j) iga i,i ja z korral. Lopuks leia P(n,m). Kas
tekib viikeste arvude probleem? Kui see probleem tekib, st téendosused P, (i, 7) on liiga
viikesed, siis tuleb leida skaleeritud rekursioon {ileminekutdenéosuste (3) leidmiseks.
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Néide: Leia iileminekutoendosused (3), kui iileminekumaatriks on

3 % 3 1-26 0 0 5
A % % % B: ) 1—20 ) ™= % , 0 <0.25.
3 3 3 6 5 1-26 3

Algtoendosuste vektor molemal juhul 7.

Serva ldbimise tGendosus. Olgu (a,b) naabrid (serv), st kui b = (3, j), siis

ac {(z - Lj)’(i - 17j - 1)v(i7j - 1)}

Leiame toendosuse, et juhuslik tee (punktist (0,0) punkti (n,m)) ldbib serva (a,b). Kui
toendosused (3) on teada, siis voime kasutada rekursiooni:

q(a,b) = Z q(d',a)q(bla,d’), N(a®,a¥):={(a"—1,ad"),(a"—1,a’—1), (a",a’—1)}, a" > 0,a > 0.
a’eN(a)

Rekursiooni algus: Kui a = (0,0) = ay, siis q(a,b) = q(blag). Kui a = (0,7), b= (0,i+ 1),

siis q(a,b) = q(d’, a)q(bla,a’), kus a’ = (0,7 — 1) jne.

Serva labimise toenfosus esialgse Markovi ahela (1) kaudu. Selleks defineerime

P(i,j,z) = Z P2(21:1),

21:5€A(4,5) 2 =2

P(i,0,1) = P(i,0,M) :=0, (0,4,D)=P(0,5,M):=0, P(0,0,z):=0.

On selge, et P(i,j) = P(i,j3,D) + P(i,j, M) + P(i, j, I).

Ulesanne: Leia rekursioon P(i, j, z) arvutamiseks. Leia (skaleeritud) rekursioon p(z|i, j) =
P(i,j,z)/P(i,7) arvutamiseks.

Saame

1
P(n,m)

q(a,b) = Z P(a®,a¥,2)p. Po(n — b",m — bY) =: 5 , 2 =2z(a,b).

Ulesanne: Veendu lihtsa niiite korral (maatriksid (4)), et molemad rekursioonid/valemid
q(a, b) arvutamiseks annavad iihe ja sama tulemuse.

Punkti libimise toendosus. Punkti a = (7,7) ldbimise tdendosus: ¢(a) = ), q(a,b).
Punkti labimise toendosus esialgse Markovi ahela (1) kaudu:

YL P 2)Pn—im—j) _ pla)

() P(n,m) " P(n,m)
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Suurima toen#dosusega (Viterbi) tee. Otsime

vo = arg  max  q(aos).
ag.x€A(n,m)

Viterbi algoritm: defineeri
3(i, 4, 2) == max{Inq(z1.x) : 214 € A(1,7) : zx = 2}.
Rekursioon:

8(i, 4, D) —max{é( 1,7,2") + Ing(D|(i — 1,7),2)},
V(i j, D) = argmax{5(l —1,5,2") +Ing(D[(i —1,7),2")}
(i, 5,1) =
V(i, g, 1) =
o(i, 4, M) =
Y(i, 5, M) =

Otsitava joonduse ziy viimane tdht on argmax, d(n,m,z). Kui see on niiteks I, siis
eelviimane tiht on ¢ (n, m, I), jairgmine téht (tagantpoolt) on ¥ (n,m —1,%(n,m,I)) jne.

Ulesanne: Lopeta algoritm (rekuriooni algus jne) ning et algoritm to6tab. Niita, et kui
tilaltoodud algoritmis g-toendosused asendada p-toendosustega (st g(D|(i—1, j), 2) asemel
p.p jne), siis tulemus ei muutu.Leia Viterbi tee monel lihtsal niitel (néditeks maatriksid

(4))-

Suurima servade tGendosuste summaga /korrutisega tee. Olgu meil antud koikide
servade toendosused ¢(a,b), kus a € N(b). Otsime teed, mille servade téendosuste summa
oleks maksimaalne:

Wo. = arg — max (q(ao, ap) + -+ qlag_1, ak)).
a9 €A(n,m)

Asendades iilaltoodud avaldises q(a;—1, a¢) logaritmiga In g(a;—1,a;), saame suurima ser-
vade toendosuste korrutisega tee. See garanteerib, et iga serva toendosus lahendis on
positiivne.

Kas servatoendosuste summa (korrutis) soosib pikimaid jadu? Siit {ilesanne (loomulikult
voib ¢ asemel olla ka In g).

W = arg — max (Q(am ay) + -+ qlag—1, a) — Ck)>

ao:x€A(n,m)

kus C' > 0 on regulariseeriv konstant.



Ulesanne: Leia algoritm(id) iilaltoodud iilesannete lahendamiseks (tegelikult ju vaid iiks
algoritm).

Pane tdhele: kui toendosuste summas g-toendosused asendada p-toendosustega, siis tule-
mus sama, St:

arg  max (q(ao,a1) + -+ q(ak-1,ar)) = arg  max (p(ag,ar) + -+ plar-1, ax)).

ag.x€A(n,m) ag.x€A(n,m)

Kas {ilaltoodud samasus kehtib ka siis, kui C' > 07
Kui aga korrutises (logaritmide summas) asendada g-téendosused asendada p-toendosustega,
siis tulemus ei pruugi sama olla, sest

Ing(ag,ar) + -+ +Ing(ag_1,ar) = Inp(ag,ar) + -+ -+ Inp(ag_1,ar) — kln P(n, m).

Hiibriidjoondus. Optimeerimisiilesanne

k—1

arg max (B gl ain) + Clglap)). (5)
=0

ag:x €A(n,m)

kuus C, B > 0 on regulariseerivad konstandid. Arusaadavalt piisab tegelikult iihest kon-
standist (miks?).

Ulesanne: Olgu ag, € A(n,m). Defineerime: r(s : t) := In q(as.)
R(l,apk) :=7(0: )4+ +r0: O)+r(1: +1)+r2 : 14+2)+ - -r(k=1: k)+- - -+r(k—1: k).
Seega

1 aOk Zlnq Clt7at+1

Toesta, et
R(l,a0) = R(I — 1, ao.x) + Ingq(ag).

Jérelda sellest, et
R(l, ap.x) Zlnq ag, apy1) + (I — 1) Ing(agg).

Ulesanne: Leia diinaamilise planeerimise algoritm (5) lahendamiseks. Millise iilesande la-
hendame siis, kui algoritmis asendame ¢-toenfosused p-toenédosustega?

Rekursiooni idee (kontrolli!):

4(i,7,D) = max (5(@ —1,4,2)+ Clngq((i,5)|(i — 1,7), z)) + Blng((i —1,7),(i,7)).



Joondus kui Markovi ahel graafil. Votame iilaltoodu kokku: Négime, et esialgne
(homogeenne) Markovi ahel seisundite hulgal Z (1) defineerib (mittehomogeense) Markovi
ahela graafil (14bi tingumustamise). Kas see seos on iiksiihene: kas iga Markovi ahel graafil
vastab mingisugusele (voib olla ka mittehomogeensele) ahelale seisundite hulgal? Millisele
esialgsele seisundite ahelale vastab jirgmine ahel graafil:

1 i oqT Yy .
q(b|a,a'):{ %, ku¥ ax<n,am< m; i
)

kui a® =n voi a¥ = m;

See on juhuslik ekslemine graafil kuni servani ja siis serva moédda lopuni.

Nii voi teisiti, edaspidi tasubki vaadelda juhuslikke joondusi kui Markovi ahelaid graafil,
see on paljuski lihtsam (pole vaja arvutada iileminekutoendosusi (3)) ja voibolla ka iild-
isem (kui tiksiihest vastavust pole). Teisisonu, juhuslike joonduste toendosused on médratud
iileminekutoendosustega

{q(2|(i,7),2"), i=0,....,m, j=0,...,n} (6)

2 Pair HMM

Mudel. Seisund M emiteerib tihepaarid (z,y) € X2, seisund D emiteerib paari (z, —),
x € X (taht X jadas ja indel Y jadas), seisund D emiteerib paari (—,y), y € X (tdht Y
jadas ja indel X jadas).

Emissioonitoendosused: p(x,y) (seisund M), p(z, —) (seisund D) ja p(—, y) (seisund I). Kui
lisada tdhestikule indel, saame nn laiendatud téhestiku X+ = {X, —}, voime formaalselt
koik emissioonitoeniosused defineerida hulgal X+ x X*: p(z,y|M), p(x,y|D), p(z,y|I),
kuid niitid on kitsendused (siin z,y € X)

p(z, —|M) = p(=,y|M) = P(—,—|M) = 0,
p([L‘,y|D) = p(_7 _|D) :p(—7y’D) = 07 p(l’,yl]) :p(_v _|I) = p($7 _|I) = 0.

Mudel: Markovi ahel (n,m) graafil liigub punktist (0,0) punkti (n,m) vastavalt toenéo-
sustele (6). Igale servale/naabripaarile (a,b) vastab seisund z(a,b) € {I, D, M }. Kui ahel
labib serva (a,b), genereeritakse paar (x,y) € X" x X" jaotusest p(x,y|z(a,b)). Seega
kokku genereeritakse n X-tdhte ja m Y -tdhte.

Olgu ag; Markovi ahela realisatsioon — joondus — ning olgu z* = (2,...,2}),y" =
Y, - -, Y. genereeritud jadad. Edaspidi nimetame neid laiendatud jadadeks. Pane téhele,
et paar (z*,y*) méirab iiheselt teda genereerinud joonduse a(z*,y*). Seega selle laien-
datud paari saamise toendosus meie mudelis:

k
pla®,y) = p(ah, . 2l vt vk) = alaos) [ [ (. wilz).
t=1
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kus agr = a(x*,y*) ja z1 vastab joondusele ag.x. Laiendatud jadas x* on tépselt n tihte
(ja k — n indelit), olgu vastav alamjada x1.,, € X™; analoogiliselt olgu yy.,, laiendatud
jada y* tdhtedest moodustatud alamjada. Edaspidi nimetame neid jadu vaatlusteks. Pane
tahele, et vaatlused (1., Y1.m) ja joondus ag,, madravad iiheselt laiendatud jadad (z*, y*).
Sellest 1dhtudes defineerime

k

p(xlzm yl:m’a[):k) = Hp(x;fa y£|2t>,
t=1

millest saame vaatluste ja joonduse thistoendosusele kuju
p(zl:nv Y1:m, aO:k’) = p(x*a ?J*) = Q(aﬂ:k)p(xlsrw yl:m|a0:k¢)~
Meie mudelis on seega vaatluste saamise toendosus marginaaltoendosus:
p(xlznvyl:m) = Z p(xlnwyl:m‘CLO:k)Q(GO:k)- (7)
aO:kEA(nfm)

Néide: X = {0,1}, 1., = (1,0,1,1,0,1,1), y1., = (0,0,0,1,0,1,0,0). Tavaliselt esitatkse
joondused tabelina.

z|1]0(-|(-/1]1]0[1|-|1
y* | -10(0]0|1]0|-|11]0]0

Vastav joondus ja selle toenaosus

p(zlzk> :p(D,M,I,],M,M,D,M,I,M) =Tp*PDM " PMI *PII * PIM * PMMPMD * PDM * PMI * PIM

p(z1r)
P(7,8)

Q(ZLIC) =
Vaatluste tinglik toendosus:

p(l’l;n, yl:m|zlzk) - p<17 —)p(o, O)p(—, 0)]?(_7 0)]9(17 1)]7(17 0)]7(0, _>p(1a 1)])(—7 0)]9(17 0)

Joonduse tinglik jaotus. Vastavalt tingliku toendosuse definitsioonile:

Q(a(]:k)p(xlzny yl:m|a0:k)
p(xlzna yl:m>

p(GO:k ’xlznv yl:m) =

Ulesanne: Niita, et siilib (teist jirku) Markovi omadus:

P(@rs1|@0:t, T1m, Yiim) = P(Qg1|@G—1:t, T1ims Y1m,)-
Selleks néita, et kui a; = (4, j), siis
p(xlznv Yi:m, (lO:t) = Z p(l’l:m Yi:m, Clé]:k) = Q(CLO:t)p(xlzh y1:j|a0:t)p(~ri+1;n, yj+1;m]at, Zt)7
a():k’e“A(nvm):aB:t:(IO:t

P(%H:n, yj+1:m\at, Zt) = Z Q(at+1:k’at7 Zt)p(%‘ﬂ:n, yj+1:m’at+1:k)-
agy1:5€EA(n—i,m—7)



Seega kui aiy1 = (1 +1,7) (st 2, = D)

p(xi—‘rQ:na yj+1:m|zt)

p(xi—i—l:na yj+1:m|zt+1) .

p(xlzna Y1:m,» aO:t-i—l)
p(l‘lzny Y1:m, aO:t)

Nieme, et parem pool ei soltu ag.;_s -st.

p(at+1|a0:t7 T1in, yl:m) = = C](at+1|at—1:t)p($i+1a _)

Asjaolu, et Markovi omadus séilib, on viga oluline. Niiiid on meil jillegi iilleminekutdenéo-
sused kujul (6). Uleminekutéeniiosused soltuvad niitid vaatlustest zi., ja Y1.m, aga need
on fikseeritud. Koik iilaltoodud algoritmid rakenduvad. Kiisimus on selles, kuidas iilem-
inekutoendosusi efektiivselt arvutada. See taandub kiisimusele: kuidas arvutada toenéo-
susi p(Titom, Yj+1:m|2e) (VO seda suhet seal valemis).

p-rekursioon. Antud toendosused (6) ning emissioonitdeniosused. Rekursioon:

P(Ym|(n,m —1),2) = p(—, Ym),

p(zn|(n —1,m), 2) = p(zn, )
P(Tis 1, Yjr1m| (4, 5), 2) = q(D[(4, J), 2)p(Tis1, =)P(Xit2ns Yjrrm| (i + 1, 5), D)
+q(1](2,7), 2)p(—=, Yj+1)P(Tit1ms Yjr2:m| (3, § + 1), 1)

+ q(M|(, 7), 2)P(Tit1; Yj+1)P(Tit2ims Yjrom| (@ + 1,5 + 1), M)
Seega

q(D[(i, j), 2)p(@it1, =)Pp(Tit2ns Yjr1:m|2t)

p($i+1:n7yj+1:m|2)
kus p(Zit1:m, Yj+1:m|2) avaldub summana. Vordle saadud valemit valemiga (3). Tekib

viikeste arvude ja skaleerimise probleem. Ulatoodud toensiosused soltuvad Tit1.n A Yjt1m,
mistottu voime kirjutada q(D|(7,7), 2, Tit1:n, Yj+1:m)-

q<D|(27j)7 Z, L1, ylim) =

Y

Kui joonduste ahel on defineeritud esialgsete toenfosuste (1) kaudu, siis voib iilaltoodud
rekursioonis kasutada toendosuste ¢(z|(,7),2") asemel esialgseid toendosusi p,., (ja al-
gtoendosusi ), [-rekursiooni tulemus kiill muutub, kuid ¢(D|(i,7), 2, Z1.n, Y1.m) jAdvad
samaks. Veendu selles!

a-rekursioon. Antud téendosused (6) ning emissioonitdenidosused. Eesmérk arvutada:
OZ((Z,]),Z) = Z p(xlziaylzjazlzk)-
21:x €A(4,5) 2 =2

Ulesanne: Leia rekursioon.

Idee:
a((i,5), D) = (D al(i —1,5),2)q(D|(i — 1,5), 2))p(i, —).

z

Kas rekursiooni tulemus muutub, kui g-toendosuste asemel kasutada p-toendosusi? Skaleer-
imine.
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Serva (a,b) ldbimise toendosus. Olgu z = z(a, b).

o Oé<<bxaby>7Z)p<xi+1:nayj+1:m|(iaj)aZ) o O‘((bvay)uZ)p(xiJrl:n;ijrl:m’(iaj)wZ)
p((ayb”xl:nyyl:m) — — T by f — e

p(xlzm yl:m) Zz/ a((b ) b )7 z )p(xiJrl:na ijrl:m’(Z;]): < )
Seega tuleb 1abi viia nii « kui fg-rekursioon. Veendu, et iilaltoodud valem kehtib. Niita,

et p(a, b|x1.n, y1.m) €1 muutu, kui g-toendosuste asemel kasutada p toendosusi ja seega voib
iilaltoodud « ja 8 rekursioonis asendada g-toenédosused p-toenédosustega.

Alternatiiv: arvutada tinglikud toendosused q(2'|(, ), 2, T1.n, Y1.m ) ja siis arvutada koikide
paaride tinglikud téenfosused (0,0)-st alates rekursiivselt.

Hiibriidjoondus. Optimeerimisiilesanne

k—1
arg renjl(x ) (BZlnp((aft;at+l)|$1:n7yl:m) + Clnp(GO:k’xl:nayl:m)) =
ag.k n,m =0
k—1
arg Ien_,é?(x ) (BZlnp((ataat+1)‘x1:n7y1:m) + Clnp(xlznaylzmaao:k))
ag.k n,m 0

kuus C, B > 0 on regulariseerivad konstandid. Veendu, et iileande lahend ei muutu,
kui tinglike toendosuste arvutamisel g-toendosused asendada p-toendosustega. Lahen-
damiseks tuleb arvutada koikide servade libimise toendosused p((a,b)]mlm,ylzm) ja siis
on mitu varianti:

e Leida toendosused {q(Z'|(,7), 2, T1.n, Y1.m) } ja siis kasutada sama algoritmi, mis iile-
sande (5) lahendamisel

e Kasutada toendosusi (6). Rekursiooni idee (kontrolli!):
6(i, 4, D) = max (0(i — 1,4, 2) + Clng((4, j)|(i — 1, j), 2)) + Inp(x;.—)
+ Bln q((Z - ]-7.].>’ (i7j)|x1:na y1:m>-

Kui toendosused on antud esialgsel viisil (1), siis iilaltoodud rekirsioonis voib iilem-
inekutoeniosused ¢((4,7)[(¢ — 1, 4), z) asendada p,p-ga.

Ulesanne: To6ta vilja rekursioonid hiibriidjoonduste leidmiseks.

Suurima toepéraga ehk Viterbi joondus. Kui hiibriidjoonduses votta B = 0, saame
Viterbi joonduse.

Naide 1: Olgu emissiooni- ja iileminekutoendosused

1 1 1 1

. . 1 = = = =

p(:ic,y):{ (1)’/4’ Eﬁiii;? ) p(mv_):p<_7y)217 Vx,y P = % % % = %
3 3 3 3



Niiiid iga joonduse korral p(z1.) = 37F,

(z 1) = 0, kui leidub ¢ nii, et x} # y;, x},y; € X (mismatch);

P\ 1y Y1:m|R1:k) = 4_k’ mujal.

Uheski positiivse iihistdendosusega joonduses pole mismatchi, ja selliste joonduste seast
on suurima (iithis)toendosusega lithimad joondused. Niita, et need vastavad pikimale
iihisjadale — M-ide arv Viterbi joonduses on pikima iihisjada pikkus.

Néide 2: Olgu emissioonitdendosused nagu enne, iileminekumaatriks olgu § < 1/4 ja

1—26 ) )
o 1—-20 o
o ) 1—-29

Selline iileminekumaatriks soosib seda, et sarnased seisundid on rohkem blokikaupa. Naiteks
bioloogias eelistatakse, et indeld on blokiti.
Olgu z14 = (1,0,0,0) ja y1.4 = (1,1,0,1). Vordleme joondusi:

11-10]10]0-{|-72]0[0JO0O]|-}-1212]0]0]O0}-}-]12]010]O0]-
1i1y-{-jo0y1jj2rj1ry0f-y-Jj1j1y1{-j0}-fj1¢1}1}--1]011

(M|I|D[D[MJIJI[M[M[D[D|IJI|M[D[M[D[TI|I[M|D[D|M[T]

Koikide nende joonduste korral

p(x1:47y1:4‘21:6) = E?

kuid joonduste toeniosused on erinevad:
In P(M,1,D, D, M,I) = m% +1n(8) + In(6) + In(1 — 8) + n(8) + In(5)
InP(I,M,M,D,D,I)= ln% +1In(0) +In(1 — §) + In(0) + In(1 — &) + In(0)
InP(I,M,D,M,D,I)= ln% +1n(0) 4+ In(d) + In(d) + In(9) + In(6)

InP(I,M,D,D,M,I)= ln% +1In(d) + In(d) + In(1 — 9) + In(9) + In(9)

Néeme, et teise joonduse (I, M, M, D, D, I) tdendosus in suurim (neli blokki: "I", "MM",
"DD", "I"; teistes joondustes rohkem blokke). Koik iilaltoodud joondused vastavad piki-
male iihisjadale, kas aga antud juhul pikim iihisjada on Viterbi joondus? Vaatleme veel
iihte joondust:




Selle joonduse korral p(z1.4, y1.4|21.8) = 4%, ning

p(I,I,D,D,D,D,I,I) = = - (1—§)°- 5~

1
3
Seega iihistoeniosuste suhe (216 = (I, M, M,D,D,I), 215 = (I,1,D,D,D,D,I,I))

P(T1:4, Y14, 21:8) _ (1—-20)® o1
P(T1:4, Y124, 21:6) 49 '

kui 0 on piisavalt viike. Seega indelid on koik kenasti blokikaupa kuid Viterbi joondus ei
vasta pikimale {ihisjadale. Leia antud niites Viterbi joondus.

Tee néide 14bi § = 1/4 korral. Kas siis viterbi joondus vastab pikimale iihisjadale (toes-
tus).

Probleem: Leia piisavad (ja tarvilikud) tingimused (iileminekumaatriksi ja emissioonitéenéo-
suste (1) kaudu), mis garanteerivad, et Viterbi joondus vastaks pikimale iihisjadale ja
koikide pikimale iihisjadale vastavate joonduste seast valiks Viterbi joondus sellise kus

indelid oleks voimalikult blokiti. Kas neid tungimusi on voimalik leida iileminekutoenéo-
suste (6) kaudu?
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