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PILK ALGEBRALISSE TOPOLOOGIASSE
M. Kilp
Mis on topoloogia?

Topoloogia kujutab endast kaasaegse matemaatika iiht oluli-
semat ja darmiselt kiiresti edasiarenevat osa.

Topoloogiat on voimalik vaadelda kui itht geomeetria haru
(nn. pidevuse geomeetria). Selgitame seda véaidet veidi tdpsemalt.
Koolis opitava eukleidilise geomeetria iiheks olulisemaks moisteks
on geomeetriliste kujundite voérdsuse moiste. Kaks kujundit on
eukleidilise geomeetria seisukohalt vordsed siis, kui neid on voi-
malik viia {ihtimisse. Kui kahe konkreetse kujundi korral selline
iihtimisse viimine tdepoolest véimalik on, siis voime selle prot-
sessi 1dbi viia alati nii, et teostame fiiksteise jdrel teatava arvu
roopliikkeid, poordeid ja peegeldusi. Teisendusi, mis saadakse tea-
tava arvu roopliikete, poorete ja peegelduste jéirjestrakendamise
tulemusena, nimetatakse liikumisteks!. Koik liikumised moodus-
tavad nende jirjestrakendamise tehte suhtes riithma. Seega on
kaks kujundit eukleidilise geomeetria seisukohalt vordsed para-
jasti siis, kui leidub selline liikumiste rithma element (liikumine),
mis viib iihe vaadeldavatest kujunditest teiseks. Eukleidilise geo-
meetria pohitilesandeks ongi koigi vaadeldavate kujundite jaota-
mine vordsete kujundite klassideks. Seda saab teha, nagu me
ndgime, kasutades litkumiste rithma.

Iga liikumist iseloomustavad jargmised omadused:

1) litkumisel séilivad 16ikude pikkused, millest saab juba jarel-
dada, et liikumisel

2) siilivad loikudevahelised nurgad,

3) sirge laheb alati sirgeks,

4) séailivad iihel sirgel asetsevate 10ikude suhted.

Loobume nouetest 1 ja 2, sdilitame aga kaks viimast, muutes nad
uuteks iseseisvateks tingimusteks. Niiviisi jouame nn. afiinsete
teisenduste juurde. Osutub, et ka koik afiinsed teisendused moo-
dustavad teisenduste jarjestrakendamise tehte suhtes riihma.
Kasutame niiiid oma tdhelepanekut kujundite vordsuse ja liiku-

! Sageli moistetakse liikumisi ka kitsamalt, ilma peegeldusi lubamata.



miste riihma vahelisest seosest eukleidilise geomeetria korral ning
loeme analoogiliselt kaks kujundit vordseiks, kui leidub selline
afiinne teisendus, mis viib esimese neist kujundeist teiseks. Sel
moel jouame uue geomeetriani, mida nimetatakse afiinseks geo-
meetriaks. Et afiinseid teisendusi on rohkem kui liikumisi (sellise
afiinse teisenduse tiiiipiliseks naiteks, mis ei ole liikumine, on
paralleelprojekteerimine), siis on olemas kujundeid, mis on afiinse
geomeetria seisukohalt vordsed, ei ole seda aga eukleidilise geo-
meetria seisukohalt. Néiteks afiinse geomeetria mottes on vordsed
kaks suvalist kolmnurka, aga ka ringjoon ja ellips (joon. 1}.

Joonis 1.

Astume eespool kirjeldatud rada pidi veel ithe sammu edasi.
Vaatleme nimelt ruumi koéiki selliseid iiksitheseid teisendusi, mis
teisendavad ruumi terveks ruumiks ning mis koos oma po6ord-
teisendusega on pidevad. (Pideva teisenduse all moistame tei-
sendust, mis «kiillalt 1dhedased» punktid viib «kiillalt ldhedasteks».
Mida viimane asjaolu tdpselt tahendab, jidtame esialgu lahtiseks.
Mida see eukleidilise ruumi korral tdhendab, on siiski pikemata
selge.) Selliseid teisendusi nimetatakse fopoloogilisteks teisen-
dusteks. Ruumi koik topoloogilised teisendused moodustavad
samuti riihma. Me peame kaht kujundit vordseteks e. homéomorf-
seteks, kui leidub selline topoloogiline teisendus, mis viib {iihe
neist kujundeist teiseks. Niiviisi jouamegi geomectria haruni, mida
nimetatakse fopoloogiaks.

Piltlikult voib topoloogilist teisendust endale ette kujutada kui
teisendust, mille korral ei toimu kujundite Lkatkirebimist (see
garanteerib teisenduse pidevuse — ldhedased punktid ldhevad
ldhedasteks) ega kokkukleepumist (kokkukleepumine tédhendaks
poordteisenduse korral katkirebimist, poéordteisendus peab aga
samuti pidev olema). Niisiis homoomorfsed on need kujundid,
mida saab deformeerida iiksteiseks ilma rebendite ja liideteta.
Edasises toome mitmeid homoéomorfsete kujundite naiteid. Praegu
mirgime vaid, et juba eespool Geldust on selge, miks topoloogiaga
tegelevat matemaatikut (topoloogi) voib pidada inimeseks, kes ei
oska vahet teha sormuse ja kohvitassi vahel.

Topoloogia peamiseks tilesandeks on kindlaks teha, millal kaks
kujundit on topoloogiliselt vordsed (homoéomorfsed). Topoloogia
ise jaguneb kaheks suureks osaks: iildiseks ehk hulgateoreetiliseks
ja algebraliscks ehk kombinatoorseks topoloogiaks. Uldises topo-
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loogias on podhiliseks uurimisobjektiks topoloogilised ruumid ja
nende mitmesugused omadused. Mida endast kujutab topoloogi-
line ruum, miks sellise moiste uurimine matemaatikas hidatarvi-
likuks osutus ning kuidas topoloogilist ruumi korrektselt definee-
rida — sellest on voimalik lugeda «Matemaatika ja kaasaja» eel-
misest numbrist.2 Mitterangelt viljendudes on topoloogiline ruum
just selline ruum (s.t. punktihulk), milles on motet radkida «kiil-
lalt ldhedastest» punktidest. Seejuures ei kasutata siin «ldheduse»
maidramiseks mitte punktidevahelise kauguse moistet, vaid selle
ruumi alamhulkade vahelisi seoseid. Viimane asjaolu viitab lisna
selgesti pohjusele, miks topoloogiat esialgu nimetati Analysis situs
(asendi analiiiis).

Algebraline topoloogia on topoloogia osa, milles vaadeldakse
teatud topoloogilises ruumis (edaspidi eukleidilises ruumis) aset-
sevaid selliseid kujundeid, mida saab teatud méttes jaotada véik-
semateks kujunditeks. Selles topoloogia osas osutub voimalikuks
{ohusalt kasutada algebra aparatuuri (tdpsemalt: lopliku arvu
moodustajatega Abeli rithmi). Edasises piiliamegi pogusalt selgi-
tada topoloogia selle osa olemust.

Topoloogia kui iseseisva matemaatikaharu loojaks loetakse
moddunud sajandi {iht silmapaistvamat matemaatikut Bernhard
Riemanni® (1826—1866). Algebralise topoloogia rajajaks on poh-
just lugeda prantsuse matemaatikut Henri Poincaréd (1854—
1912), selle arengus on olulised olnud ka hollandi matemaatiku
L. E. J. Brouweri, ameerika matemaatikute J. W. Alexanderi,
S. Lefschetzi, O. Vebleni, N. Steekrodi, S. Eilenbergi jt. t66d. Noo-
rematest selle suuna viljelejatest markigem inglise matemaatikut
M. F. Atiyah’t ja noukogude matemaatikut S. P. Novikovi, keés
on saavutanud darmiselt silmapaistvaid tulemusi uusi, nn. K-
teooria meetodeid kasutades.

Mirkigem esimese osa 10petuseks, et veidi on topoloogiast juttu
ka Jevgeni Gabovit§i raamatus «Arvudeta matemaatika» (Tln.,
1968).

Topoloogilised invariandid

Lepime kokku edasises termini «kujund» all moista suvalist
punktihulka kolmemootmelises eukleidilises ruumis. Toome jirg-
nevas moningaid néiteid homdomorfsetest kujunditest. Et joonisel
2 kujutatud tsentraalprojekteerimise puhul ldhedased punktid
kolmnurgal (mida vaatleme joonena) ldhevad ldhedasteks punk-
tideks ringjoonel ja vastupidi, siis on ringjoon ja kolmnurk homdoo-

2 S. Baron. Monda topoloogilistest ruumidest. — Matemaatika ja kaasaeg,
XIX. 1k, 14—24.

3 Vt. U. Lumiste Riemann topoloogia ja {ildise kévera ruumi geomectria
loojana. — Matemaatika ja kaasaeg, XI, k. 65—76.



morfsed. Et samalaadilist tsentraalprojek-
teerimist saab teha ka mistahes kumera
hulknurga ja ringjoone korral, siis on
ringjoon homd&omorfne ka mistahes ku-
mera hulknurgaga.

Joonisel 3 on kujutatud kaks homoo-
morfset pinda, mis on muide homd&oniorf-
sed ka kohvitassi pinnaga. Topoloogias
nimetatakse sellist pinda fooriks ehk ron-
gaspinnaks.

Joonis 3.

Mistahes vahemikku on voimalik «painutada» otspunktideta
poolringjooneks, mis (vt. joon. 4) on homoomorfne sirgega.
Jérelikult ei ole topoloogia seisukohalt mingit vahet ka vahemiku
ja sirge vahel.

g

Joonis 4.

Nagu eespool juba mainitud, on topoloogia pohiiilesandeks
kujundite topoloogilise vordsuse kindlakstegemine. Et teha kind-
laks kahe kujundi homéomorfsust, tuleb meil konkreetselt ndidata
see topoloogiline teisendus, mis viib {ihe meie kujundeist teiseks.
Nii me toimisimegi, kui nditasime, et nditeks kolmnurk ja ring-
joon on homdomorfsed. Mida teha aga siis, kui me ei ole suute-
lised sellist topoloogilist teisendust leidma? Siis on kaks voima-
lust: esiteks — selline topoloogiline teisendus on tegelikult siiski
olemas, kuigi meil seda leida ei onnestunud, voi teiseks — sellist
teisendust polegi. Nende kahe voimaluse olemasolu viitab sellele,
et meil oleks tarvis luua ka teatud meetodid kujundite mitte-
homdomorfsuse kindlakstegemiseks. Kujunditel on mitmesuguseid
omadusi. Osa neist on sellised, mis ei siili topoloogilise teisen-
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duse korral. Niisuguse omaduse néditeks on tippude arv. Nagu
juba teame, on kolmnurk ja kumer nelinurk omavahel homéomorf-
sed (kuna molemad neist on ringjoonega homoomorfsed), iihel
neist aga on kolm ja teisel neli tippu. On ka omadusi, mis séilivad
iga topoloogilise teisenduse korral. Selliseid omadusi nimetatakse
lopoloogilisteks omadusteks ja vastavaid nditajaid topoloogilisteks
invariantideks. Eespool Geldust on selge, et kui kahe kujundi iiht
ja sama tiiiipi topoloogilised invariandid osutuvad erinevaiks, siis
ei saa need kujundid homoéomorfsed olla. Vaatleme moningaid
topoloogiliste invariantide néiteid.

1° Sidususekomponentide arv. Kui meil on tegemist mingi
kujundiga K ja P on selle kujundi punkt, siis punkti P sidususe-
komponendiks nimetatakse kujundi K koigi nende punktide hulka,
mida saab punktiga P {ihendada téielikult kujundisse K kuuluva
joone abil. On selge, et iga kujund laguneb teatud arvuks sidu-
susekomponentideks ning et see sidususekomponentide arv on
topoloogiline invariant. Siit jareldub, et numbrimérgid 9 ja 10
(kui geomeetrilised kujundid) ei ole homoomorfsed.

2° Eraldavate punktide arv. Kui kujund koosneb iihest sidu-
susekomponendist, siis nimetatakse teda sidusaks. Sidusa kujundi
punkti, mille kuitahes véiikese {imbruse véljajdtmine kujundist
muudab selle mittesidusaks, nimetatakse eraldavaks punktiks. Et
lopoloogilise teisenduse korral eraldav punkt peab ilmselt minema
craldavaks punktiks (iiks-ithesuse tottu erinevad eraldavad punk-
{id peavad muidugi minema erinevateks eraldavateks punktideks),
siis on selge, et eraldavate punktide arv on toepoolest topoloogi-
line invariant. Samuti on invariant mitteeraldavate punkide arv.
Neid invariante kasutades on kiillalt lihtne veenduda selles, et
koik joonisel 5 esitatud kujundid on paarikaupa mittehomdomorf-
sed: iilemise rea kujundeil on l6pmata palju mitteeraldavaid
punkte ja vastavalt 1, 0 ja 2 eraldavat punkti, alumise rea kujun-
deil on lopmata palju eraldavaid punkte ning vastavalt 2, 3 ja
lopmata palju mitteeraldavaid punkte.

S Ol =
1O

Joonis 5.




3° Euleri karakteristik. Vaatleme  pindu, mida saab katta
koverjooneliste hulknurkade vorguga nii, et hulknurki oleks vor-
gus loplik arv ja iga hulknurk oleks homéomorfne ringiga. Tahis-
tame sellisel pinnal asetsevate hulknurkade (e. tahkude) arvu
tdhega F, koikide servade arvu tdhega E ja koéigi tippude arvu
tdhega V. Avaldist V— E+F nimetatakse vaadeldava pinna Euleri
karakteristikuks. On voimalik toestada, et Euleri karakteristik on
topoloogiline invariant. Et sfddr on ilmselt homdomorine tetra-
cedri pinnaga, tetraeedril on aga 4 tippu, 6 serva ja 4 tahku,
siis on tetraeedri pinna, aga seega siis ka sfdari Euleri karakte-
ristik 4 — 6+4+4=2. Joonisel 6 esitatud kujund on ilmselt homoo-
morfne tooriga. Joonisel on néha, et V=16, £=32, F=16; seega
toori Euleri karakteristik on 16— 32416=0. Jareldus: sfdir ja
toor ei ole homoéomorfsed.

A.. ______ i R,
7N -7
/ v e
/ 7
Vs /
4 Ve
// Ve
AR, AVgid
s 17 [
Ve
S M- —
I// \
Joonis 6.

Euleri karakteristikuga seotud kiisimustest voib veidi lahemalt

lugeda juba eespool mainitud J. Gabovit§i raamatust «Arvudeta
matemaatika».

Homoloogiariihmad

Lepime kokku nimetada punkti nullmootmeliseks simpleksiks,
1oiku ithemootmeliseks, kolmnurka kahemootmeliseks ja tetraeedrit
kolmemootmeliseks simpleksiks. Simplitsiaalseks kompleksiks
nimetatakse siis sellist simpleksite hulka, mille korral kaks sel-
lesse hulka kuuluvat simpleksit dildse ei 16iku voi siis on nende
ithisosaks terve vdhemamo6otmeline simpleks. Joonisel 7 vasakul
asetsev simpleksite hulk on kompleks, paremal asetsev aga ei ole,
kuna siin on kahe kolmnurga iihisosaks ainult osa kiiljest.

Simpleksit nimetatakse orienteerituks, kui selle tipud on jar-
jestatud. Seejuures loetakse kaht jarjestust iihesugusteks, kui iiht
neist on voimalik saada teisest paarissubstitutsiooni abil. Selgi-
tame seda ldhemalt jidrgmise nditega. Vaatleme néitena kahe-
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Joonis 7.

mootmelist simpleksit tippudega I, 2, 3 (joonis 8). Selles jirje-
korras voetud tippudega orienteeritud simpleksit tdhistame edas-
pidi jargmiselt: (1 2 3). Vastavalt meie kokkuleppele on siis
(2 31) ja (31 2) sellesama orienteeritud simpleksi tadhisteks,
(132),(213) ja(321) aga vastupidiselt orienteeritud simp-
leksi tdhisteks.

Mecie poolt antud orienteeritud simpleksi definitsiooni voib
iildistada, lugedes (n—1)-mootmeliseks orienteeritud simplek-
siks n punktist koosnevat jarjestatud hulka. Kui meil on tegemist
orienteeritud simpleksiga (pipz...prn), siis orienteeritakse temas
sisalduvad védiksemamootmelised simpleksid vastavalt jargmisele
reeglile: (n—2)-mootmelise simpleksi korral, mis asetseb punkti p.
vastas, loetakse orientatsiooniks jdrjestusele (pi...pr—1 Pr41...Pn)
vastavat orientatsiooni, kui %2 on paaritu arv, ning vastasel juhul
vastupidist orientatsiooni. Saadud orientatsiooni nimetatakse
indutseeritud orientatsiooniks. Niitena vaatleme tetraeedrit joo-
nisel 9, kus orientatsioon olgu maadratud jérjestusega (1 2 3 4).
Tipu 2 vastas seisva tahu orientatsioon peab vastavalt iilaldeldule
olema vastupidine jarjestuse (1 3 4) poolt mairatud orientatsioo-
nile, tdhistame seda orientceritud simpleksit nii: —(1 3 4).

Et see reegel alati rakendatav oleks, tuleb lugeda, et null-
mootmelisel simpleksil, s.o. punktil, on korraga kaks orientat-
siooni.

{ 3 3

Joonis 8. Joonis 9.



Kui kahe orienteeritud simpleksi {ihisosaks on vdhemamootme-
line simpleks, siis tekib sellel vastavalt meie kokkuleppele kaks
orientatsiooni, mis voivad kas kokku langeda v0i erineda.

Olgu niiid o®, o®, ..., o® mingi simplitsiaalse kompleksi
koigi k-mootmeliste orienteeritud simpleksite hulk (iiks ja sama
simpleks on teatud kindla orientatsiooniga véetud iiks Lkord).
k-méotmeliseks ahelaks nimetatakse o®, o, ..., o™ poolt moo-

dustatud iga formaalset avaldist kujuga

k 3 ’
ayrd )—{—azoS )—I— —I-amo({)

kus ay, as, ..., an, on tiaisarvud. Kahte sellist avaldist loetakse
vordseiks siis, kui on vordsed kordajad vastavate simpleksite
o(?) juures, 1<Ci<Cm, ning kahe sellise avaldise summa leitakse

vastavate kordajate liitmise teel. Koigi selliste avaldiste hulk
moodustab nn. vaba Abeli rithma.
Orienteeritud simpleksi o® rajaks A(o®) nimetatakse ahelat

h—1 Ti—1) h—1)
T N e

kus o, oW, .. o®H on need (k— 1)-moctmelised
simpleksid, mis moodustavad vaadeldava simpleksi geomeetrilise
raja ning mis on voetud indutseeritud orientatsioonidega. Niiteks
on joonisel 9 esitatud kolmemd&dtmelise simpleksi (tetraeedri)
(1 2 3 4) rajaks ahel

(234)—(134)+(124)—(123).

Ahela aiai +. —I—amrrm rajaks loetakse ahelat

) k) h (k,
Maro? . Famos) ) =ad (080 )+ .. amd (00

Arvutame néitena ahela A(1 2 3 4)=(2 3 4)—(1 3 4)y4(1 2 4)—
— (1 2 3) raja. Et

4(234)= (34)—(24)+(23),
—A(134)=—(34)+(14)—(13),
A(124)= (24)—(14)+(12),
—A(123)=—(23)+(13)—(12),

siis AA(1234)=0. See ei ole nii juhuslikult. Saab toestada, et
sellise ahela raja, mis ise on mingi ahela rajaks, vordub alati
nulliga.

Tsiikliks nimetatakse ahelat, mille raja vordub nulliga. Lihtne
on niha, et koik k-mootmelised tsiiklid moodustavad koikide k-
moodtmeliste ahelate rithmas alamriihma Z,. Eelnevast on selge,
et koik need k-mootmelised ahelad, mis on mingi (%k-+1)-moot-
melise ahela rajaks, on tsiiklid. Kergesti moistetav on ka asjaolu,
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ct kéikide viimati mainitud ahelate hulk Bj kujutab endast alam-
rithma rihmas Z,. Faktorriihma H®=Z,/B, nimetatakse meie
poolt vaadeldava simplitsiaalse kompleksi k-modimeliseks homo-
loogiariihmaks.

Néitena arvutame vélja rithma Z; kolmest orienteeritud iihe-
mootmelisest simpleksist (1 2), (1 3) ja (2 3) koosneva kompleksi
korral (joon. 8). Et meie kompleksis ei ole kahemdootmelisi simp-
lekseid, siis ei saa iikski ithemootmeline ahel olla kahem&otmelise
ahela rajaks, mistottu By=0. Jirelikult H®=Z,. Suvaline iihe-
mootmeline ahel ndeb véilja nii:

a(l 2)+b(1 3)+c(2 3),

kus @, b ja ¢ on tdisarvud. Et tegemist oleks tsiikliga, peab vaa-
deldava ahela raja vorduma nulliga, s.t. kehtima vordus

A(a(12)4b(13)4c(23)) =0.

Et aga
A(a(12)+b(13)+c(23)) =
=aA (12)+b4 (13) 4cA (23) =
=a(2)—a(l)+b(3)—b(1)+c(3)—c(2) =
=—/(a+b) (1)+(a—c¢) (2)+(b+¢) (3),
siis
—(a+b) (1) +(a—c) (2) + (b+c) (3) =0,
millest

a+b=0, a—c=0, b-+c=0.
Jarelikult a=c ning b= —a, mistottu tsiikli iildkujuks saame
a(12)—a(13)+a(23) =a[ (12) —(13) +(23) 1.

Niitid on lihtne ndha, et vastavus a[ (12)—(13)+4(23) ]—a kuju-
tab endast isomorfismi rithma Z, ja koikide tdisarvude rithma Z
vahel. Seega meie nédite korral HO=Z.

Olgu niiiid tegemist kujunditega, mis on homdéomorfsed mingi
simplitsiaalse kompleksiga. Selliste kujundite k-mootmelised
homoloogiarithmad on siis topoloogilisteks invariantideks. See
tdhendab, et kui meil on tegemist kahe homdomorise kujundiga,
mida on voimalik jaotada simpleksite ithendiks, siis nende vas-
tavamootmelised homoloogiarithmad peavad olema isomorfsed.

Selliselt simplitsiaalsete komplekside abil on vaadeldavad vdga
paljud kujundid. Eespool 6eldut silmas pidades on nende kujun-
dite mittehoméomorfsuse kindlakstegemiseks koigepealt mottekas
vorrelda vastavaid homoloogiariihmi. Nditeks vaatleme ringjoont
ja arvu 8 meenutavat kujundit tasandil (joon. 10).

11
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Joonis 10.

Et ringjoon on homdomorine kolmnurga piirjoonega, siis iihe-
mootmeline homoloogiariihm ringjoone jaoks on isomorfne tiis-
arvude rilhmaga Z, s.t. iihe moodustajaga vaba Abeli rithmaga.
Veidi keerulisem arvutus naitab, et ithemootmeline homoloogia-
rithm «kaheksa» jaoks on isomorfne kahe moodustajaga vaba
Abeli riihmaga. Jareldus: ringjoon ja «kaheksa» on mittehomoo-
morfsed. Tosi kiill, see mittehomdomorisus oli meil ennegi teada.
Paljudel juhtudel, eriti suuremate dimensioonide korral, mil geo-
meetriline intuitsioon meile enam eriti suureks toeks ei ole, on
homoloogiarithmade vordlemisest suurt kasu.

Lopetuseks. Algebraline topoloogia on see topoloogia osa, milles
kujundeid saab kéisitleda simplitsiaalsele kompleksidena, kuid
just selliste kujunditega on tegemist enamiku rakenduste juures.

ULESANNE TOPOLOOGIAST

Tutvunud eelmise artikli abil topoloogia pohimdistetega, voite asuda oma
teadmisi rakendama «praktiliste» {ilesannete lahendamisel. Selleks votke teatav
arv tuletikke ning koostage ncist geomcelrilisi kujundeid nii, et tuletikud
puutuksid iiksteist vaid otstega. Tehke kindlaks, millised kujundid on topo-
loogiliselt vordsed (homoomorised) ja millised crinevad. Kerge on veenduda,
et koik iihest ja kahest tikust moodustatud kujundid on topoloogiliselt vordsed
ning et kolmest tikust saab mooudustada 3 ja neljast tikust 5 topoloogiliselt
erinevat kujundit. Alloleval joonisel on esitatud koik 10 topoloogiliselt erinevat
kujundit, mida saab moodustada viiest tikust. Votke niiiid 6 tikku ja leidke
koik 19 topoloogiliselt erinevat kujundit, mida neist saab moodustada tasandil!
Veenduge, et ruumis lisandub neile ainult iiks eelmistest topoloogiliselt erinev
kujund!

DN\ AN D>
N\ N/ />k
N\ N\ |
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KOLME KUUBI SUMMA

J. Gabovits, H. Kilov

Arvuteoorias on hasti tuntud ebameeldiv olukord, kus néiliselt
lihtsa probleemi piistitamisest kuni selle tiieliku lahendamiseni
moodub aastakiimneid ja isegi sajandeid.

Naéiteks aastal 1770 véitis inglise matemaatik Waring, et iga
naturaalarv on esitatav iilimalt {iheksa positiivse tdiskuubi sum-
mana. Selle nii lihtsa sonastusega teoreemi toestamiseks kulus
142 aastat, kusjuures toestus osutus keeruliseks ja sugugi mitte
elementaarseks (liinklik toestus Wieferichi poolt 1909; liinga
korvaldamine Kempneri poolt 1912).

Analoogilise probleemi ratsionaalarvude kohta piistitas aastal
1829 itaallane Libri. Ta tdestas, et iga positiivne ratsionaalarv
(edaspidi lithendatult p.r.) on esitatay {iilimalt nelja p.r. kuubi
summana ja tostis iiles kilsimuse, kas ei piisa kolmest liidetavast
(et eksisteerib p.r., mis pole esitatavad kahe p.r. kuubi summana,
seda oli juba varem téestanud Leonhard Euler).

«Kolme kuubi probleemi» lahendas peaaegu sada aastat peale
probleemi piistitamist inglane Richmond (1922), kes toestas, et
iga p.r. on esitatav (isegi 16pmata mitmel viisil) kolme p.r. kuubi
summana. Teiste sonadega, Richmond néitas, et diofantilisel vor-
randil

a=u’~4v’+4w? (1)

on l0pmata palju positiivseid ratsionaalarvulisi lahendeid u, v, w
iga etteantud p.r. a puhul. Koige iillatavam sealjuures oli see, et
«reeglivastaselt» osutus ka teoreemi tGestus elementaarseks ja
lihtsaks. Alljargnevad read ongi pithendatud Richmondi teoreemi
toestamisele.

Lihtume samasusest

(A— By (B — 1)3-+1=3B%(A — 1) +[A? — 3B (A2 —1)]
ning mairame B nii, et avaldis nurksulgudes vorduks nulliga:
A3

B==m—3

13



Asendades selle B viirtuse ldhtesamasusse, saame

A+1 ( 242 —3 )3+(A3—3A‘?~+3 )3 (A}—l—l )3.

34—3 \'342_34 34% — 342 A2
Kui niiiid votta kasutusele tdhistus

A1

A—1

siis jouame samasuseni
s
3= D3+ E34F3,

kus

g2 ___ 3 _Qg¢2 _
D___lOs s 1 53 — 952415541 F_QS(S 1)

6(s+1) o 6(s+1)2 ’ T (s41)2

On lihtne veenduda, et kui 1<<s<<2, siis on D, E, F positiivsed.
F puhul see on ilmne, D ja E puhul saab silmanahtavaks, kui vas-
tavad lugejad kirjutada kujul

24— (5—s)2 ja  24(s—1)5+6s(2—s).

Seega on esialgu toestatud, et iga ratsionaalarv vahemikust
(1/3, 2/3) on vadhemalt iihel viisil esitatav kolme p.r. kuubi sum-
mana.

Et selliselt esitada néiteks arv 1/2, valime s=1,5. Siis on

=) + (%) +(%) ‘
2 60 + 300 + 257 ° (2)
Olgu niiiid @ suvaline p.r. (pole oluline, kas ta kuulub vahe-
mikku (1/3, 2/3) voi mitte). Alati on voimalik leida niisugune p.r.
b (ja isegi lopmata mitmel viisil), et korrutis ab?® satuks vahe-
mikku (1/3, 2/3). Selleks piisab, kui valida b nii, et oleks rahulda-
tud tingimus

5
J<o<] -2
3a 3a -’

Valides s=3ab? saame ab’=D3-|E3+ 3 ja siit jareldub arvu
a jaoks esitus (1), kus u=D/b, v=E/b, w=F/b. Seega ongi Rich-
mondi teoreem loplikult toestatud.

Mirgime, et tdestus osutub konstruktiivseks, s.t. véimaldab
viite kohaselt leida vorrandi (1) lopmata palju lahendeid.

Péordume tagasi arvu a=1/2 juurde. Selleks, et saada esitu-
sest (2) erinevaid lahendeid, vétame suvalise bs=1 nii, et oleks
0,874 <<b<1,1005. Naiteks, kui valida b jaoks véartused 7/8, 8/9,
9/10, 11/10 ja siis votta s=1,5b3, saame arvu 1/2 neli uut esitust
kolme p.r. kuubi summana. Vastavad arvutused jidtame lugeja
hooleks.

3
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}1 Kui a on naturaalarv, siis Richmondi teoreemist jareldub, et
iofantilisel vorrandil
By 2B=at? (3)

on lopmata palju naturaalarvulisi lahendeid (vGrreldes vorran-
diga (1) ndeme, et u=x/t, v=y/t, w==2/t). Pakuvad huvi vaid
need arvud a, mis ei jagu iihegi algarvu kuubiga ja seega omavad
kuju a=PQ? kus P ja Q, olles {ihisjagajata arvud, on erinevate
algarvude korrutised. Niisuguseid arve nimetatakse antikuupideks.
Kui a=PQ? jaoks vorrandi (3) lahend on leitud, siis vastava
mitteantikuubi PQ?R? jaoks lahendi leidmine on lihtne. TGepoolest,

kui
B¥4y+28 =P,
(Rx)*+(Ry)*+ (R2)= (PQ2R?) .

Ulesandeks, mis ootab veel lahendamist, on leida algoritm
vorrandi (3) vdhima lahendi leidmiseks naturaalarvudes.

Viiksemate a véddrtuste puhul vidhima lahendi leidmine voib
muidugi teostuda katsetamise teel. Tabelis 1 on toodud vorrandi
(3) véhimad lahendid koikide antikuupide a<<50 jaoks. Tabel on
koostatud mitme arvutaja t66 tulemusena. Huvitav on markida, et
isegi selle véikese tabeli koostamiseks ei piisanud «kdsitsi» t80-
tamisest. Lahtrite a=12, 26, 30, 39 ja 49 tditmiseks pidi kasutama
elektronarvutit!

siis on

Tabel |
a x ! Y ’ z ‘ t a X Yy z 3
2 1 42 71 60 L6 52 78 119 44
3 1 1 1 1 28 3 9 14 5
4 12 17 19 15 P9 1 1 3 1
5 2 7 9 6 30 8 65 77 29
6 4 7 7 5 381 9 29 43 15
7 13 21 23 15 33 17 37 63 21
9 14 27 34 19 B4 4 5 9 3
10 1 1 2 1 35 1 7 26 8
11 2 15 25 12 36 1 2 3 1
12 22 75 77 42 37 20 35 37 14
13 14 39 49 24 38 7 18 19 7
14 2 3 7 3 39 31 52 76 25
15 4 5 6 3 41 8 27 37 12
17 1 2 2 1 42 7 9 20 6
18 3 5 10 4 43 2 2 3 1
19 5 14 19 8 44 1 2 7 2
20 2 3 5 2 45 14 18 19 7
21 2 6 7 3 46 3 5 6 2
22 4 39 41 18 47 1 19 21 7
23 3 13 14 6 49 21 34 74 21
25 52 52 69 29 50 3 5 22 6
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Ulesanne esitada arv iks kolme p.r. kuubi summana taandub
itllesandele lahendada naturaalarvudes diofantiline vorrand

P ptR=0 “4)

Viimane koidab matemaatikute tdhelepanu antiikajast (Dio-
phantos) kuni tdnapievani.

Vieta leidis (1591) kaks vorrandi (4) lahendite seeriat
(m,n — naturaalarvud)

x=n(m®—n?) x=m(mé— 2n3)
y=m(m*—n?) y=n(2m? —n3)
z=n(2m3+4n?) 2=n(m3+4n?)

t =m(m3+42n3) t =m(m3+4n?)
(m=>n) (m=>n¥2)

Euler niitas, et Vieta valemitest saab vaid osa lahendeid ja andis
(1756) meetodi vorrandi (4) téielikuks lahendamiseks. Euleri
meetodi lihtsustamisega tegelesid Binet (1841) ning Dickson!
(1930).

Ent ka seoses vorrandiga (4) jddb iiks probleem veel lahen-
damata ja nimelt selle vorrandi lahendite tabuleerimine kasvavas
jarjekorras. Siin kordub vorrandi (3) puhul kirjeldatud olukord.
Viikeste lahendite tabuleerimine voib toimuda «kidsitsi» arvuta-
mise teel, kuid edaspidi tuleb jallegi kasutada elektrontehnika abi.
Tabelis 2 on kasvavas jérjekorras toodud vorrandi (4) koik lahen-
did tingimusega £<<100.

Tabel 2

4 5 6 121 19 53 54 26 5% 78
6 8 9 15 42 49 68 38 48 79 87
10 18 19 |22 | 5l b4 67 20 54 79 87
14 17 20 || 36 | 38 61 69 | Bl 43 84 88
2 71 54 57 70 25 31 86 88

19 21 28 141 23 70 71 17 40 86 89
15 27 29 34| 39 65 72 58 59 69 90
32 33 41 38 1 43 66 75 25 38 87 90
17 40 41 31 33 72 76 32 54 85 93

——
N — o JW—w
=
]

[N
N
Sl
[}

16 | b3 41 44 125 | 48 74 81 | 19 | 53 90 96
27 | 30 37 46 | 19| 60 69 82 i 45! 69 79 97
3| 36 37 46 | 28 | 53 75 84 !
129 | 34 44 53

50 61 | 64 | 85 [ 1

' Vt. J. Gabovits Uhest iildisest meetodist diofantiliste vorrandite
lahendamiseks. — Loodus ja matemaatika, I, Tartu, 1959, lk. 127.
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GALOIS’ TEOORIAST

U. Kaljulaid

Matemaatika, olles seotud reaalsete
ndhtuste kirjeldamisega, ei tugine ko-
gemusele primitifvsel viisil ega koosne
kaugeltki ainult ilmsetest faklidest,
vaid on julge teoreetiline iildistus. Teo-
reemide {(bestamisel tuleb tihti minna
kaugele viljapoole nende ofsest sisu.
On voimatu tegutseda teadlaste eesku-
jul, keda Gulliver kiilastas Balnibarbi
saarel!

H. Weyl

Galois’ teooriale valmistasid teed Lagrange’i, Gaussi ja Abeli
tood. Teooria pohiprintsiipide dratundmine ja rakendamine on
Galois’ teene. Igale algebralisele vorrandile seab Galois vasta-
vusse teatava rithma, ning leidnud rea siigavaid seoseid nende
kahe objekti omaduste vahel, annab ta ammendava vastuse ras-
kele, matemaatikuid mitu sajandit kéitnud kiisimusele algebraliste
vorrandite lahenduvusest radikaalides.! Galois’ vaatekoht vorrandi
uurimisele sellele vastava rithma omaduste tundmadppimise kaudu
on poordelise tdhtsusega. Tema tdodest sai alguse tendents, kus
algebra-alaste uuringute raskuspunkt hakkas kalduma struktuur-
sete teooriate suunas. Selle tendentsi selgepiiriline véljakujune-
nmine toimus kdesoleva sajandi kahekiimnendail aastail ning eri-
lisi teeneid selles on D. Hilbertil ja E. Noetheril. Kdesolevaks
ajaks on taoline vaatekoht saanud laialt tuntuks N. Bourbaki
tecose «Matemaatika elemendid» vahendusel.

Kéesolev artikkel koosneb kahest osast. Esimeses neist tutvub
lugeja monede moistete, seoste ja tulemustega Galois’ teoorias.
Siin antakse ka Abel-Ruffini teoreemi toestus ning kasitletakse
iiht liini Galois’ teooria arengus — Galois’ podrdiilesannet.
Vaadeldav iildsuse aste pole kahtlemata piir: A. Grothendieck
csitas Bourbaki seminaris 1959. aastal oma tulemused nn. skee-
mide Galois’ teooria kohta, millest jargnevas kasitletu on véaga
kitsaks erijuhuks, ning millega Galois’ teooriale avanes lai tee
geomeetrias. Muidugi, piiriks pole ka see, sest Galois’ vastavuse

! Vit ka autori artiklit «Algebraliste vorrandite lahendamise ajaloost». —
Matemaatika ja kaasaeg, XVI, 1969, lk. 122—140.
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idee kasutamine matemaatikas on niiiid nii sagedane, et see on
muutunud peaaegu et filosooliliseks printsiibiks.2 Artikli teises
osas, mis kannab pealkirja «Duaalsusprintsiibist matemaatikas»,
vaadeldakse, mil viisil Galois’ ideede selline areng on toimunud,
ning kasitietakse moningaid iildisi kiisimusi seoses Galois’ ideede
rakendustega uutes valdkondades.

Alljirgnevaid ridu voib vaadata kui loppakordi artiklite see-
riale 3, milles piiiidsin lugejat ette valmistada kdesoleva materjali
moistmiseks. Eeldatakse, et lugejal on vajalikud «Matemaatika ja
kaasaja» numbrid kiepérast ja et ta voib vajaduse korral nende
poole pdorduda. Spetsiaalseid viiteid ei anta, kuid iga kord, kui
lugeja kohtab mond véhetuttavat terminit voi fakti, voib ta poor-
duda abi saamiseks nimetatud kirjutiste poole. Méirgime veel, et
artikli teine osa on loetav esimesest soltumatult, mistottu lugeja,
keda huvitab vaid Galois’ teooriast tulenevate ideede {ildine areng,
voib kohe asuda artikli teise osa lugemisele.

Galois’ vastavusest

1. Vaatleme vorrandit x*+4x3-fx24+x+1=0. Selle lahendeiks
on 5. astme {ihejuured: awi=e, ar=e2 az=—¢e3, as—e% kus e=

—cos %ﬂ——[—isin%ﬂ—. Need lahendid rahuldavad seoseid

2 3
aran=1, was=1, wmaz=1, wa=1. (1)
Loomulikult rahuldavad lahendid «; ka Vieta valemitega antud
seoseid. Viimased jddvad kehtivaiks ka péirast neis esinevaile
lahendeile suvalise 4. jarku substitutsiooni rakendamist. Seoste (1)

. . . a1 a2 a3 0k

korral me seda viita ei saa. Niiteks, substitutsioon ( )
az a1y a3 Ui

viib seose aiai=1 seoseks asas=1, mis tegelikult ei kehti. Kui

1abi proovida koik 24 substitutsiooni juurtel ai; a2, as, ai siis

nédeme, et seoseid (1) ei riku vaid jargmised neli:
(al az a3 064) (ai Q2 Qs aa) (ai Qs Q3 064) (061 az as ‘(14)

a1 a» a3 Ay ’ s Ay A1 A3 ’ a; as a2 a4 ' az a1 Gy a2 ’
Vahetu kontrollimine naitab, et need neli substitutsiooni moodus-

tavad alamrithma tédielikus substitutsioonirithmas €.
Vaatleme iildjuhtu. Olgu antud n-astme algebraline vorrand

Qo+aixt .. x4 xn=0. (2)

2 Artiklis «Automaatide teooriast» vdib lugeja tutvuda Galois’ pohiidee
realisecrimisega analiiiitilises kilberneetikas, vt. kdesolev kogumik, 1k. 32—47.

3 Vit autori artikleid «Matemaatika ja kaasaeg» vihikutes XVI, 1k. 122—140;
XVII, 1k. 7—22 ja XIX, lk. 39—47.
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V'orrandi vasaku poole tdhistame f(x) ja loeme, et selle kordajad
runluvad mingisse fikseeritud korpusesse P. Kasutades poliinoomi
j(x) tuletist, voib f(x) lahutada selliste tegurite korrutiseks, millel
on vaid iihekordsed lahendid. Seda saab teha nii, et nende polii-
nomiaalsete tegurite kordajad kuuluksid samuti korpusse P. Seega
cdaspidi voime eeldada, et f(x) =0 lahendid a1, a2, ..., an on kdik
ithekordsed.
Olgu
Yi(ar, ..., an)=0, il (3)

koikvoimalike poliinomiaalsete seoste siisteern vorrandi f(x)=

-=0 lahendite vahel (Vieta valemitega antud seosed on alati ole-
mas; tldiselt voib see seoste siisteem ka lopmatuks osutuda).

Valime téielikus siimmeetrilises rithmas &, vilja koik sellised
substitutsioonid ¢ — nende hulka tdhistame G(f) —, mis kas ei
muuda siisteemi (3) iihtki seost voi viivad (3) iga seose jallegi
sclle stlisteemi seoseks, s. 0. kehtib véide

vielijel, V¥i(wm, ..., an)=V¥i(a, ..., an).

Iulk G(f)<=©, moodustab alamrithma. Toepoolest, kui o, &
= G(f), siis on kerge mbista, et ¢-7 = G(f) ning hulk G(f) sisal-
dab samuti ka thiksubstitutsiooni. Et iga n-jarku substitutsiooni
o korral leidub m>0, et o™m=¢, siis o-1=0¢™"1, millest on selge,
ot o7te G(f).

Definitsioon 1. Substitutsioonirithma G (f), mille elemendid ei
riku iithtki vorrandi f(x) =0 lahendite vahel kehtivat poliinomiaal-
sct seost, nimetatakse selle vorrandi Galois’ riihmaks.

Niidetega tutvume jargmises punktis.

2. Anname niiid vorrandi Galois’ rithma moistele veel iihe
definitsiooni, milles vorrandit asendab teatav korpus — vorrandi
lahutuskorpus. See tagab teooria suurema selguse ja iildsuse ning
ihtlasi annab ka voimaluse selle laiemaks rakendamiseks.

Olgu 4 mingi korpus. Vaatleme korpuse A selliseid iiksiiheseid
kujutumisi iseendale o:4—>A4, mis sédilitavad korpuses antud
summa ja korrutise, s.t. koigi a,b = A korral kehtivad seosed

(a+b)o=a°+4b° ja (a-b)°=ac’-bo.

Taolisi kujutusi o:4--A nimetatakse korpuse A automorfismii-
deks. Automorfismide o¢:4-—>A iiksithesusest jiareldub, et iga
b= A jaoks leidub selline ae= A, et a®=b; seejuures element
t«=A on iiheselt médidratud, kuna as£b=-a%5b° Qeldu lubab

veenduda selles, et kujutus, mis antakse valemiga bf"—i:a, on
automorfism. Kui automorfismide korrutamiseks lugeda nende kui
kujutuste jarjestrakendamist, siis korpuse A koigi automorfismide
hulls selle algebralise operatsiooni (korrutamise) suhtes on riihm,
mida tdhistame G(A4). Seejuures rithma G(A) iihikelemendiks on
sclline automorfism ¢, mille tarvis 4 kéik elemendid on piisipunk-
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tideks. Rithma G (4) nimetatakse korpuse A kéigi automorfismide
rithmaks ja vahel tahistatakse ka Aut(A).

Olgu niiiid korpuseks A vorrandi (2) lahutuskorpus, s.t. kor-
puse P vahim laiend, mis sisaldab vorrandi f(x)=0 koik lahen-
did ay, ..., an. Seega A=P (a4, ..., an). Vaatleme rithma G(4)
selliseid automoriisme ¢, mis jatavad korpuse P elemendid pai-
gale, s.{. kuuluvusest a = P jareldub a=a. Need automorfismid
¢ moodustavad rithmas G(A) alamrithma, mida nimetatakse laiendi
A/P Galois’ riithmaks ja tdhistatakse G (4, P).

Maiarkus. Toodud definitsioon néiitab tee kaugeleulatuvaks
ildistuseks. Toepoolest, me v6ime mitte ainult vorrandi lahutus-
korpuse korral, vaid ka suvalise laiendi L/K korral kénelda vii-
mase Qalois’ riithmast G (L, K), kus

G(L,K)={o= Aut(L)|a°=a koigi a= K korral}.

Teiste sonadega, rithma G(L, K) elementideks on korpuse L koik
sellised automorfismid, mille suhtes alamkorpuse K Lkoik elemen-
did on piisipunktideks.

Lemma 1. Olgu f(x)=0 algebraline vdrrand, mille kordajad
kuuluvad korpusesse P, ning mille lahutuskorpuseks olgu A.
Laiendi AJP Galois’ rithm iihtib vorrandi f(x) =0 Galois’ rithmaga.

Toestus. Automorfismidel 6 = G (4, P) on tidhelepanuvdirne
omadus — nad teisendavad vorrandi f(x)=0 iga lahendi jéallegi
sellesama vorrandi lahendiks. Téepoolest, vordusest

O0=ao+aa+ ... +aya™ Ha
jareldub
0=0= (aotaia+ ... Fa,1a" 'Fa*)°=

=a%+ula’+ ... +a? (a" ')+ (a")°=
=apta1a’+ ... +an(a®) 14 (a%) "

Seega kehtib seos f(a°)==0, mis tdhendab, et koos elemendiga «
on vorrandi f(x) =0 lahendiks ka a°.

Sellele tdhelepanekule tuginedes on lemmat kerge toestada.
Toepoolest, temast jareldub, et vorrandi f(x)=0 iga lahendi a:
ja suvalise ¢ = G (4, P) korral leidub selline indeks s;, 1<{s;<Cn,

et af:asi. Automorfismi ¢ iiksithesuse ja lahendite ai, ..., ax
ithekordsuse t6ttu on erinevate i ja j korral ka indeksid s; ja s;

erinevad. See tahendab, et @ (o) = (l 2...n
S1 S2 ... S

) on n-jarku sub-
stitutsioon. Kuna @(o-7) =®(0) -® (1), siis @ on rithma G (4, P)
esitus (homomorfism) riihmas S,. Esituse @ tuum Ker @ koosneb
sellistest automorfismidest ¢, mis jatavad paika koik lahendid, ja
seega ka kogu lahutuskorpuse A. Ainsaks taoliseks automorfismiks
on aga e. Et homomorfismi @ tuum Ker @ koosneb vaid samasus-
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automorfismist, siis rilhma G(4,P) kujutist @(G(4,P)) vdime
vaadelda rithma &, alamrithmana. Et 10petada toestust, peaksime:
nditama vorduse @ (G (4, P))=GCG(f) kehtivust. See on lihtne har-
jutus ning jatame selle kontrolli lugejale. Lemma on toestatud.

Vaatleme niiiid kaht néidet vorrandi Galois’ rithma arvuta-
misest.

Niide 1. Olgu Q ratsionaalarvude korpus. Leiame Galois’
riithma G (4, Q) =G vorrandi f(x) =x*—2=0 lahutuskorpuse A/Q

4

{arvis. Selle vorrandi lahendeiks on ei=a=Y}2, ae=lia, as——a,
a,=—1ia. Ratsionaalavaldis aias+a2as=0 & Q ning peab seetottu
jddma muutumatuks G(f) elementide toimes. Seega rithm G kas.
langeb kokku substitutsiooniriihmaga

H={1, (13), (24), (13) (24), (12) (34); (14) (23), (1234), (1432)}

voi on selle alamrithm. Siin oleme kasutanud substitutsioonide esi-
tamist tsiiklitena voi nende korrutisena. Seega rithma G jéark |G
on arvu 8 jagajaks (Lagrange’i teoreem). Mirgime, et f(x) lahu-
tuskorpuseks on 4=Q (e, ). Tahistame stimboliga [L: K] vektor-
ruumi L/K dimensiooni. Kerge on veenduda, et [Q(a)NQ(i): Q1<
<2, millest { & Q(a) tottu jdreldub vérdus [Q(a)NQ({): Ql=1.
See aga tdhendab, et Q(a)N Q (i) =Q. Et f(x) on taandumatu iile
Q (Eisensteini kriteeriumi pohjal), siis [Q(a): Q]=4. Mini-
maalne aste algebralisele vorrandile, mille kordajad on korpusest
Q(a) ning mida arv { rahuldab, on 2. Seetottu kehtib vérdus.
[Q(a,i): Q(a)]=2. Vordused [4:Q(a)]=2 ja [Q(a):Q]=4
niitavad, et [4:Q]=8. Galois’ vastavuse pohjal (vt. punkti 4)
jareldub sellest vordus |G|=[A: Q]=8. Seega otsitav rithm G
langeb kokku substitutsiooniriihmaga H.

Niide 2. Leida Galois’ rithm G(A, Q(i))=G vorrandi f(x)=
=x*— 2=0 lahutuskorpuse 4/Q (i) tarvis. Siin kehtivad vordused
a_t_B_®_ieQ),

a, as az a1

mistottu need neli ratsionaalavaldist g’i peavad olema rithma G
l

invariantideks. Sellest jdreldub, et
G={1, (1234), (13) (24), (1432)}.
3. Leiame niiiid n-astme algebralise iildvorrandi
a4 Fapaxtan=

Galois’ rithma. Vaatleme selleks laiendit A/R, kus R tidhistab rat-
sionaalfunktsioonide korpust P(ai, ..., an) ja A on iildvorrandi
lahutuskorpus. Eelmises punktis toestatud lemma 1 t6ttu on piis-
titatud iilesanne samaviirne laiendi A/R Galois’ riihma leidmi-
sega.

o1
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Lemma 2. Laiendi A/R Galois’ riithm G(A,R) on isomorfne
tdieliku siimmeetrilise riithmaga S,.
Toestus. Kuna véorrandi lahendid ai, ..., an on koik iihe-

kordsed, siis iga automorfism o & G (4, R) méédrab valemite an =
ay ay ... QOnp )

=ai, k=1, 2, ..., n kaudu substitutsiooni S(,:(
i, @iy ... @i,

Voib lugeda, et So= (l 2 e
L le ... In

sime selles, et kujutus u:G(4,R)—E,, mis antakse valemiga
u(0) =S, on monomorfism. Kdesoleva lemma toestamiseks jére-
likult piisab, kui naitame, et u:G(4,R)—S, on ka epimorfism.
Viimase viite pohjendamiseks seame igale substitutsioonile S=

). Lemma | tOoestamisel veendu-

12...n . .

= ( . . ) vastavusse lahutuskorpuse A teisenduse ¢, mille
H lz .. ln,

defineerime valemiga

( flas, ..., an) )C': flai, - -, Qi)

gla, ..., an) gl(ai, -, %) '
Et toestada u epimorfsust, peame veenduma, et vorduse (4) poolt
defineeritud iga teisenduse o korral kehtib seos o= G(4,R).

Veendume koigepealt teisenduse o iiksiihesuses. Teisenduse ¢ iihe-
sus jareldub valemist (4) otsekohe, kui arvestada, et korpuse 4

(4)

iga elemendi saab kujul r kirja panna iihesel viisil. Teisendus o

on ka iiksiihene, sest substitutsiooni S poolt valemiga (4) antud
teisenduse o1:4 —>A korral on ¢-o! iihikteisendus.
Néitame, et vaadeldavad teisendused o on korpuse A4 automor-

fismideks. Toepoolest, kasutades tahistust [(ai, ..., @) =
=fS(a, ..., an) =[5, ndeme, et kehtivad vordused
( LIS L) ) _ ( [182+ 281 ) _ _(hgtPg)® e tiret
81 & g18> (g1g2)5 gs-gs

~BVE (B A(E)

g5 g g1 82
(o Loy () ) e
g1 & 8182 (g1g2)5  gi-g5

(LY (L

g5 gy ‘& g/
“Toodud vordused ja teisenduse ¢ fiiksithesus nditavad, et kehtib
seos g & Aut(A). Jddb veenduda selles, et iga a = R korral kehtib
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a"=a. Teiste sonadega, meil jddb toestada alamkorpuse Rc— A
invariantsus valemiga (4) antud automorfismide suhtes. Veelgi
f(ai, ey an) .
g((l1, . an)

=A(a, ..., an) =R ja iga substitutsiooni S =&, korral néi-
tama, et kehtib seos AS(ay, ..., an)=A (a1, ..., an). Seega tuleb
loestada ratsionaaliunktsiooni 4 (a1, ..., an) siimmeetrilisus. Néi-
lame, et see on toepoolest nii. Kuulugu korpuse A element a=
f(=a1, ey tan)

g(aiL ey 'an)
flay, ..., an)

g((l1, ey an)
imid, mille kordajad kuuluvad pohikorpusesse P. Vieta vale-
meid a;=(—1)%i(as, ..., an) kasutades leiame, et funktsioon
A(as, ..., an) on siimmeetriline. Sellega on néidatud, et o=
= G(A,R). Lemma on toestatud.

cnam tdpsustades peamé iga elemendi a=

=A(a, ..., an)= alamkorpusesse R. Siis voib

selle esitada kujul a= , kus f ja g on poliinoo-

4. Olgu K korpus ja G selle korpuse automorfismide loplik
rithm. Seega G < Aut(K). Vaatleme koiki neid elemente korpuses
K, mis on «konservatiivsed» riihma G toime suhtes, s.t. vaatleme
jdrgmist alamhulka korpuses K:

Ké={a = K sellised, et kdigi ¢ = G korral kehtib a°=a}.

Kontroll néditab, et K¢ on korpus.

Galois’ teooria pohiteoreemi voOib niiiid sonastada jargmisel
viisil.

Korpuses K sisalduvate ja alamkorpust K¢ sisaldavate laien-
dite L (iihelt poolt) ning riihma G alamriihmade H vahel (teiselt
poolt) on véimalik korraldada selline iiksiihene vastavus v : L«
<~ Hyi), et seosest L;=L; jareldub Hyy = Hyyy ja vastupidi. See-
juures laiendi K/L; jark [K:L;] on vordne alamriithma H. ele-
mentide arvuga. Kénesolnud vastavuseks on v: H <> KH, kus

K¥={a = K sellised, et kdigi 0 = H korral kehtib a°=a}.
Illustratsiooniks oOeldule on jargmine skeem:

e H <G

ST

K DL=KH o> KG

Vastavuse ¢ detailsem tundmine lubab saada laiendi K/K¢ ehituse
kohta iipris siigavat informatsiooni rithma G «struktuuri» tundma-
oppimise teel. Samal ajal on laiendi K/K¢ ehituse uurimine «otses-
te» vahenditega tihti vahe iilevaatlik.
Toome jirgnevalt konesolnud vastavuse kaks rakendust.
Esiteks vaatleme kordsete lahenditega algebralist vorrandit
[(x)=0 kordajatega mingist korpusest P, ning selle vorrandi
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lahutuskorpuseks olgu A. Lemma 1 pohjal on vorrandi f(x)=0
QGalois’ rithm G (f) isomorfne laiendi A/P automorfismide riihmaga
G(A,P). Vottes K=A4 ja G=G(4,P), saame seose K¢=P.
Naeme, et laiendi A/P (ja seega ka vorrandi f(x) =0) omaduste
uurimiseks voib kasutada iilalkésitletud Galois’ vastavust. Nende
uuringute resultaadiks on Galois’ kriteerium.

Vorrandi f(x) =0 lahenduvuseks radikaalides on tarvilik ja
piisav tema riithma G(f) lahenduvus.

Galois’ kriteeriumi ja lemma 2 otseseks jirelduseks on jirg-
mine fundamentaalne tulemus.

Teoreem (Abel-Ruffini). Algebraline n-astme iildvorrand ei
lahendu radikaalides, kui n>=5.

Toepoolest, lemma 2 kohaselt on n-astme algebralise iildvor-
randi Galois’ rithmaks tdielik siimmeetriline rithm &.. Et aga
riihmad &,, n>=5, on mittelahenduvad, siis teoreemi viide jirel-
dub vahetult Galois’ kriteeriumist.

Teiseks, olgu K algebraliste arvude korpus, s.t. ratsionaalar-
vude korpuse Q 16plik laiend ning olgu [K:Q]=n. Kroneckeri
teoreemi kohaselt leidub selline kompleksarv ¢ = K, et iga k= K
saab iihesel viisil esitada kujul ‘

k=kot-k€+ ... +kR 071, kiesQ.

Seega K=Q(9). Kuna 1, &, &2, ..., " on lineaarselt soltuvad iile
Q (sest dim(K=[K:Q]=n), siis leidub selline ratsionaal-
arvuliste kordajatega n-astme poliinoom p(x), et p(€)=0. Voib
toestada, et ei leidu ithtki madalamaastmelist poliinoomi g¢(x)
samade omadustega. Seetottu, jagades p(x) koiki kordajaid x»
kordajaga (normeerides poliilnoomi p(x)), saame & jaoks nn. mini-
maalpoliinoomi p(x), mis on {iheselt midratud poliinoomiga p(x).
Algebra «pohiteoreemi» kohaselt on n-astme algebralisel vorrandil

n lahendit; olgu p(x) =0 lahendeiks peale &=2 veel &1 ..., &1
Valemitega

pru=hkotki@it .. LR85, i=0.1, ..., n—1,
antud kujutused s;: K— K osutuvad automorfismideks. Hulk
{xo=¢, 1, ..., xn—1} on rithm, mida voimegi vaadelda riihmana G.

Et K¢=Q, siis rithma G ehituse tundmine lubab saada viirtus-
likku informatsiooni algebralisie arvude korpuse K/Q ehituse
kohta.

5. Kaasajal on korpuseteooria tsentraalseks iilesandeks antud
korpuse koigi (algebraliste) laiendite klassifitseerimine ja kirjel-
damine. Siia kuulub ka nn. Galois’ pdérdiilesanne — kiisimus
antud pohikorpuse koigi nende laiendite leidmisest, mis omavad
‘Galois’ rithmaks etteantud rithma. Niiteks loplike korpuste korral
oli juba E. Galois’ aegadest teada. et nende algebralised laiendid
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on tsiiklilised, s.o. omavad Galois’ rithmaks {siiklilist rithma, ja
¢l neil on parajasti iiks antud jarku laiend. Uldjuhul on Galois’
poordiilesanne veel praegugi kaugel tdielikust lahendusest.

Galois’ poordiillesanne oma klassikalisel kujul oli teada juba
N. Abelile: leida koik etteantud Galois’ rithmaga algebralised vor-
randid. Selle kiisimuse saab piistitada mitmes eri vormis.

A. On antud rithm,; leida algebraline vorrand, millele antud
riihm oleks Galois’ riihmaks.

B. Leida meetod koigi vorrandite saamiseks, millel on ette-
antud Galois’ rithm.

C. On antud rithm; leida niisuguste algebraliste vorrandite
kordajate iildkuju, millel Galois’ rithmaks on etteantud rithm.

Tsentraalseks nende kolme kiisimuse secas on C, sest selle
lahendusest tulenevad lahendused iilesandeile A ja B. Kas fiiles-
annet C saab alati lahendada? E. Noether nditas, et vastus on
jaatav, kui on oige jargmine (Liirothi) hiipotees.

Vaatleme ratsionaalfunktsioonide korpust P(xy, ..., x,) muu-
tujaist x4, ..., x, lile pohikorpuse P. Kerge on leida «elementaarne
sceriay alamkorpusi selles korpuses. Votame selleks m(<Cn)
algebraliselt soltumatut® elementi y1, ..., ym korpusest P(xi, ...
..., X¥n) ja vaatleme alamkorpust P(ys, ..., ym) < P(X1, ..., Xn).
Siin P(y1, ..., ym) tdhistab pohikorpuse P vihimat laiendit,
mis sisaldab elemente g, ..., ym. VOib toestada, et korpus
P(y1, ..., ym) on isomorfne korpusega P(xi, ..., X»). Liirothi
kiisimus® on selles, kas nii saadud alamkorpuste seeriaga
{P(x1, ..., Xm), m=<n} on ammendatud ratsionaalfunktsioonide
korpuse P(xy, ..., x,) koik alamkorpused (isomorfismi tapsu-
sega)? Kasutades moisteid ja fakle algebraliste joonte teooriast,
toestas P. Liiroth selle viite juhul, kui n=1. Aastal 1895 andis
E. Netto sellele Liirothi tulemusele juba puhtalgebralise ning
lihtsustatud testuse. G. Castelnuovo tGestas 1894. aastal Liirothi
hiipoteesi juhul n=2, kasutades selleks siigavaid tulemusi algeb-
raliste pindade kohta. 1908. aastal arvas G. Fano, et ta on leidnud
Liirothi hiipoteesile vasturdakiva néite juhul n=3, kuid tema arut-
lustes avastati hiljem olulised liingad ja vead. Jirgnenud aasta-
kiimnete valtel tehti palju katseid Liirothi hiipoteesi iildjuhul
toestada, kuid probleem osutus erakordselt raskeks. Rea originaal-
sete ideede lisamise ja uute tehniliste vahendite kasutamisega
onnestus J. Maninil ja V. Iskovskihhil iisna hiljuti (aastal 1971)
G. Fano t66 pohiideed padsta. See lubas neil toestada, et vastus
Liirothi kiisimusele on iildjuhul. eitav. Kasutades analiiiitilisi mee-
todeid, joudsid selle tulemuseni peaaegu samaaegselt ka Ph. Grif-
fiths ja G. Clemens.

4 5. t..ei leidu iihtki m-muutuja poliinoomi f==0 kordajatega korpusest P,
et yy, ..., ym oleksid vorrandi lahendeiks.
5 P. Liiroth. Beweis eines Satzes iiber rationale Curven. — Mathe-
matische Annalen, 1876, B. 9, S. 163—165.
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Peatume niiiid veel Galois’ poordiilesande ithel erijuhul. Vaat-
leme ratsionaalarvude korpuse Q Abeli laiendeid, s.t. korpuse Q
selliseid laiendeid, mille Galois’ rithmaks on Abeli rithm. Tédpse-
malt, laiend L/Q on Abeli laiend, kui rithm G(L,Q) on Abeli
riithm. Kronecker-Weberi teoreem viidab, et korpuse Q iga

Abeli laiend sisaldub teatavas korpuses kujuga Q(J1), milliseid
nimetatakse ka «ringi jaotamise korpusteks». Selles véites sisal-
dub viartuslik informatsioon korpuse Q Abeli laiendite ehituse
kohta. Juhindudes piiiidest Kronecker-Weberi teoreemi iildis-
tada, on talle antud rida erinevaid téestusi. D. Hilbert piistitas

iilesande uurida Abeli laiendeid korpustele Q(y—d), kus d on
naturaalarv, mis ei sisalda teguritena téisruute, samuti ka
suvaliste algebraliste arvude korpuste Abeli laiendeid (Hilberti
12. probleem). Selles voib ndha piiiiet leida antud algebraliste
arvude korpuse K jaoks selline «elementaarne seeria» Abeli laien-
deid, mis sisaldaksid korpuse K koiki teisi Abeli laiendeid.
H. Hasse lahendas 1923. aastal esimese kiisimuse Hilberti prob-
leemist. Kronecker-Weberi teoreemi {ildistus suvalistele algeb-
raliste arvude korpustele anti 1961. aastal G. Shimura ja T. Ta-
niyama poolt. Ka algebraliste arvude korpuste mitte-Abeli laien-
dite uurimisel on saavutatud edu. Pohitulemus on seni jarg-
mine: iga lahenduva rithma G ja suvalise algebraliste arvude
korpuse K jaoks leidub selline algebraline laiend L/K, mille
Galois’ rithm G (L, K) on isomorine rithmaga G. On leitud meetod
koigi taoliste laiendite saamiseks. Siiski, iildjuhul on olukord
Galois’ pooérdiilesande lahendamisel veel iipris kaugel tadiuslikku-
sest — pole sageli isegi selge, kuidas oigesti kiisimusi piistitada
ja milliseis termineis otsida nende lahendusi.

Duaalsusprintsiibist matemaatikas

1. Matemaatika iiheks pohimdisteks on kujunenud morfismi
(isomorfismi, homomorfismi jms.) moiste. Seda tingis morfismi
moistega ldhedalt seotud sarnasuse ja ekvivalentsi moistete vilja-
kujunemine. Sarnasuse moiste tdpse madratluse andis esimesena
G. W. Leibniz. Kaht objekti nimetas ta sarnasteks, kui neid ei
saa eristada teineteisest, vaadeldes molemat omaette, kuna iga
voimalik omadus, mis on iihel neist objektidest, on ka teisel.
Parimaks niditeks morfismi moiste vdidrtusest matemaatikale on
R. Descartes’i poolt avastatud isomorfism tavalise planimeetria ja
eukleidilise tasandi (kui arvupaaride (x,y) hulga) geomeetria
vahel, mis saavutatakse koordinaatide kasutuselevotuga esimeses.
See isomorfism seab planimeetria igale iilesandele vastavusse
teatava algebralise iilesande. Idee viljakusest koneleb niiteks ker-
gus, millega on niilid voimalik anda vastus klassikuile iiliraskeks
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osutunud kilsimusele nurga jaotamisest kolmeks vordseks osaks
(nn. nurga trisektsioon).$

Morfismi moiste tahtsust matemaatikale hakati oigesti hin-
dama alles 19. sajandil seoses uue etapiga geomeetria arengus.
Matemaatikud olid selleks ajaks juba harjunud iileminekuga iihe
teooria juurest teise juurde terminoloogia muutmise teel. Hakkas
kasvama iildise matemaatilise teooria konkreetsete «mudelite»
hulk. Koige reljeefsemalt avaldus see projektiivse geomeetria
tekkes. Selle aja tava kohaselt esitati siin kiilg kiilje korval kahes
korvuti seisvas veerus «duaalsed» teoreemid. Tuletame meelde, et
«duaalsus» projektiivsel tasandil seisneb tdes, et selle geomeetria
teoreemides moisted «punkt» ja «sirge» on teineteisega asendata-
vad ilma teoreemide toesust rikkumata. Mirgime ka, et just piiiie
toestada LobatSevski ja Riemanni geomeetriate «olemasolu» neile
eukleidiliste mudelite leidmise kaudu kindlustas uutele geomeetria-
siisteemidele eludiguse. Duaalsus ilmneb siin vastavuses {ihelt
poolt «abstraktse» teooria vaidete ja teiselt poolt rohkem «kon-
kreetsete» matemaatiliste objektide omaduste vahel.

Vaadeldud duaalsus projektiivses geomeetrias on iiks nédide
rohkearvulistest duaalsusteoreemidest” matemaatikas, mille koigi
iihiseks printsiibiks on isomorfismi leidmine erinevate (matemaa-
tiliste) kategooriate vahel. Avastatud duaalsus lubab seejére!
iihtede objektide omadusi automaatselt iile kanda nendega duaal-
setele objektidele, mille juures vastavate omaduste leidmine nende
objektide vahetu uurimise kaudu on vahel noudnud terveid sajan-
deid. Parimaks toendiks selle kohta on lugejale juba tuttav Galois”
teooria.

S. Lie maérkas, et iga osatuletistega diferentsiaalvorrandi jaoks
leidub teatav, selle vorrandi muutujail tegutsev teisenduste (pi-
dev) rithm, mis vaadeldavat vorrandit ei muuda. Selle riihma ehi-
tust tundes osutub voimalikuks teha rida jireldusi selle vorrandi
lahendite kohta. Selline vaatekoht oli erilise tdhtsusega diferent-
siaalgeomeetriale. Esimesena moistis seda selgesti F. Klein. Tema
«Erlangeni programmi» (1972. a.) pohiideeks on klassifitseerida
objektide geomeetrilised omadused teisenduste rithmade jargi,
mille suhtes nad on invariantsed. Selle idee realiseerimine oli
edasiseks progressiks morfismi moiste arengus. Kuid taolisel
arengul oli ka negatiivne killg. Nordinult {itleb M. Chasles: «Niiiid
voib igaiiks votta mingi tuntud toe ja rakendades sellele mitme-
suguseid iildisi teisendusprintsiipe, saada uusi tddesid, mis esi-
algsest erinevad ja on iildisemad. Nendega v6ib omakorda toimida

6 Tipsemalt selle kohta vt. artiklist 10. M. Mauwnu O paspemwrnmocts
3af4u Ha TOCTPOEHHe C MOMOLIBID LHUPKYJaS H JHHeHKH. DUIHKIONeAHs 31eMeH-
rapnoil MaremaTnku, T. 4, crp. 205—227.

7 Duaalsus lineaarruumides, duaalsus kinniste ja lahtiste hulkade vahel
lopoloogias, Pontrjagini duaalsus Abeli rithmades, Poincaré duaalsus homoloo-
viate ja kohomoloogiate vahel algebralises topoloogias jt.
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samuti, ja nii voib 16pmatuseni suurendada uute tédede arvu, mis
koik on saadud iihestainsast esimesest. Geniaalsus pole enam
vajalik tingimus teadusetempli ehitamisel!» Vaatamata oma uni-
versaalsusele jdttis Kleini programm vilja geomeetria selle aren-
gusuuna, mis tuleneb B. Riemanni loengust, kuid ka sellel teisel
suunal on siigavaid seoseid rithmadega. Nende seoste valjaaren-
damine sai teoks kédesoleval sajandil ja viis (Riemanni) ruumide
uurimisele holonoomia rithmade abil 8,

2. F. Kleini idee leidis viljaka rakenduse fiiiisikas, mis tugi-
neb siimmeetria kaalutlustele. Siimmeetria viljendab teatud korda,
proportsionaalsust ja kooskola terviku osade vahel, suhtelist piisi-
vust. Vajadusele kasutada siimmeetria moistet fiiiisikas osutas
juba P. CurieY: «Ma arvan, et fiilisikaliste protsesside uurimisel
pakuks arvatavasti huvi tuua sisse siimmeetria kaalutlused, mis
nii suure eduga leiavad kasutamist kristallograafias. Fiilisikud
kasutavad tihti tulemusi, mis jdrelduvad néhtuse siimmeetriast,
kuid tavaliselt ei tdpsusta ndhtuse siimmeetria moistet, kuna viga
tihti paistab see a priori peaaegu ilmselt antuna.»

Ruumi homogeensuse ja isotroopsuse omadusi tunti ammu: nad
véljendavad ruumi siimmeetriat liikumiste rithma suhtes. Viimane
koosneb kolmemootmelise eukleidilise ruumi kaugusi sdilitavaist
teisendustest ning algebraliseks operatsiooniks selles hulgas on
nende teisenduste jarjestrakendamine. Selle pideva rithma dis-
kreetsed alamrilhmad kirjeldavad mitmesuguste kristallide siim-
meetriaid. Teoreetilise fiilisika iiheks iilesandeks ongi olnud
piisava arvu invariantidega (pidevate) teisenduste rithmade leid-
mine, mis lubaksid interpreteerida mootmistest ja katsetest saa-
dud andmete hulki jadvusseaduste termincis. Fiilisikaseaduste
invariantsus Lorentsi rithma teisenduste suhtes kajastub erirela-
tiivsusprintsiibis, mille esimesena formuleeris H. Poincareé 10,

Eriti rikas siimmeetriate poolest on mikromaailm!*. Uute sea-
duspéarasuste avastamisel elementaarosakeste fiiiisikas on S. Lie
poolt loodud matemaatilisel aparatuuril eriline tdhtsus. See sele-
tub osaliselt jargmise asjaoluga. Kui moni fiiiisikaline teooria
annab oma eksperimentide tulemused diferentsiaalvorrandite abii,
siis neis vorrandeis peituv fiiiisikaline sisu voib osutuda palju
laiemaks ja haarata palju suuremat eksperimentide ringi kui see,

8 Vt. U. Lumiste. Ruumi mdiste geomeetrias. — Matemaatika ja kaas-

aeg, XIV, 1968, lk. 3—21I.
® P. Curie. Sur la symmetrie dans les phenoménes physique. —— Journ, de

Phys., 1894, 3(3), p. 393.

10 V{. artikleid «[lpununn orunocureasuocti» ja «I[podeccop T. A. Jlo-
peint Kak uccaenosateab» raamatus IT. 3 pendect. OrnocutenpHocTs, KBanutsl.
Cratucruxka. M., 1972,

I Jirgnevas kisitletud kiisimuste pohjaliku esituse voib leida H. Oiglase
loengutest «Peatiikke teorcetilisest fiifisikast», I ja II. TRU rotaprint, 1965 ja
1967.
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millest need vorrandid tuletati. Seoses elektromagnetilise laine-
“se «avastamisega» Maxwelli vorrandeist, itleb H. Herz tabavalt:
171 saa lahti tundest, et matemaatilistel valemitel on meist soltu-
miatu olemasolu, oma teadvus, et nad on targemad kui meie, tar-
remad isegi kui nende avastajad, sest me saame neilt rohkem,
i neisse esialgselt on pandud.» Heaks niiteks Oeldust on ka
anliaine avastamine. Mirgati, et kui elementaarosakest kirjeldab
Dirac’i vorrand, siis voib ta olla kahes erinevas laengulises olekus.
Il clektroni kditumist kirjeldab Dirac’i vorrand, oli teada. Ennus-
tati positroni olemasolu, mis leidiski hiljem katselise kinnituse.
Siit ennustati ka, et igal osakesel on olemas antiosakene. Elemen-
taarosakeste teoorias eristatakse kaht liiki siimmeetriaid. Uhed
neist on seotud aegruumi teisenduste rithma (s.o. Lorenzi rithma)
alamriihmadega. Teised, nn. sisemised siimmeetriad, pohinevad
spetsiaalsete unitaarsete rithmade vaatlusel ning peegeldavad
osakeste «sisemiste» omaduste siimmeetriat.

Loodus pole aga siiski 1dbinisti vaid siimmeetria! Termodiinaa-
miliste protsesside paordumatus, ruumilise, ajalise ja laengulise
paarsuse seaduste mittekehtivus osakeste norkade vastasmojude
korral — koik see koneleb asiimmeetriast. Rikas neist on ka elus-
loodus. Siin vOib konelda asiimmeetria ja siimmeetria kihtide
vaheldumisest, nende korrustest. Siimmeetria valjendub niiiid
astimmeetriliste elementide organiseerumises ning selles peegel-
dub organismide piiiie arengule.

3. Meid iimbritsevat maailma iseloomustab tema struktuursus,
sclle struktuursuse astmelisus ning struktuuride suhteline iseseis-
vis. See loob voimaluse iiksikute struktuuride védljaeraldamiseks
cesmérgiga neid siigavamalt tundma oppida. Erinevate struktuu-
ride sarnasust matemaatikas peegeldab morfismi moiste —
sarnasus teatud teooria tasemel. Taoline lahenemine tingib aksio-
maatilise meetodi tarvilikkuse. Selle meetodi kasutamisele mate-
maatikas pandi alus M. Paschi, D. Hilberti ja E. Steinitzi t6odes.
Meetodi laialdasem kasutuselevott ei kulgenud sugugi valutult.
Nditeks oli F. Klein algul «aksiomatiseeritud matemaatika» suhtes
meelestatud {ipris skeptiliselt, ndhes selles kallaletungi intuitsioo-
nile ja fantaasiale, s.o. toeliselt produktiivsetele elementidele
loomingus. Selle suuna vaieldamatult véljapaistvaks saavutuseks
on algebra struktuursete teooriate teke kiesoleva sajandi kahe-
kitmnendail aastail (G. Cantori poolt loodud hulgateooria baasil).
I:dasiseks etapiks sellel teel oli matemaatilise struktuuri ja sel-
lega tihedalt seotud morfismi moistete tiielik véljakujunemine
ning nende muutumine kogu matemaatika iimberkorralduse vahen-
diks.12

12 Lihemalt sellest vt. artiklist G. Kangro. N. Bourbaki «Matemaatika
clemendid». - Matemaatika ja kaasaeg, IX, 1965, lk. 2—9.
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On kahtlemata oige, et matemaatika algab arvutustest. Koigil
aegadel on arvutused olnud matemaatika hingeks, sest nende
arengutase on tihedalt seotud matemaatika rakendusvGimalustega
teistes teadustes. Alati on aga «kvantitatiivsete» meetodite areng
ja levik esile kutsunud vajaduse matemaatika «kvalitatiivsete»
meetodite tdiustamiseks ja arendamiseks, sest viimased rikastavad
arvutuskunsti uute vormidega ja etendavad organiseerivat osa
meetrilise (arvulise) matemaatika arengus.®®

4. Matemaatika kahe tendentsi, rakendusliku ja teoreetilise;
koosmoju on olnud pidevaks stiimuliks paljude véljapaistvate
matemaatikute loomingus. Naiteks C. F. Gaussi toéid rakendus-
matemaatikas iseloomustab F. Klein jargmiselt: «Selle 166 stiimu-
lid saab Gauss alati vidljastpoolt matemaatikat. Siis aga, problee-
mide seadel ja nende lahendamisel, avaldub temas eriline loomin-
guline joud ja kogemus, mille ta v0is endas vélja arendada vaid
«puhta» matemaatika kiisimuste lahendamisel. See avaldub ka
printsiibis mitte lugeda tehtuks seda, milles on jddnud veel midagi
teha.»

Veelgi reljeefsemalt avaldub konesolnud tendentside koosmoju
J. L. Lagrange’i loomingus. Lagrange’i matemaatilist stiili ise-
loomustab erakordne sihipdrasus, piifie lahendada 16puni seda voi
teist kindlat {ilesannet. Tema kbdige kuulsamaks to66ks on aga
«Analiiiitiline mehaanika», mis ilmus 1788. aastal. Siin on {iht-
sest lahtepunktist kédsitletud selleks ajaks leitud mitmesuguseid
printsiipe mehaanika iilesannete lahendamiseks, on niidatud
nende printsiipide seoseid, soltuvust iiksteisest ja rakenduvuspiire.
Mehaanika on selles teoses muutunud matemaatilise analiilisi
osaks, kuna ei peatuta mehaanika iilesannete kitsastel erijuhtudel,
vaid esiplaanile on toodud vaadeldavate {ilesannete lahendamiseks
vajalikud iildised algebralis-analiiiitilised meetodid, mis on jarg-
nevate sajandite viltel olnud ldhtepunktiks, vundamendiks ja
spetsiaalsete meetodite allikaks paljudele teooriaile rakendus-
mehaanika eri valdkondades. Need meetodid on olnud iiht-
viisi rakendatavad nii laevavintide projekteerimisel, laevade lai-
netuses kéikumise uurimisel, giiroskoopiliste kompasside loomisel,
kahurikuulide trajektooride arvutamisel, raudteesildade projektee-
rimisel kui ka taevakehade liikumise uurimisel.!*

S —Y

13 Koigile on néiteks teada, millist osa etendab praegu funktsionaalanaliiiis.
arvutusmeetodite arengus (ja seega ka arvutite kasutamisvéimaluste laienda-:
misel).

14 Tipsemalt voib oGeldu kohta lugeda artiklist A. H. Kperaos. JKosed
Jlyu Jlarpauxk. ¥Ycnexu marem. Hayk. 1936, swun. II, ctp. 3—16. Kaasaegsemaks:
naiteks Geldust on J. Neumanni looming. Tema vaadetega matemaatika arein-
gule, empiiriliste ja esteetiliste kaalutluste tasakaalule selles voib lugeja tut-
vuda artikli «The Mathematician» jédrgi, mis sisaldub raamatus J. Neumann,
Collected works. Vol. 1, New York, 1961.
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Matemaatikat on vorreldud suurlinnaga, mille ddrtel kaib vil-
vas ehitustegevus, kus kerkivad uued rajoonid ja uued kvartalid,
kus on puhtam ohk ja kuhu tungleb noorus, kes toob linna ellu
uut joudu ja stiimulit. Nende uute rajoonide siind on suurlinna
arengu paratamatus, tema eluline vajadus. Samal ajal toimub
linna tsentris ehitustegevus mitte vihema intensiivsusega ja laia-
haardelisusega. Rekonstruceritakse ja laiendatakse tdnavaid, ehi-
tatakse ajakohaseid hooneid, et kohandada suurlinna tsentrit elu
uutele vajadustele ja nouetele. Toeliselt otstarbeka ja kauni lin-
naga on tegemist siis, kui need kaks tendentsi tema arengus on
heas tasakaalus.

MATEMAATIKA JA LOODUS

Ma vordlen looduse saladusi matemaatika seadustega. Ma olen veendunud,
et itks ja seesama voti avab nii iihe kui ka teise motte. Koike hoolikalt kaaludes
tulin jareldusele, et kdik m&ddu ja korra tunnetamisega tegelevad teadused
kuuluvad matemaatika juurde, soltumata sellest, kas nad otsivad seda mootu
arvudes, kujundites, helides voi teistes objektides. Seetotiu peab cksisteerima
universaalne teadus, mis uurib kéike m6odu ja korraga seotut, sdltumata iihest
voi teisest rakendusest. Seda teadust on kdige Gigem nimetada matemaatikaks
ning koiki teisi teadusi vdiks lugeda tema osadeks.

R. Descartes

Iga méhtuse analiiiis viib meid {ihe ja sama substraadini — muutlikkuseni
funktsionaalse soltuvuse seaduse alusel. Koik nahtused, isegi need, mis oma
minimaalsete mootmete tottu ndivad olevat mitte seotud looduse vGimsate sea-
dustega, on neist niisama wviltimatud jireldused nagu Péaikese pd&orlemine.
Ténapdeva siindmusi seob médédunuga vdidramatu printsiip, mille kohaselt mitte
midagi ei toimu ilma pdhjuseta. See on iildkasutatav aksioom. Kui mingi
geniaalne moistus tunneks koéiki antud hetkel tooduses tegutsevaid joude ning
koigi looduses esinevate asjade vastastikuseid seoseid ning kui see mbdistus
suudaks seda koike haarata sedavord, et koik need andmed allutada matemaa-
tilisele analiiiisile, siis ta voiks kirjeldada iiheainsa valemiga nii koige suure-
mate taevakehade kui ka kdige viiksemate elektronide litkumist.

P. S. Laplace

Matemaatika on inimmdistuse produkt, mis on soltumatu katsest, kuid vas-
tab vdga hésti rcaalsele maailmale ning selgitab seda suurepiraselt.

A. Einstein
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Rein Tammeste malestuseks
AUTOMAATIDE TEOORIAST

U. Kaljulaid, E. Tamme

Fantaseerida matemaatika véimalikust
arenguteest ja {lema edusammitdest
fulevikus on alati riskanine, kui mifle
mattetu. Voimalik, et sel momendil
juba 166tab keegi leoreemi vii teooria
kallal, mis vaib oluliselt muuta kies-
olevat arengusuunda.
I. M. Singer (Prospects in Malliema-
tics, Nr. 70, 1971)

Monedest vaadetest analiiittilises kitberneetikas

1. Inimene on piidnud loodusjoude oma tahtele alistada juba
kaugetest aegadest peale. Looduse saladuste uurimine on viinud
loodusseaduste avastamiseni. Igale sellisele cdusammule on jarg-
nenud nihe tehnika arengus: on loodud uusi masinaid, mis alista-
tud loodusjoude dra kasutades on mitmekordistanud inimese fiu-
silisi voimeid. Samal ajal on inimene otsinud {ecid ja vahendeid
aju tegevuse voimendamiseks. Kédesoleva sajandi neljakiimnendail
aastail muutus see kiisimus eriti akiuaalseks seoses vajadusega
14bi viia erakordselt keerukaid ja suuremahulisi arvutusi. Tekkisid
eleletronarvutid.! Nende kasutamine osutub tarvilikuks iiha uutes
praktilise ja vaimse tegevuse valdkondades ning kaugeltki alati
ei suuda olemasolevad arvutid neid nii kvantiteedilt kui ka kvali-
teedilt iiha kasvavaid vajadusi rahuldada.? Tagasipéordumine
arvutilt arvelaua juurde on niisama moéeldamatu kui elektrilt
kiiinlavalguse juurde. Tehnika tdiustudes loobutakse tihti inimese
sekkumisest masinate t66 vahetusse juhtimisse (automaattehased,
automaatsed kontroll- ja katseseadmed, automaatpiloodid, tdius-
tunud sojatehnika jms.). Pdevakorda kerkib vajadus tdiuslikumate
ja vdoimsamate arvutite ja automaatseadmete loomiseks. Et selles
edu saavutada, on kahtlemata oluline teada, kas eesmaérki on voi-

' T66 elekironarvutite loomisel algas 1943. a., mil John W. Mauchly eest-
vedamisel asuti realiseerima esimese arvuti ENIAC projekti. Arvuti valmis
1946. a.

2 Reaalsuse ja illusioonide tasakaalust on huvitavat materjali raamatus
H. Dreyvius. What computers can’t do. New York, 1972.
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malik saavutada olemasolevate automaatide tidiustamise ja modt-
mete suurendamise teel. Vastasel korral tuleb loota, et onnestub
mimaju téoprintsiipe siigavamalt tundma Oppida, tulemusi mate-
maatiliselt kirjeldada ning saadud mudeleid tehniliselt realisee-
rida.? Matemaatikut huvitab siin esmajoones jdrgmine kiisimus:
kas olemasoleva matemaatika abil on voimalik anda adekvaatseid
kirjeldusi seaduspédrasustele, mis valitsevad keerukate automaa-
fide maailmas?

2. Erinevate (juhtimis)siisteemide korral ilmneb tihti nende
struktuurne sarnasus, s.o. paljude elementide ja nendevaheliste
seoste analoogilisus, aga ka funktsionaalne sarnasus, s.o. siistee-
mide iihesugune kiditumine analoogilistes olukordades.

See voimaldab luua juhtimissiisteemide klasside ithtset (aksio-
maatilist) teooriat, milles konkreetset siisteemi tuleb vaadelda kui
klassi esindajat. Elementide kiitumise aksiomatiseerimisel tuleb
celdada, et elemente voib vaadelda «mustade kastidena», mille
sisemine ehitus ei pea olema teada, kuid mis teatud kindlal viisil
recageerivad tdpselt mdaratletud vélisdrrituste kogumile. Sellise
{cooria aksiomaatika vajab aga aeg-ajalt tdiustamist, eriti pérast
olulisi muutusi meie teadmistes elementide fiiiisikalis-keemili-
sest loomusest ja nende omadustest. Sobiva moistete ja meetodite
vorgu leidmine antud klassi siisteemide struktuuri ja funktsionaal-
sate omaduste uurimiseks on siin iiks pohilisi iilesandeid.

Sammuks sellel teel on W. McCullochi ja E. Pittsi t66 formaal-
sete narvivorkude kohta.* Kesksel kohal selles t66s on formaalse
neuroni moiste. Viimane kujutab endast (abstraktset) elementi,
«musta kasti», millel on m (m>=1) sisendit xj, ..., x;, ning iiks
viljund d. Neuronil on m-1 arvulist karakteristikut: lavi & ja
sisendite x; kaalud w;. Siinjuures w;>0 tdhendab, et sisend x; on
crgutav, w;<<0 aga seda, et sisend x; on pérssiv. Formaalne neu-
ron tootab diskreetses ajaskaalas {==0, 1, 2, ..., andes momendil
{=n-+1 impulsi véljundile d parajasti siis, kui momendil t=n
crgastatud sisendite kaalude summa {iletab neuroni ldve. For-
maalne nirvivork on niisuguste elementide ithendus, mis saadakse
jdrgmisel viisil. Neuroni vidljund jaguneb sobivaks arvuks haru-
deks, mis on iihendatud monede teiste neuronite sisendiga. Seejuu-
res voib neuroni valjund olla kokku viidud suvalise arvu sisen-
ditega sellessamas voi teistes neuronites, kuid iga sisend voib
olla ithendatud vaid iiheainsa vialjundharuga. Moned neuronite
sisendid jddvad vabaks ja need kas samastatakse vo6i siis grupee-
ritakse vorgu sisendliinideks (iga vaba sisend iihendatakse para-

3 Seoses sellega vt. artiklit H. Bacos, O. Kpoxwuun. Jlasep-71.— «Us-
neetHsa», 12 despans 1974

* W. S. McCulloch, E. W. Pitts. A logical calculus of the ideas
munanent in nervous activity. — Bull. Math. Biophys., 1943, 5, pp. 115—133.
Selle artikli venekeelne tolge on kogumikus «ABToMaThl». M., 1956,
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jasti ithe sisendliiniga; viimaseid vG6ib aga olla vidhem kui vabu
sisendeid). Valjundliinid samastatakse viljunditega, mis pole
kokku viidud iihegi teise neuroni sisenditega. K&ik neuronid t66-
tavad iiheaegselt ning nende ldvi ja kaalud ei muutu aja jooksul.
Uurida taolise formaalse narvivorgu funktsioneerimist tdhendab
selgitada, milliste signaalidega véljundliinidel reageerib vork
mitmesugustele signaalidele tema sisendliinidel.

Kuigi formaalne nirvivork on aju {ipris primitiivne analoog,
oli nende uurimine siiski esimene reaalne samm matemaatiliste
vahendite kasutamisel neurofiisioloogias. Taoliste vorkude uuri-
mine stimuleeris suuresti automaatide teooria teket. Toepoolest,
aastal 1946 tuli John von Neumann vélja elektronarvutite konst-,
rueerimise uute ideedega (projekt EDVAC). J. Neumannil om
konstruktsiooni aluseks moodul, moiste, mille loomisel on olnud
méadravaks funktsionaalne sarnasus arvuti elementaarbloki ja
formaalse neuroni vahel. Mooduli moiste kasutuselevott arvutite
konstrueerimisel lubas eraldada arvuti loogilise siinteesi (iilesanne
matemaatilise loogika vallast) vastavate elektrivorkude tehnili-
sest silinteesist (insenerikunst).® Sellega oli tehtud teine samm
automaatide teooria loomise suunas, mille peamiseks iilesandeks
kujunes aju ja tulevikuarvutite struktuursete ja funktsionaalsetel
analoogiate matemaatiline realiseerimine ning mille tulemused
pidid tagasiside korras abistama arvutite konstrueerimise uute
printsiipide loomisel. Kui aluseks votta need nouded, siis tuleb
todeda, et ka praegu ollakse veel iisna kaugel sellisest automaa-
tide teooriast, mis seda nime tédielikult védariks. Tavaliselt oel-;
dakse, et kiiberneetika formeerus iseseisvaks distsipliiniks aastal
1948, mil ilmus N. Wieneri raamat «Kiiberneetika». Korvuti Wie-
neriga tuleb aga osutada J. Neumanni panuscle. Kuigi molemad
teadlased héasti tundsid teineteise toid ja olid vastastikuse moju
all, oli nende ldhenemine asjadele erinev. Erinevad huvid tingisid
ka erinevuse nimetuses — Neumann nimetas oma varianti «auto-
maatide teooriaks», Wiener aga «kiiberneetikaks». Viimane on,
histi tuntud vastavate toode tolgete kaudu vene keelde. Seda eil
saa aga oelda automaatide teooria kohta.

|

3. Mida keerukama ehitusega on arvuti, seda 1<omp1itseeritum}
on tema struktuur ja temas informatsiooni kodeerimise ja liiku-
mise matemaatiline kirjeldamine, samal ajal kui arvutuste loogi-
line siigavus temas vdheneb ja t66 kiirus kasvab. Sobiva mate-
maatilise teooria puudumine keerukate automaatide kirjeldamiseks
on kahtlemata oluliseks takistuseks teel voimsate ja mitmekesiseid
inimaju funktsioone téditvate automaatide loomisele.

_—

5 Voimalusele selliselt toimida juhtis juba .1910. a. tédhelepanu tuntud
fiiiisik-teoreetik P. Ehrenfest. Et tol ajal praktika vajadused piirdusid iipris pri-
mitiivsete elektrivorkude koostamisega, kus Boole'i algebrate kasutamine tundus
naeruvéirsena, jai see ennatlik idee markamatuks.
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Juba W. McCullochi ja E. Pittsi uurimused nditasid, et for-
mmaalloogika meetodite rakendamine voib anda olulisi tulemusi aju
legevuse modelleerimisel. Automaatide ja loogika sisemise seos-
latuse tottu peab teatav loogikasiisteermn seisma automaate kirjel-
davas teoorias kesksel kohal. Vaevalt voib siin 14bi saada loogika
(raditsioonilise kasitlusega.® Néiteks juba seepérast, et tdiusliku-
mad automaadid peavad olema voimelised teostama operatsioone,
mis seisnevad analoogiate ja {ildistuste realiseerimises. Pole alust
arvata, et nende kiisimuste matemaatiliseks kéasitluseks sobivad
loogika tuntud kontseptsioonid ja siimboolika. Ennemini tuleb
naha véljapadsu kategooriate ja algebra struktuursete teooriate
kasutuselevotus, sest sarnasuse (ja seda peegeldava morfismi)
idee on nende orgaaniliseks komponendiks. Teiste sénadega, auto-
maatide teooria seisukohalt tundub olevati oluline duaalsusprint-
siibi 7 liilitamine loogikasse viimase orgaanilise koostisosana.

Kéesoleva sajandi 30-ndail aastail viisid K. Godeli tulemused
loogika olulisse kokkupuutesse aritmeetikaga. Viimasel ajal on
loogikas mitmel pohjusel hakanud kolapinda leidma algebraline
lihenemine, mis on tdienduseks seni valitsevaks olnud aritmeeti-
lisele vaatekohale. Néiteks sellisest ldhenemisest on rekursiivséte
funktsioonide teooria algebraline kéasitlus A. Maltsevi ja S. Eilen-
bergi téodes. Voimalik, et aja méodudes toimub kdnesolnud kahe
vaatekoha siintees uuel tasemel «aritmetiseeritud algebra» baasil,
mis oleks aritmeetilise vaatekoha iildistuseks.

On ka oluline méirkida, et formaalne loogika on oma ldhene-
mise tottu («koik voi mitte midagi»-printsiip) siiani suuresti ara
|oigatud voimalusest kasutada matemaatika koige arenenumat
osa — matemaatilist analiilisi — ning kasutab meetodeid kombi-
natoorikast, valdkonnast, kus esinevad suured matemaatilised
raskused. Samal ajal on analiifitilises arvuteoorias ning diofantili-
ses geomeetrias ammugi leitud teid pidevuse idee edukaks raken-
damiseks loomult diskreetsete iilesannete lahendamisel. Voib
vdita isegi rohkemat, et koige siigavamad tulemused nimetatud
valdkondades on saadud just sellisel viisil (tihti algebra ja toe-
ndosusteooria vahendusel).

Antiikmaailma oluliseks saavutuseks oli polaarsuse «loplik-
lopmatu» siigav- kdsitlus, mis (niiild G. Cantori hulgateooriale
tugineva) matemaatilise analiiiisi tekkega muutus tunnetuse voim-
salks vahendiks. Polaarsuse «pidev-diskreetne» sligavam ja tdius-
likum &drakasutamine seisab aga alles ees. Et seda ténini veel
vajalikul méaral tehtud pole, on arvatavasti iiheks pohjuseks,
miks fiiisikud saavad oma perspektiivuuringuis olemasolevast
ja ftiisikas kasutatavast matemaatikast veel liiga vdhe rahuldust.

6 Vt. ka TI. Pamescruil. O normate unarypampHoro psiaa. — Ycmnexn
mMateM. Hayk, 1973, Ne 4, crp. 243—246.
7 Vt. artiklit «Galois’ teooriast» kédesolevas kogumikus, lk. 17—31.
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Selle H. Weylile kuuluva métte arendamine tundub olevat vajalik
mitmele rakendusi omavale matemaatika osale. Rakenduste noud-
mised ning teooriate raskused on loonud situatsiooni, milles iiha
enam moistetakse tekkinud ideede vadirtust teel eesméirgile, mil-
lesse kirglikult uskus C. G. Jacobi: «Saabub aeg, millal matemaa-
tilise analiilisi igast lausest jadreldub moni teoreem arvuteoorias
ning iga seaduspérasus naturaalarvude vallas tekitab lause ana-
laiisis.» Voimas toetuspunkt selliste vaadete tekkeks ja arenguks
rajati L. Euleri toddes. Rida originaalseid kaalutlusi iilaleldu
kohta sisaldus J. Manini ettekandes «Fiiiisikaline ja matemaatiline
kontiinuum — 20. sajandi ettekujutused», mis esitati 1973. a.
matemaatika ajaloole pithendatud Tartu suvekoolis. Need tdhele-
panekud on kooskolas J. Neumanni vaatega, mille kohaselt mate-
maatiline aparatuur keerukate automaatide uurimiseks pecaks
algama matemaatilisest loogikast ja liikuma algebra, téendosuse
ja analiiiisi struktuuride ning optika ja termodiinaamika suunas
(L. Boltzmanni poolt antud kujus on viimane paljus ldhedane
informatsiooni tootlemise ja mootmise teooriale). Sama vaatekoht
kajastub ka V. Gluskovi ettekandes automaatide teooriale piihen-
datud konverentsil, mis toimus 27.—31. maini 1968. a. Taskendis.
Nimelt V. GluSkovi arvates on matemaatikute pohitdhelepanu kuni
kdesoleva sajandi l1opuni suunatud keerukate automaatide mate-
maatiliseks kirjeldamiseks vajaliku (formaalse) keele algebra ja
topoloogia loomisele.®

Algebralisest meetodist automaatide teoorias

Mitmed kokkupuutepunktid automaatide 1iecooria ja algebra
struktuursete teooriate vahel olid teada iisna ammu. Nimelt osu-
tub, et iga automaadiga on seotud teatav algebraline objekt, mille
struktuuri teooria termineis voib leida vasteid automaadi ehitusega
scotud kiisimustele. Sellisel viisil toimides onnestub saada iile-
vaadet koikvoimalikest loplikest automaatidest. Margime olulist
analoogiat Galois’ teooriaga, kus algebralise vorrandiga seotakse
rithm, mille teooria termineis leiab viljenduse vorrandi lahendu-
vus radikaalides. Kuigi kasutuselevoetud algebraline aparatuur on
iipris tagasihoidlik, osutub vastava idee detailne realisatsioon
kiillalt komplitseerituks. K. Krohni ja J. Rhodesi uurimus ® masinate
algebralise teooria kohta, mis ilmus 1965. aastal, kujunes siin
poordeliseks sammuks. Jirgnevas on é&ra toodud selle teooria
pohijooni.

8 Vit ka artiklit B. Taywkos. A6cTpakTitas Teopist aBTCMaToB. — Ycmexi
MateM. nayx, 1961, Ne 5, ctp. 3—62.

® K B. Krohn, J. L. Rhodes. Algebraic theory of machines, 1. The
main decomposition theorem. — Transactions of the American Mathematical
Society, 1965, v. 116, pp. 456—464. To6 celtritkis ilmus 1963. a.
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1. Anname 16pliku automaadi tdpse matemaatilise maératluse.

Definitsioon. Loplikuks automaadiks e. masinaks nimetatakse
siisteemi M= (4, Q, B, 4, §), mis koosneb kolmest 16plikust hulgast
A, Q ja B koos fikseeritud funktsioonidega 1: QXA —Q ja
d: QXA—B. Seejuures sisaldab hulk Q sellise elemendi p, et
2(p,x)=p iga x = A korral.

Sisulise interpretatsiooni saamiseks automaadile M omistatakse
definitsioonis esinevaile siimboleile jargmised tdhendused:

A — sisendsignaalide hulk e. sisendtdhestik,

B — viéljundsignaalide hulk,

Q — olekute hulk, mille elementi p voib vaadelda kui peatust,

A: QXA — Q — olekute teisendamist méarav funktsioon,

d: QXA — B — funktsioon véaljundsignaalide saamiseks.

Funktsioonide 4 ja & etteandmiseks kasutatakse sageli tabeleid.
Seejuures on maatriksite ||A(g, x)|| ja [|d(qg, x) || read indekseeritud
hulga Q elementidega, veerud aga hulga A elementidega.

Niide 1. Esitame automaadi M= (4, Q, B, 4, ) jargmiste and-
mete abil. Olgu A={a,b}, Q=1{q0, 91,92, p}, B={0,1,2} ning
lunktsioonide 4 ja ¢ tabelid olgu jargmised:

i a b A [ a b A
90 0 p p 9o 1 0 0
q q g p a0 0 1 0
92 p I 4o ge 0 0 1
P P P 14 p 2 2 2

Miérgime, et tdhestikule A on siis lisatud spetsiaalne siimbol A4 —
«tithi sona». Sellise toimingu ‘eesmirk avaneb kahes jargmises
punktis.

2. Automaati M= (4,Q, B,4,d) interpreteeritakse tavaliselt
kui diskreetses ajaskaalas T={0, 1, 2, ...} to6tavat siisteemi, mis,
olles ajamomendil ¢ olekus g = Q ja saades sisendsignaali x = A4,
liheb momendil #+1 iile olekusse A(g, x) = Q ning annab valjun-
dile signaali d(q, x). Automaadi funktsioneerimist voib ette kuju-
tada jargmisel viisil. Loeme, et sisenev informatsioon on kantud
lindile, mis on jaotatud pesadeks. Seejuures igas pesas asub kas
tihestiku A mingi tdht voi on see tithi (sel korral lepime kokku
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lugeda, et selles pesas asub spetsiaalne siimbol A). Lindi jarjesti-
kustesse pesadesse olgu tdhestikus A kirjutatud mingi loplik sona
s ning sellest vasakul ja paremal olgu pesad tiihjad (meie kokku-
leppe kohaselt on neis siimbol A). Ajamomendil f=1%, alustab M
tood situatsioonis, kus tema olek on g, (algolek) ja automaati
siseneb sona s koige vasalkpoolsem siimbol x;. Jargmisel ajamo-
mendil f=/#+41 véiljub automaadist M signaal J(qge, x1) ning
automaat ldheb dle situatsiooni (4(go, X1), x2). Lint nihkub iihe
pesa vorra vasakule. Aulomaadi edasine itegevus toimub vastavalt
tema programmile, milleks on funktsiooni ¢’=2(q, x) tabel. Vor-
duse A(q, x) =g’ vasak pool néiitab, et ajamomendil f on automaat
olekus g, ning saab sisendile signaali x. Kédsu parem pool ¢’ nai-
tab automaadi olekut ajamomendil #+1. Kui automaat M, «luge-
nud» sona s, jouab situatsioonini (go, A), siis séna s nimetatakse
lubatud sénaks automaadi M tarvis. Koigi 10plike sonade hulka
(tdhestikus A), mida lubab automaat M, nimetatakse autormaadi
M poolt lubatud formaalseks keeleks.'® Uldisemalt nimetatakse
formaalseks keeleks mingis tdhestikus A selle tdhestiku baasil
saadud sonade hulka. Formaalne keel, mis on lubatavaks keeleks
monele 10plikule automaadile, kannab automaadikeele nime.

Niide 2. Olgu A=/{a, b}. Formaalne keel
{a...ab... b|m,n>0}

m korda n korda

on automaadikeel, sest ta on lubatavaks keeleks automaadile M
mida vaadeldi ndites 1.

Osutub, et kaugeltki mitte koik formaalsed keeled pole auto-
maadikeeled.

3. Téahestikus A antud koikvoimalike loplike sonade hulk S(A4)
moodustab sonade kokkukirjutamise («korrutamise») operatsiooni
suhtes poolriihma S(A4), s.t. hulgal S(4) antud algebraline ope-
ratsioon (sonade konkatenatsioon) on assotsiatiivne. Loeme edas-
pidi, et poolrithma S(A) kuulub ka «tithi sona», mida tdhistame
A ja mis on poolrithmas S(A) iihikuks kirjeldatud operatsiooni
suhtes. Uhikuga poolrithmi nimetatakse ka monoidideks.

Teooria seisukohalt on oluline jdtkata funktsioon 1:QXA—>@Q
funktsiooniks A" : QXS (A)—Q. Seda saab teha induktiivselt «t66-
deldavate» sonade pikkuse jargi. Vastava definitsiooni formali-
seeritud kuju on jargmine.

Kui x = A, siis loeme A%(q,x)=24(g,x). Olgu funktsioon A"
defineeritud koigi sonade u < S(A) korral, millede pikkus ei
iileta n ning olgu w=ux mingi sona pikkusega n-+1. Loeme, el

19 Heaks sissejuhatuseks matemaatilisse lingvistikasse on raamat M. Tpoc¢
A. Jlauten. Teopus dopmanbubix rpammatik. M. 1971, Selles on killalt ula
tuslikult ja heade niidetega illustreeritult késitletud seoseid formaalsete keelt
automaatide ja algebraliste teooriate vahel.
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A (g, w) =A(A"(q, u), x). Analoogiliselt iilaltoodule laiendatakse ka
valjundfunktsiooni méaaramispiirkond hulgale QXS (A4), mistottu
jitkatud funktsioon ¢* rahuldab tingimust §* (g, uv) =d4(1* (g, ©), v)
koigi sonade u,v & S(A) korral. Edaspidi on otstarbekas funkt-
sioone A% ja ¢ tahistada uuesti stimbolitega 4 ja 4.

Ilustratsiooniks funktsioonide 2% ja ¢* definitsioonidele esitame
siin nende funktsioonide moned vdartused automaadi korral, mida
vaatlesime néites 1:

A7(qo,aaa) =g, A"(qo,aabbb)=q>, A" (g2, a)=p,
6" (g0, aaa) =0, 6" (o, aabbb) =0, " (g0, @) =1.

Nende arvutuste digsuses on kerge veenduda, kasutades niites 1
foodud tabeleid.

4. Olgu antud automaat M= (A, Q, B, 4, d), mis fikseeritud
ajamomendil £ T on olekus g. Automaadi M edasist kaitumist
iseloomustab funktsioon f:S(A)--B, mis iga ue S(A) korral
antakse valemiga f(u)=d(q,u). Voivad muidugi leiduda auto-
maadi M sellised erinevad olekud ¢ ja r, et 8(g,*)=4(r,*). Kui
aga selline olukord aset ei leia, siis koneldakse faandatud auto-
maadist M. Osutub, et iga automaadiga M saab siduda taandatud
aulomaadi M'= (A, Q’, B, 1. ¢’), mis on ekvivalenine automaa-
diga M jargmises mottes: iga oleku g = Q korral leidub selline
olek reQ’, et d(g,%)=40d(r,*) kui funktsioonid hulgal S(A).

Iga sonaga ue S(A) seome vasaknihke [,:S(A)—S(4),
funktsiooni, mis koigi v & S(A) korral antakse valemiga l.(v) =
—=uv. Suvaliste u, v, we S(A) korral kehtib seos [lul,(w)=
:luv(w)~

Automaadi M= (A, Q, B, 1, J) baasil ehitame automaadi
M(FYy= (A, Qy, B, 14, 8;), mille olekute hulgaks on

Qi={g:S(A)— B|g=[l, mingi ue S(A) korral}.
F'unktsioonid A, ja dy antakse jdrgmiste valemitega:

ﬂ’f(gr U):glvy §f(g» U) ————g(U)

Siin tdhistavad fl, ja gl. funktsioone S(A)—B, mille vairtusi
sonal w e S(A) arvutatakse vastavalt valemite fl,(w)=f(uw) ja
ol (w) =g (uv) jargi.

Et paremini moista automaadi M(f) loomust, teeme jargmised
liihelepanekud.

Esiteks, iga wueS(A) korral kehtib vordus fl,(*)=

-:0(A(q,u),*). Toepoolest, suvalise ve S(A) korral kehtivad

~vosed

[l (v) =06(q, lu(v)) =38(q, uv) =d(A(q,u), ),
millest jareldub soovitud vordus.
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Teiseks kehtib seos d¢(g,v) =4d(q, uv), sest d¢(g,v)=g(v)=
=fl,(v) =] (uv) =6(q,uv). Mirgime veel, et A1;(g,v)=glL=
=flulv=ﬂuv=d(q, luu(*))

Kolmandaks naitame, et M(f) on taandatud automaat. Selleks
piisab ndidata, et seosest ds(g’, *) =ds(g,*) jdreldub g’ (*) =g (*).
Olgu g=fl.,, g'=fl,, u,wesS(A) ja ve=S(A) olgu suvaline
sona. Oletame, et ds(g’,*)=4ds(g,*). Kehtivad jargmised vor-
dused:

g (v)y=Jlu,(v) =46(q,wv) =4;(g",v) =0s(&, V) =0 (g, uv) =
=flu(v)=g(v).

Neist jareldub, et g’=g. Viide on toestatud.

Toodud arutlused naitavad, et automaadi M(f) olekute hulka
Qs voib vaadelda olekust f(*)e Qs ldhtuva trajektoorina, milles
iga olek on «saavutatav» olekust f(*). Automaadi M(f) seos
automaadiga M kajastub selles, et samastanud oleku f(*¥)= Q;
olekuga g = Q, me voime hulka Q; vaadelda kui kdigi nende ole-
kute alamhulka hulgas Q, mis on «saavutatavad» olekust g ning
milles on samastatud igasugused kaks olekut, millest edasi on
automaadil M ithesugune kaitumisjoon.

5. Automaadi M(f) sisendsonade monoidil S(A4) on antud
jargmine (Myhilli) ekvivalents =:

v=v"<=VYu,weS(4), [(uvw)=](uv'w).

Teisiti deldes, sonad v ja v’ on ekvivalentsed parajasti siis, kui
funktsioon | teisendab neid iihesugustes kontekstides iihtmoodi.
Myhilli ekvivalents monoidis S(A) on stabiilne sonade korruta-
mise suhtes, s.i. suvalise = S(A) korral jirelduvad seosest
v=,0" seosed vu=v'u ja uv=,uv’. See omadus voimaldab kahe
ekvivalentsiklassi korrutiseks lugeda ekvivalentsiklassi, kuhu kuu-
lub tegureiks olevate klasside suvaliste esindajate korrutis. Tekib
poolrithm, mille elementideks on Myhilli ekvivalentsi klassid. Seda
klasside poolrithma S; nimetatakse automaadi M(f) poolrithmaks.

Arvutame néitena trigeri poolrithma.

Triger on automaat M= (4, Q, Q, 4, 1), kus A= {x,, x4}, Q=
={qo, 1} ja funktsioon A antakse tabeliga

A Xo X1 A

qo qo 4 4o

T qo q q1
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Seega triger on automaat, mille sisendtdhestik ja olekute hulk on
kaheelemendilised hulgad ning mille korral funktsioonid A (g, *)
ja d(q,*) ihtivad, s.o. trigeri véljundsignaal ajamomendil ¢
identifitseeritakse tema olekuga sellel ajamomendil. Funktsiooni 4
defineerivast tabelist ndhtub, et signaal x; toob irigeri olekusse ¢;
soltumata tema eelnevast olekust.

Trigeri poolriihma saame jargmisel viisil. Votame (&)=
=A(qo, *). Kongruentsi =; definitsioonist ndhtub, et seos v=;v’
kehtib parajasti siis, kui koigi u,w = S(A4) korral A(qo, uvw)=
=2(go, uv’w). Et funktsioon 4 omandab vaid kaht erinevat véar-
tust, siis saame kaks ekvivalentsi =; klassi [x] ja [x1]. Esi-
messe neist kuuluvad koik need sonad hulgast S(A4), mille 16pu-
tiheks on x,, teise aga koik sonad loputdhega x;. Neile kahele
llassile lisame veel «tithjale sonale» A vastava klassi [A4]. Et
ckvivalentsiklasside korrutamine defineeritakse nende esindajate
korrutamise kaudu, siis ndhtub trigeri definitsioonist, et klasside
[x0], [x1] ja [A] korrutamine toimub tabeli

tl=1-t=t, t-[x;]=[x]

jargi. Selles tabelis oleme tdhistanud tdhega ¢ suvalist klassidest
[A], [x0] voi [x1] ning 1=[A].

6. Suvalise monoidiga S saab siduda automaadi M(S)=
=(S, S, S, 4, d), kus dunktsioonid A ja & antakse poolrithma S
korrutamise kaudu jirgmisel viisil:

A(g,u)=d(g,u)=q-u=S koigi g,usS korral.

Kui rakendada seda konstruktsiooni monoidile Sy, saame auto-
maadi M(Sy). Osutub, et viimane modelleerib automaadi M (])
kditumist halvasti. Seepérast tdiustame M(S;) konstruktsiooni.
Funktsiooni i;:S;,~B anname valemiga i;(s)=f(u), kus s
tihistab ekvivalentsiklassi [«]. Et i; vdartus ei soltu esindaja
we S(A) valikust klassis s, siis on antud definitsioon korrektne.
Automaadiks, mille kditumisjoon on «ldhedane» M(f) omale, on

M(Sy,i5) = (S, S, B, 4, 6), kus
Mo, ) =55 fa 0(s,8) =is(s-5).

Automaat M(Sy,if) on lahedane automaadile M(f) jargmises
mbites: automaadile M(Sy,is) on voimalik (vajaduse korral)
lisada sisendsignaalide kodeerija ja tema véljundsignaalide deko-
deerija niiviisi, et M(f) iga oleku tarvis leidub M(Sy,is) taoline
olek, millest t66d alustanud automaat M(Sy, i) teisendab sisend-
signaale samamoodi kui M(f). Sel korral koneldakse, et M(Sy, i)
on automaadi M(f) mudeliks. Et automaatide M(Sy, i) ja M(f)
osi voib vaadeldavas situatsioonis vahetada, siis on automaadid
M(S;,i5) ja M(f) kvaasiekvivalentsed.
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7. Millist informatsiooni automaadi M(f) kohta kannab endas
paar (Sy,i;) ning kuidas seda informatsiooni dra kasutada auto-
maadi M(f) uurimisel?

Mida ulatuslikumaks ldhevad automaatseadmete poolt tdide-
tavad funktsioonid, seda rohkem kasvavad tema blokkide mootmed
ja hierarhilise struktuuri keerukus. See tendents tingib seadmete
konstrueerimise mitmes jargus: algul leitakse automaadi blokkide
struktuur ning seejdrel automaadi optimaalne blokkstruktuur.
Taoliselt tuleb tihti toimida keerukamate automaatseadmete loo-
misel, mistottu on pohjust nende kiisimuste teoreetiliseks késitlu-
seks — vastava valdkonnaga tegeleb automaatide dekomposit-
siooni ja silinteesi teooria.

Automaadi tiikeldamine «ehituskivideks» on tecostatav eri moot-
kavades. Arvuti ehituskivideks voib lugeda nii tema pooljuht-
detaile kui ka masina terveid solmi, aju uurimisel aga kas terveid
aju piirkondi voi siis eri neuroneid. On selge, et optimaalse moot-
kava valik on eduka dekompositsiooni ja slinteesi teooria eeldu-
seks. Ehituskivide klassifikatsioon ja nende omaduste kindlaks-
tegemine nouab alati erialaseid teadmisi valdkonnas, kuhu need
objektid kuuluvad. Eksperimentaalsetele uurimustele lisanduvad
siin alati ka matemaatilised meetodid, kus loogika ja algebra
vahendeil on kiillalt eriline koht,

Artikli esimeses osas oli juttu McCullochi ja Pittsi uurimus-
test narvivorkude kohta. Et iga formaalset ndrvivorku voib késit-
leda lopliku automaadina, see selgub otse vastavaist definitsiooni-
dest. Voimalus iga 1opliku automaadi kditumisjoone realiseerimi-
seks mingis formaalses nirvivorgus on aga moneti illatav. See
McCullochile ja Pittsile kuuluv tulemus lahendab kiisimuse
automaadi dekompositsioonist, kui tema algblokkide (neuronite)
ithendamisel on lubatud tsiiklid (neuronite iithendamisel vérguks
voivad esineda kuitahes keerulised tsiiklid). Praktikas aga esita-
takse automaatide (voi nende blokkide) omavahelise {ihendamise
tiiiibile mitut laadi kitsendusi, mis taolisi tsiikleid vélistavad.
Tihti leiavad kasutamist automaatide jarjestikune voi paralleelne
ithendus, moni nende kombinatsioon jms. Mitmete sedalaadi iihen-
duste omadused kajastuvad automaatide kaskaadi moistes. Tut-
vumegi niiiid selle olulise moistega.

Vaatleme automaati M= (4, Q, B, 2, d), mille olek antud aja-
momendil médarab &dra viljundsignaali samal ajamomendil, s.o.
leidub funktsioon B:Q — B, milles 6(q,x)=p(4(q, x)). Niisugust
automaati nimetatakse «olek-viljund»-automaadiks e. Moore’i auto-
maadiks. Niiteks Moore'i automaadist on meile juba tuttav triger.
Teise tidhtsa naitega (PR-automaat) tutvub lugeja jargmises
punktis.

Olgu antud kaks Moore’i automaati M= (4, Q, B, 1, f) ja
M =(A’, Q', B’, ¥, f), teatav tdhestik Z ja suvalised funktsioonid
0:ZXB—~>A" ja x:Z—A. Kodeerija » teisendab iga signaali hul-
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vast Z automaadile M vastuvoetavaks signaaliks. Kodeerija o

lcisendab signaalide paarid, milles esimene komponent on mingi

signaal hulgast Z ja teine komponent automaadi M mingi véljund-

signaal, vastuvoetavaiks signaalideks automaadile M’
Automaadi M ja M’ kaskaad on automaat

MOM=(Z, Q'XQ, B"XB, 4%, ),
mille oleku- ja vdljundfunktsioonid on antud valemitega
2((d,9),2)= (A (¢, 0(2,8(9))),4(q,%(2))),
B (q',q)=((9).B(a)).

Automaadi M” O M todd illustreerib joonisel 1 ndidatud skeem.

Z

Joonis 1.

Erijuhul, kui leidub funktsioon 7:B—A’, et o(z,y)=1(Yy)
koigi 2z Z ja ye= B korral, on tegemist automaatide M ja M’
jarjestikuse tihendamisega. Paralleelse ithendamisega on tegemist
juhul, kui leidub funktsioon 7:Z—A’, et koigi z=Z ja y= B
korral kehtiks o(z, y) =17(2). Automaatide kaskaadi mdistet illust-
reerib ka jargmises punktis toodud lause toestus.

8. Automaatide dekompositsiooni teooria pohitulemuseks on
Krohn-Rhodesi teoreem, mille kohaselt iga [oplik automaat on
modelleeritav trigerite ja leatavaile lGplikele lihtsatele rithmadele
G vastavate automaatide M(G) kaskaadiga. Sel puhul koneldakse
lka, et automaat kaskadeerub nende automaatide komplektiks.

Koige huvipakkuvam tee selle tulemuse juurde kuulub H. Zei-
gerile.! Tsentraalsel kohal on seejuures PR-automaadi moiste.
Niisugust nimetust kannab Moore’i automaat, milles iga sisend-
signaal kutsub esile kas substitutsiooni olekute hulgal voi siis
viib automaadi olekusse, mis selle sisendsignaali jaoks on fiksee-
ritud (s.o. ei soltu automaadi olekust enne sisendsignaali saa-
mist). Definitsioonist jdreldub, et iga PR-automaadiga on seotud
leatav substitutsiooniriihm tema olekute hulgal. Osutub, et taoliste

Vi, H. P. Zeigeri artiklit «Cascade decomposition of automata using
covers» kogumikus «Algebraic theory of machines, languages and automata».
Academic Press, 1968.
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automaatide komplekt on piisav suvalise I6pliku automaadi ehi-
tamiseks. Tdpsemalt, kehtib

Zeigeri teoreem. Iga loplikku automaati saab esitada PR-auto-
maatide kaskaadina.

Selle teoreemi toestus on kiillalt komplitseeritud. Oluline on
markida, et seejuures kasutatav katete (e. mosaiikpildi) meetod on
arvatavasti kohandatav teatavat tiilipi iilesannete matemaatiliseks
késitlemiseks bioloogias. Teekond Zeigeri teoreemilt Krohn-Rhodesi
tulemuste juurde koosneb kahest etapist. Esimesel neist ndidatakse,
et iga PR-automaat on modelleeritav oma substitutsiooniriihmale
G vastava automaadi M(G) ja teatava automaadi K kaskaadiga,
kusjuures K omakorda kaskadeerub trigeriteks. Teisel etapil seos-
tatakse automaadiga M(G) teatav komplekt I1oplikke lihtsaid
rithmi. Neis mottekdikudes on oluline osa itdita rithma komposit-
sioonijada moistel ja Jordan-Holderi teoreemil.2 Et rithma G
kompositsioonijada faktorid on lihtsad riihmad, siis iilalnimetatud
tulemusteni joudmiseks piisab, kui toestada jargmine {ulemus.

Joonis 2.

Lemma. Olgu M=M(G) automaat, mis vastab loplikule rih-
male G. Automaat M kaskadeerub riihma G kompositsioonijada
faktoreile vastavateks automaatideks.

Toestus. Néiitame algul, et iga lopliku riihma G ja tema
normaaljagaja H<CG korral kaskadeerub automaat M(G) auto-
maatideks M(H) ja M(G/H). Selleks vaatleme joonisel 2 esitatud
skeemi.

Rithma G orbiitidel Hg fikseerime (suvaliselt) esindajad. Edas-
pidi g’ tdhistabki orbiidi Hg véljavalitud esindajat. Toodud skeemi
t66 kulgeb jargmiselt.

Ajamoment ¢:

Sisendile ilmub signaal g, = G,

M(G/H) on olekus Hgy,

M (H) on sellises olekus by = H, et hig'1=g1.

12 Vastavate kiisimuste kompaktse esituse automaatide teoorias vajatikul
16plike rithmade juhul voib leida raamatust G. Kangro. Korgem algebra,
11. Tln., 1950. Kiesolevas artiklis kasutatud moisted rithmateooriast on esitatud
ka artiklis U. Kaljulaid. Lisateadmisi rithmadest. — Matemaatika ja
kaasaeg, XVII, 1970, lk. 7—22.
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Ajamoment ¢-1:kodeerija x teisendab signaali g, signaaliks
Hg, (siinjuures Hg's—Hg, elemendi g’» valiku tottu). Automaadi
M(G/H) tootades tekib signaal Hg's-Hg'a—=Hg'y-g's—=H (g’1-8"2)’,
mis ldheb kodeerijale «f». Samal ajal ldheb automaadi M (G/H)
valjundil olnud Hg’y koos signaaliga g, kodeerijale «o». Kodee-
rija ¢ tegutsemisprintsiip on selline:

o:(82, Hg'1)—>ggs[(g1g8%) ] '=he H.

Saadud signaal A< H lidheb niitid M (H) peale, mis on olekus hi.
Automaadi M (H) tbootades saame

hi-h="h1g"182[ (g"18"2) 1 1=g182[ (g"18"2) "1~
Kodeerija g teisendab signaalide paare jargmise reegli kohaselt:
B:(H(g"1g%)’, h)—hih(g"g"s) =
=g182[ (818"2) 17"+ (8"18"2) ' = g182.

Need arvutused néitavad, et toestuse algul toodud vaide kehtib.

Teoreemi toestame niifid induktsiooniga riihma G komposit-
sioonijada pikkuse jargi (taolise jada pikkusest kui rithma G
invariandist saab rddkida Jordan-Holderi teoreemi tottu). Kui G
on lihtne rithm, siis on teoreemi kehtivus ilmne. Alternatiivsel
juhul on rithmal G mittetriviaalne kompositsioonijada

G=0>0G1> ... >0 4>0r= (1).

Olgu vaide toestatud koigi rithmade G tarvis, mille komposit-
sioonijada pikkus on =<Ck—1. Todestuse algul toodud arutlus
néitab, et M(G) kaskadeerub automaatideks M(G/G1) ja M(Gy).
Et aga M(G:) kaskadeeruvus kompositsioonijada faktoreile G1/Go,
G2/Gs, ..., Gh—1/Gr=G}_4 vastavaiks automaatideks tuleneb indut-
siooni eeldusest, siis ndeme, et vajalik kaskaad aulomaadi M (G)
tarvis on saadud. Teoreem on tdestatud.

9. Trigereid voib lugeda automaadi piisavalt lihtsateks ehitus-
blokkideks. Kuid mida 6elda loplikele lihtsatele rithmadele G vas-
tavate automaatide kohta? Kui meil oleks teada koigi loplike
lihtsate riihmade tabel ja vajalikud omadused, siis oleks Krohn-
Rhodesi teoreemiga antud automaatide dekompositsiooni iiles-
andele rahuldav lahendus. Taolist tabelit aga pole!3 Seetditu

13 ]6plike lihtsate rithmade klassifikatsiooniga tegeldakse ligi 70 aastat.
Esialgu leiti taoliste rithmade terveid seeriaid, hiljem aga individuaalseid viga
suurt jarku rithmi. Néiteks 1973. a. suvel lirimaal (Galways) toimunud konve-
rentsil arvutite rakenduste kohta algebras késitles M. Hall rithma jirguga
460 815 505 920, mille lihtsuse peab otsustama arvuti. Asi on selles, et on
voimalik anda algoritmi, mis rithma Cayley tabelit kasutades teeb kindlaks
riilhma lihtsuse. Taolise ldhenemise ilmseks puuduseks on kriteeriumi puudu-
mine, mis otsustaks, kas juba koostatud nimekiri sisaldab koiki lihtsaid loplikke
rithmi véi mitte. Kiisimus sellise kriteeriumi olemasolust on raske.
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tekib mote otsida lihtsamaid ehituskive, kui seda on lihtsatele
rithmadele G vastavad automaadid M (G). Selleks oleks vaja auto-
maati M(G) edasi kaskadeerida. Automaatide kaskaadi ja tema
poolrithma seoste tdpsem uurimine néditab, et taoline soov pole
teostatav.

Nimetame automaati M mittekaskadeeruvaks, kui iga kord,
kui teda modelleerib automaatide M; ja M, kaskaad (vastavalt
poolrithmadega Sy ja S.), jareldub sellest, et kas M(Si) model-
leerib automaati M, voi siis M(S2) modelleerib automaati M.

Automaadi mittekaskadeeruvuse kiisimuse algebralist kédsitlust
voimaldavad jargmised kaks moistet.

Definitsioon A. Olgu S; ja S» poolriihmad ning o¢:S1—
—End (S2) olgu monoidi Sy homomorfism monoidi S, endomorfis-
mide poolriihma. Siis poolotsekorrutis S»A:S; on koikvoimalike
paaride =382XS; hulk, milles tehe (paaride korrutamine) on
antud reegliga

(82, 51) - (872, §"1) = (S2-05,(S"2), S1-5"1).

Definitsioon B. Poolriihm S on atomaarne, kui koikvoimalike
homomorfismide o:S;— End(S:) korral seosest S|S:4,S; jérel-
dub S|S; voi §1|S.. (Siinjuures tahistus P|Q néitab, et poolriihm
P jagab poolriihma Q jargmises mottes: leidub taoline alampool-
rihm @y — Q, mida saab poolrithmale P epimorfselt kujutada.)

Osutub, et autormaat on mittekaskadeeruv parajasii siis, kui
tema poolriihm on atomaarne. See tulemus on oluline, sest ta
kannab automaadi mittekaskadeeruvuse kindlakstegemise files-
andega seotud raskused algebra valda. Méneti oodatud faktiks on
trigeri poolriilhma atomaarsus. Lihtsate rithmade atomaarsus
tehakse kindlaks {ipris suure loogilise siigavusega algebraliste
arutlustega. Seega Krohn-Rhodesi teoreemis saadud ehituskivide
edasine peenendamine pole voimalik, mistottu iilevaade koikvoima-
likest 1oplikest automaatidest on sellise teooria raames oluliselt
seotud 1oplike lihtsate rithmade klassifikatsiooniga.

20. Podstamis 1970. a. toimunud rahvusvahelisel konverentsil
universaalalgebrate ja nende rakenduste kohta néitas S. Eilenberg
uue tee Krohn-Rhodesi tulemuste juurde. S. Eilenbergi poolt teos-
tatud sammul Krohn-Rhodesi tulemuste esitamisel on umbes
samasugune toime automaatide teooriale, nagu on seda Galois’
teoorias f{ileminekul vorrandeilt korpuse laiendite uurimisele —
see toob kaasa teooria avardumise ja selginemise.

Automaatide teooria ideed on leidnud olulisi rakendusi arvutite
skeemide projekteerimise formaliseeritud meetodite loomisel, aga
samuti programmeerimise teoreetiliste kiisimuste lahendamisel.
Viarib erilist tdhelepanu ka asjaolu, et Krohn-Rhodesi algebralisest
dekompositsiooni teooriast pdrinenud kontseptsioonid voimaldasid
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R. Kalmanil viia aastail 1962—1967 ldbi «algebralise reformi»
lineaarsete diinaamiliste siisteemide teoorias, mistottu see opti-
maalse juhtimise teooria valdkond muutus eriti reljeefseks, ning
on voimalik teooria kiire edasine tidiustumine ja laienemine.

On kahtlemata oige, et suurimad edusammud algebras on alati
olnud seotud voimalusega tema teooriate sisemiseks arenguks.
Seda enam on vaja kasutada véimalusi saadud tulemuste raken-
damiseks véljapoole traditsioonilisi piire. Analiiiitiline kiibernee-
tika annab selleks suurepdrase voimaluse. Ei voi loota, et koik
algebra osad, mis seesuguste uurimuste kdigus vajalikuks voivad
osutuda, on loodud. Samuti ei tundu toepdrane olevat, et vajalik
aparatuur voiks neis puhtalgebraline olla, kuigi on oige, et
algebral on igasugustes struktuursetes teooriates alati fundamen-
taalne osa. Ennemini tuleks olemasolevaid algebra teooriaid ja
fakte késitada kui algmaterjali keele loomisel, mis on adekvaatne
keerukate automaatide matemaatilisel kirjeldamisel.

KULDSEID MOTTEID MATEMAATIKAST

Inimese poolt loodud paljude teaduslike distsipliinide hulgas on {iks, mis
nimetab end teaduseks. See «teadus» on matemaatika, sest wadnua tdhendab
kreeka keeles teadust. Toeline matemaatika austaja lausub selle sGna siligdva
lugupidamisega.

*

Matemaatika voib toime tulla peaaegu tédielikult ilma sdnadeta. Tema jaoks
pole olemas keelebarjdire, sest tema keel nagu ka muusika keel on arusaadav
kogu inimkonnale.

Matemaatika universaalseks kuldvotmeks on vorrand. Selle abil avastas
Archimedes kuritarvitamise krooni valmistamisel Siirakuusa kuningale. Vorran-
did voimaldasid muiste LEgiptuse preestritel ennustada Pdikese varjutusi ja
Siiriuse touse. Neid kasutasid Kopernik ja Galilei, Newton, Descartes, Ein-
stein. ..

*

Pirast tdhtsaimate loodusteaduste — fiiiisika ja keemia ning majandustea-
duse tdielikku allutamist tungib matemaatika tdnapdeval leadusaladele, mis talle
varem olid suletud — humanitaarteadustesse ja kunsti, relvastades neid kaas-
acgsemate ja objektiivsemate tunnetusmeetoditega.

C. Koasap. Ot pa3Bievyeuuss K 3Ha-
ausaM. Varssavi, 1972, 1k. 475.
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ARVUTUSKESKUSED EESTI NSV-s

J. Tapfer

1974. aasta algul mdodus 15 aastat esimese arvutuskes-
kuse loomisest Eesti NSV-s. Pilgu heitmiseks labikdidud aas-
tatele ning moningase iilevaate hankimiseks ENSV arvutuskeskus-
test ja nende todsuundadest saatis «Matemaatika ja kaasaja»
toimetus arvutuskeskustesse vastavad kiisitluslehed. Arvutuskes-
kuste hulka loeti sealjuures ka need {iksused, mis kannavad Kkitll
teisi nimesid, kuid tdidavad arvutuskeskuste funktsioone ja oma-
vad voi saavad peatselt elektronarvuti (ndit. arvutustehnika 1alitus
«Eesti Energias», arvutuste mehhaniseerimise osakond «Eesti
Toostusprojektis», mitmed sektorid, arvutusgrupid, laboratooriu-
mid ning isegi nimetu tiksus Tallinna Pedagoogilises Instituudis).
Kiisitluslehtedele vastas enamik arvutuskeskusi. Arvestades aga
monede vastuste laekumatajdamist ja hoopis uute arvutuskeskuste
loomist, ei pretendeeri alljdrgnev kirjutis tdielikule analiiiisile ei
keskuste arvus ega téosuundade osas.

Nagu juba mainitud, voib arvutuskeskuste ajalugu ENS\'-s
lugema hakata 1959. aastast, mil loodi esimene arvutuskeskus
Tartu Riikliku Ulikooli geomeetria kateedri juurde. Esimeseks arvu-
tiks oli «Ural-1». Juba jidrgmisel aastal loodi Tallinnas teine —
Kiiberneetika Instituudi Arvutuskeskus arvuti «M-3» baasil. Edasi
jargnes kolmeaastane vaikuseperiood ning alles aastatel 1964—
1968 muretsesid endale arvutid «Eesti Toé0stusprojekt», Noo Kesk-
kool, ETKVL, MMKI Eesti filiaal, TPI, Eesti Raadio, Eesti Maa-
viljeluse ja Maaparanduse Teadusliku Uurimise Instituut.

Jargnevaid aastaid 1969—1971 voib lugeda arvutuskeskuste
tekkimise buumiaastateks. Igal aastal loodi niiiid juba 4—6 uut
keskust. Paaril viimasel aastal on kasvutempo monevorra stabili-
seerunud — ainult 2—4 keskust aasta kohta. Siit jéareldub ka
pohjus, miks kdesolevas artiklis pole vboimalik nimetada arvutus-
keskuste tdpset arvu vabariigis kdesolevaks momendiks. Kindlasti
aga kiilinib see arv juba neljandasse kiimnesse.

Arvutuskeskuste loomine on olnud tihedalt seotud arvutite soe-
tamise voimalustega. 1959. kuni 1968. aastani oli vabariiki saa-
bunud arvutite nomenklatuur fipris kirju («Ural-1», «M-3»,
«Ural-4», «Minsk-2», «Ural-11», «Minsk-22», «Nairi», «Minsk-32»
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ja moni spetsiaalarvuti). Jargnevatel aastatel seevastu ilmneb
juba «Minsk»-tiiiipi arvutite {ilekaal. Arvuti «Minsk-22» oli ainu-
valitseja 1969. aastal, aastail 1970—1971 lisandusid veel «Nairi»-
ja «Mir»-tiiiipi véikearvutid. Nende hulka eksis vaid Eesti Raadio
«Razdan-3» ja paar «Minsk-32». Alates 1972. aastast ilmuvad
juba valdavalt arvutid «Minsk-32» ja «Nairi», mis ongi praegu-
seks levinumad tiifibid. Teatepulka on iile votmas EC-tiifipi arvutid,
millistest on saabunud ja saabumas: 1010 Eesti Raadio Arvutus-
keskusesse ning Keemia Instituuti, 1020 Tallinna Poliitehnilisele
Instituudile jt. Olgu muuseas mainitud, et ikka veel td6tab ka
vabariigi esimene arvuti «Ural-1» Noo Keskkooli arvutuskeskuses.

Arvutuskeskusi omavad asutused voib tinglikult jagada kahte
rithma: esimesse rithma kuuluvad need, kus arvutuskeskused tai-
davad pohiliselt oppe- ja teadusliku téd iilesandeid, ning teise
rithma koik iilejddnud. Téaiesti seaduspéraselt tegid arvutuskes-
kuste loomisega algust just oppe- ja teadusliku uurimise asu-
tused — TRU, Kiiberneetika Instituut, Noo Keskkool jme. Kéies-
oleval ajal on ENSV kuuest korgemast oppeasutusest oma arvuti
juba neljal. Arvutuskeskus on peale selle veel kaheksal teadusliku
uurimise instituudil ja iihel keskkoolil.

Teise rilhma kuuluvad vdga mitmesugused arvulit omavad
asutused, ettevotted ja organisatsioonid: ministeeriumid, Plaani-
komitee, Statistika Keskvalitsus, Polevkivi Kombinaat, samuti
moned tehased: Tallinna Ekskavaatoritehas, «Dvigatel», Tartu
Aparaadiehituse Tehas jt. Selle rithma arvutuskeskused on loodud
vastavate asutuste tegevuse moningate sfdidride automatiseerimi-
seks.

Esimese rithma arvutuskeskuste koosseisude suurus on varem-
loodutel 30—50 tootajat (TRU — 50, Kiiberneetika Instituut — 44,
EPA — 40, EMMTUI — 39, TUPTI — 39, TPI — 35 jne.), hili-
sematel enamikus alla 10 (TPedl — 3, Polevkivi Instituut — 4,
Keemia Instituut — 8 jne.). Teise rithma arvutuskeskused on aga
hoopis suuremad (Autotranspordi ja Maanteede Ministeerium —
243, Sideministeerium — 117, ETKVL — 111, Kergetoostuse Mi-
nisteerium — 85, Plaanikomitee — 70, Metallitoodete Varustuse
EV Valitsus — 70 jne.) ning nad on paremini varustatud kaas-
aegsema arvutustehnikaga. Mitmetel praegu veel véikestel arvu-
tuskeskustel on plaanis tootajate arvu peatselt tosta iilalnimeta-
tute tasemele.

Arvutuskeskuste tarkvara analiiiisides torkab silma masin-
koodi suur iilekaal arvutite «Minsk-22» ja «Nairi» korral (kuni
90%). Keeltest on enam levinud MALGOL (TPl — 65%, AATI —
70% ja margitud mitmel teisel pingerea esimesena). Kasutata-
vuselt jargmiseks osutub VELGOL (EMMTUI, Sideministeerium,
Kiiberneetika Instituut, Plaanikomitee jt.). Arvutile «Minsk-32»
programmeeritakse SSK-s 50—709% ulatuses. Keeltest on kasu-
tusel «Minsk-22» reziimis MALGOL ja VELGOL. Viimasel ajal on
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elavat huvi tuntud FORTRAN-i &sja valminud variandi vastu,
ALGAMS-i kasutuselevott aga alles algab.

Keskmiselt kasutatakse igas arvutuskeskuses 2—3 program-
meerimiskeelt. Erandeiks on TPI arvutuskeskus oma 7 voimalu-
sega (MALGOL, VELGOL, FORTRAN, COBOL, ALGAMS, SSK,
AKI) ja Kiiberneetika Instituut kuuega (AKI, MALGOL, VELGOL,
FORTRAN, AL’GA"MS, SSK). See on ka ilmselt pohjendatav, sest
TPI tegeleb suures osas just translaatorite viljatootamisega ja
Kiiberneetika Instituudi arvutit kasutab TA instituutide tead-
laste vdga mitmekesine pere.

Arvutite kasutusala jargi jaotuvad arvutuskeskused pooleks.
Ulalnimetatud esimese rithma keskused ja osa teisest rithmast
(«Eesti Toostusprojekt», «Maaparandusprojekt», Plaanikomitee)
kasutavad arvuteid pohiliselt konkreetsete probleemide lahenda-
miseks; insener-tehnilised iilesanded, vaatlusandmete tootlemine
(AAT), tugevusarvutused («Todstusprojekt»), majandusliku infor-
matsiooni téotlemine (EMMTUI), katseandmete statistiline t66t-
lemine (Polevkivi TUI) jms. Korgemate oppeasutuste arvuteid
kasutatakse veel suures osas oppetddks.

Ulejddnud arvutuskeskused on tegelnud raamatupidamise ja
muude arveldustodde mehhaniseerimisega, aruandluste automati-
seerimisega, andmetdotlussiisteemide loomisega jms. Pohilised
toosuunad ldhemaks 10—15 aastaks on aga iiksmeelselt seotud
automatiseeritud juhtimissiisteemide valjatodtamisega.

HUVITAVAT TAISARVUDE RUUTUDEST

Arvul 13 on jargmised hdmmastavad omadused, Tema ruutl on 169. Lugedes
neid arve aga paremalt vasakule saame 31 ja 961=312 Arvu 13 ristsumma
on 4, arvu 169 ristsumma aga 16=42 Kahekohaliste arvude hulgas on veel

ainult Gks samasuguste omadustega arv. Leidke sec!

*

Naturaalarvu, mille ruut lopeb arvu endaga, nimetatakse automorf-
seks. Automorfseteks arvudeks on niiteks 5, 6, 25, 76 ja 625, sest nende ruu-
dud on 52=1R25, 62=236, 252=625, 762=>5776, 6252==390 625. Osutub, ¢t n-koha-
lisi automorfseid arve on iilimalt kaks. Leidke veel teine kolmekohaline auto-
morfne arv! Leidke 4- ja 5-kohalised automorised arvud! Néiidake, et aulomorfse
arvu esimese numbri drajdtmisel saame jdllegi -automorfse arvu! Selgilage,
kuidas on omavahel seotud samakohalised automonfsed arvud! Saab niidata, ot
leidub kuitahes suuri automorfseid arve. Néiteks ajakirjas «Ksaur», 1973, nr. 7,
k. 55 on esitatud .1035-kohaline automorfne arv, mis on leitud elektronarvuti
abil.

#*

Naturaalarvu ruut ei saa loppeda mistahes numbritega. Lihtne on veenduda,
et ruudu lopunumbriks voib olla ainult 0, 1, 4, 5 voi 9. Kui 'me nduame, et arvu
ruut 16peks kahe ithesuguse nullist erineva numbriga, siis nendeks véivad olla
ainult 44, naiteks 122=144. On olemas ka kolme neljaga loppev ruut: 382=1444.
Ei leidu aga naturaalarvude ruute, mis lopeksid nelja voi enama nullist eri-
neva ithesuguse numbriga.
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MITME ISIKU MANGUD

U. Kaasik, M. Meriste, T. Prank

Mingu normaalkuju. Kiesoleva artikli esimeses osas?! vaa-
deldud kahe isiku méingude iildistamisel méingijate arvu suuren-
damise suunas jouame iildiselt n isiku méangu moisteni. Jittes
korvale mangu defineerimise kdikude, informatsioonihulkade jms.
kaudu, ldhtume kohe matemaatiliseks kdsitlemiseks koige sobiva-
mast, nn. normaalkujust.

Tahistame méingijaid nende jarjekorranumbritega ja koigi
mangijate hulka siimboliga N={1, 2, ..., n}. Olgu iga méingija
i jaoks antud tema strateegiate 16plik hulk X; ja voidufunktsioon

Ki=Ki(t1, T2, ..., Tn),

kus iga j= N korral 7; = X;. Siis nende hulkade ja funktsioonide
siisteemi

r:{Xiv sy X‘)l; Kl, ey Kn}

nimetatakse n isiku manguks. Méangimine (iiks partii) seisneb
siin selles, et koik mangijad valivad {iheaegselt oma strateegiad

neXy, neX, ..., e Xy,
millega ongi méiidratud nende voidud
Ki(t1, 12, ...y Tn), Kol 72, ooy T)s ..y Kan(T1, T2 .., Tn).
Jargnevas me eeldame enamasti, et tegemist on nullsumma-
méanguga, s.t. strateegiate 71, 72, ..., 1, igasuguse valiku korral

"
S Ki(t1, 120 ..., Tn) =0.
=1

Karakteristlik funktsioon. Mangu definitsioonis polnud midagi
teldud selle kohta, kas méangijad voivad oma strateegiate valikut
kooskolastada voi mitte. Et sellist kooskolastamist on praktilistes
mangudes raske dra hoida (isegi kui kooskolastamine reeglitega

' 0. Kaasik, M. Meriste, T. Prank. Kahe isiku mingud. —
Matemaatika ja laasaeg, XIX, lk. 74--89.
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keelatud on!), siis vaadeldaksegi enamasti nn. kooperatiivméngu,
kus on lubatud méngijate iihinemine koalitsioonidesse.

Kui r méngijat moodustasid koalitsiooni T=1{i1, ..., i} ¥V,
siis selle koalitsiooni T ‘jacks halvima variandi korral toimub iile-
jddnud méingijate tihinemine tema vastu. Seega (halvimal juhul)
moodustub vastaskoalitsioon

1V\T={j1, ey jn—r},

mida tdhistame siimboliga —7. Eeldades koalitsioonide T ja —T
olemasolu, saame méngu [I' asemel vaadelda kahe isiku null-
summaméngu G maingijatega T ja —T. Méangus G valib méngija
T strateegia

Tr & XT:X‘i1>< <. ><X7:r’

kus tr= (%4, --., Ti,), mingija —T aga strateegia
-1 € Xr=X;, X ... XXj
kus T—T7=— (Tj,, ey Tjn_,).

Mingija T saab strateegiate sellise valiku korral voidu

Kr(tr, t-1)= X Ke(11, ..., T0),

heT
mangija —T aga (méingu nullsummalisuse tottu) voidu
K‘T(TT, ‘LLT)Z—KT(’L‘T, T—T).

Et kahe isiku nullsummaming on segastrateegiates alati
lahenduv, siis mingus G leiduvad optimaalsed segastrateegiad,
mis médravad méangu hinna v. Mingus T pole koalitsioon T
muidugi fikseeritud — seega voib mangu G hinda v vaadelda
hulgafunktsioonina v(T), mis on méaratud iga koalitsiooni T < N
korral (kaasa arvatud ka voimalused T=N ja T=, kus J
tahistab tithja hulka). Nii saadud hulgafunktsiooni v(7T) nimeta-
takse midngu I' karakteristlikuks funktsiooniks.
Karakteristliku funktsiooni vdidrtus o(T) mingi konkreetse koa-
litsiooni T korral tahendab seega summaarset voitu, mille see
koalitsioon saab endale garanteerida so6ltumatult iilejadnud mén-
gijate tegevusest.

Saab niidata, et n isiku nullsummamingu Lkarakteristlik
funktsioon v(T) rahuldab jargmisi omadusi:

1° v(N)=0,

2° v(—T)=—vu(T),

v SUT)=ov(S)+uv(T), kui SNT=g.

Omadustest 1° ja 2° jdreldub veel, et v (&) =0.

Osutub, et kehtib ka vastupidine véide, nimelt vastavalt igale
suvalise T < N korral méadratud hulgafunktsioonile v(T), mis
rahuldab omadusi 1°—3° leidub n isiku méang I, mille jaoks v(T)
on karakteristlikuks funktsiooniks. Seega voime n isiku koopera-
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tiivmingude uurimise asemel uurida nende méngude karakterist-
likke funktsioone.

Karakteristlike funktsioonide uurimisel osutub oistarbekaks
jaotada need funktsioonid kahte klassi. Voib nimelt esineda ménge,
mille korral iikski koalitsioon ei anna méngijale paremat tule-
must kui tiksinda mangimine. Sellistes midngudes kehtib mistahes:
mitteldikuvate koalitsioonide S ja T korral vérdus

v(SUT)=v(S)+v(T).

Mingu, mille karakteristlik funktsioon rahuldab seda vordust,
nimetatakse mitteoluliseks, koiki teisi méinge aga olu-
listeks mdngudeks. Et mitteolulistes méngudes koalitsiooni
astumine ei anna mangijale tdiendavat voitu, siis ei ole sellises.
mangus iildse motet koalitsioone moodustada. Seega kooperatiiv-
méin%ude seisukohalt pole mitteoluliste midngude uurimiseks iildse
vajadust. -

Ekvivalentsed méangud. Mingude ja nende karakteristlike
funktsioonide uurimisel osutub otstarbekaks kasutada strateegilise
ekvivalentsi moistet. Me nimetame n isiku minge I' ja I’ ning
vastavaid karakteristlikke funktsioone v ja v’ (mis on maéadratud
iihe ja sama maéngijate hulga N alamhulkadel) strateegili-
selt ekvivalentseteks, kui iga T< N korral kehtib seos

v(T) =co(T)+ 3¢,

kus ¢>0 ja konstandid ¢y, ..., ¢, rahuldavad tingimust Zn,’ c;=0.
=1

Konstanti ¢ voib siin tolgendada maksesiisteemi muutmise koe-
fitsiendina (nditeks rubladest dollariteks), konstanti c¢; aga fik-
seeritud maksena maéngijale i partii 16pus. Ilmselt maksesiisteemi
muutmine ega ka fikseeritud maksed ei mojuta ithegi méngija
strateegia valikut.

Strateegiline ekvivalents osutub ekvivalentsiks tavalises mot-
tes (ekvivalentsisuhe on siimmeetriline, refleksiivne ja transi-
tilvne) ja lahutab seega n isiku nullsummaméingud ekvivalentsi-
klassideks. Et strateegiline ekvivalents teostab samasuguse lahu-
tuse ka karakteristlike funktsioonide hulgas, siis voime méangude
ekvivalentsiklasse edaspidi uurida just karakteristlike funktsioo-
nide ekvivalentsiklasside kaudu.

Ekvivalentsiklassidesse jaotamine tdhendab, et me samastame
koik samasse klassi kuuluvad mingud. Seega voib iga klassi
puhul piirduda vaid {ihe konkreetse esindaja vaatlemisega.

Taandatud miang. Uldiselt voib igast karakteristlike funktsioo-
nide ekvivalentsiklassist valida suvalise esindaja, kuid tavaliselt
pitiitakse selleks leida mingis mottes lihtsaim, mida tadhistame
(7).
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Léhtudes funktsioonist o(7) tuleb sobiva esindaja leidmiseks

koigepealt médidrata konstandid ¢y, ..., ¢, nii, et kehtiks vordus
Zc,-:.O.
1=1
Selles vorduses vabaks jddnud n — | konstanti middrame seostega
v* (1) =0*(2) = ... =0"(n),

kus v*(i) =v*({i}) tdhendab karakteristliku funktsiooni vadartust
ithestainsast mangijast i koosneva koalitsiooni korral. Tdhistades
selle iihise vddrtuse siimboliga v*(i) =9, saame strateegilise ekvi-
valentsi definitsioonist

v (i) =cv(i)4c;

kohe valemid konstantide ¢; mddramiseks:
ci=yp—cu(i).
Neid vordusi liites (i=1, ..., n) leiame

O:ﬁ'ci:n;}—cﬁ'v(i)
1=1 =1
ehk
r—ni=1 OF

Seega fikseeritud ¢ korral on yp {iheselt maératud.
Karakteristliku funktsiooni omadustest 1° ja 3° jareldub, et
kehtib seos

M

Do (i) <0.

i=t
Kui selles tingimuses kehtib vordus, siis igasuguse ¢ korral p=0;
vastasel juhul saame aga konstandi ¢ alati valida nii, et p=-—1.

Me iitlemegi, et méng I' karakteristliku funktsiooniga v on taan-
datud mang, kui funktsioon v rahuldab tingimusi

v(l)=...=v(n)=y,
kus kas p=0 voi p=—1.
Vaatleme koigepealt juhtu p=0. Karakteristliku funktsiooni
omadust 3° korduvalt kasutades saame

(M=o (N+ 3 o () =" (T) = Zo™(0).

Et aga nii v*(N)=0 kui ka v*(i) =0, siis jéarelikult iga koalit-
siooni T korral v*(T)=0 ja vastava ekvivalentsiklassi iga karak-
teristiku funktsiooni korral

o (1) =co(T)+ 3 (p—co(i)) =0
ehk
v(T)= X v(i).

ieT
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See aga tdhendabki, et juhul =0 on meil tegemist mitteolu-
liste taandatud méngudega. Jarelikult oluliste taandatud
méingude korral p=—I.

Huvitav on maérkida, et kolme isiku méangude korral leidub
ainult iiks oluline nullsummamang taandatud kujul, sest karakte-
ristik funktsioon v(7T) on sel juhul vordustega

v(l)=v(2)=v(3)=—1 ja v(J)=0

tiheselt madratud. Toepoolest, nditeks v({1,2}) leidmiseks arves-
tame, et méingijatest 1 ja 2 koosneva koalitsiooni T= {1, 2} vas-
taskoalitsiooniks on —T={3} ning seega

v({1,2}) =—0v(—{1,2}) =—0v(3) =1.

Nullsummamingu lahend. Kooperatiivses n isiku médngus saab
méngija i partii tulemusena teatava summa a;, kuhu véivad kuu-
luda ka hiivitused, mistottu {ildiselt a;%=K;. Koiki antud partiis
saadavaid voite kujutab seega vektor

—

a= (a1, ..., dn).
Mirgime, et vektor a kuulub vaatlemisele ainult siis, kui iga ieN
korral kehtib seos
ai=v(i).
See seos viljendab ilmset asjaolu, et mingija astub koalitsiooni

ainult siis, kui ta sel juhul voidab védhemalt niisama palju kui
iiksinda mangides. Et mdng on nullsummaline, siis peab vektor

N
a rahuldama veel vordust

Zai=0
i==1
Me iitleme, et vektor a=(ai, ..., a») on tulemus n isiku
nullsummalises mangus I', kui ta rahuldab &sjatoodud tingimusi.

- —

Olgu a ja o’ miangu I' mingid tulemused ning T mingi koalit-
sioon (T=J). Me iitleme, et tulemus a” on koalitsiooni T jaoks

-
celistatavam tulemusest @, kui iga i<T korral a’;=a;, leidub
iw=T nii, et ¢’i,>ai, ning

Y= 3da

ieT

Viimane tingimus tdhendab, et tulemus @’ peab olema koalitsiooni
T poolt saavutatav, rohkem kui v(T) aga koalitsioon voita ei saa.
Intuitiivselt voiks mingu lahendit m01sta kui sellist tulemust

a’ mille korral ei eksisteeri ithtki tulemust «, mida eelistaks tule-
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musele ¢” vdhemalt iiks mittetiihi koalitsioon. Kahjuks aga niisu-

gust tulemust a” itheski mdngus ei eksisteeri. Saab nimelt ndidata,
et olulises mangus I" leidub alati koalitsioon, mis eelistab suvali-
sele fikseeritud tulemusele mingit teist fikseeritud tulemust. Seda
asjaolu arvestades defineeritaksegi lahend jargmiselt.

Tulemuste hulka A nimetatakse miangu I lahendiks, kui
suvalisele tulemusele viljastpoolt hulka A vihemalt iks koalit-
sioon eelistab mingit A elementi; hulga A iga kahe elemendi kor-
ral aga ei leidu koalitsiooni, mis eelistaks iiht nendest elementi-
dest teisele.

Niide. Vaatleme kolme isiku méngu, milles koik maéngijad
valivad {iksteisest soltumatult kas arvu O voi 1. Kui koigi kolme
mangija valikud langevad kokku, siis lopeb partii viigiga, s. t.
igaiihe voit on 0. Kui aga iihe méngija valik erineb iilejddnud kahe
valikutest, siis maksab ainukesena erineva arvu valinud méngija
tilejddnud kahele kummalegi summa 1.

Mingijate hulk N=/{1,2,3} voimaldab antud juhul peale tri-
viaalse eraldi mangimise kasutada ka kaheliikmelisi koalitsioone

T1={1,2}, Tz={2,3} ja T3={1,3},

sest juhtu =N pole nullsummalisuse t6itu motet vaadelda.

Koalitsiooni moodustamine tdhendab, et kaks méngijat lepivad
omavahel kokku valida igas konkreetses partiis korraga iiks ja
sama arv, mis maéaratakse nditeks juhuslikult vordsete tdendosus-
tega. Niisuguse kokkuleppe korral keskmiselt pooltel juhtudel
jdab méng viiki, pooltel juhtudel aga voidab see kaheliikmeline
koalitsioon. Koalitsiooni liikmetel on voidu matemaatiline ootus
seega kummalgi Y/, eraldi méngijal —1. Milline tulemuste hulk
on selle midngu lahendiks?

Oletame, et tekib koalitsioon Ty ja mingijad 1 ning 2 otsus-
tavad valida tulemuse

—

ar= (Y2, 12, —1).

Niilid aga méingija 3, kes on loomulikult huvitatud oma kaotuse
vihendamisest, teeb néiteks mangijale 1 ettepaneku moodustada
hoopis koalitsioon T3 ja kasutada tulemust (1,—1,0). Niiliselt
on selle ettepaneku vastuvdotmine méangijale 1 kasulik, kuid ainult
nailiselt. Nimelt voib mingija 2 niilid pakkuda méngijale 3 koa-
litsiooni Ty ja tulemust

av=(—1, s, 1}2),

millega mingija 3 ilmselt ndustuks ja kaotajaks osutub seega
kokkuvottes mangija 1. Analoogilise lopptulemuse saame ka siis,
kui lahtume koalitsioonist To voi T3 Asi seletub sellega, et vaa-
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deldava méngu lahendiks osutub tulemuste hulk A= {ai, az as},
kus lisaks eelmistele

s (e, —1, Ys).

Esitatud lithike arutelu néitab seega, et mingija, kes loobub
lahendisse kuuluvast tulemusest, saab alati kahju.

Mairgime, et kirjeldatud méang ongi ainus oluline kolme isiku
taandatud nullsummamaéang (kuigi ka monel teisiti sonastatud
méangul voib olla sama karakteristlik funktsioon).

Uldised médngud. Vaatleme n isiku iildist midngu ikka normaal-
kujul, s.t. antuna siisteemiga

F={X1y "v'y Xn; Ki, sy Kn},

kus X; tdhendab maéngija i strateegiate hulka ja K; selle mingija
voidufunktsiooni. Funktsioonide K; kohta ei esita me niiiid aga
mingeid kitsendavaid noudeid.

Interpreteerime n isiku {ildist méngu I kui n+1 isiku null-

summamangu I', tuues selleks sisse nn. fiktiivse méngija numb-
riga n4-1, defineerides

n
K71+1(Ti, Sy T'n):—:ZIKi(TI, N Tn)-
=

Muutujad 7y, ..., 7, sOltuvad reaalsete mingijate 1, ..., n tege-
vusest ja kuivord fiktiivne médngija ei tohi mojutada mingu kdiku,

siis ei soltu ka voidufunktsioonid muutujast 4. Méngu I' nime-
tame mingu I' laiendiks nullsummamanguni.

Fiktiivse méngija sissetoomisega oleme teatud mottes rikku-
nud maingija definitsiooni, sest méingijal n+41 puudub isiklik
kdaik. Me voime aga eeldada, et fiktiivsel méngijal on «valida»
ainult iiks voimalik strateegia ja seega mingu tulemus tema
tegevusest otseselt ei soltu.

Fiktiivse méngija lisamise votet voib muidugi kasutada ka
kahe isiku iildiste mangude korral. Olgu néiteks kahe isiku iildine
méing mdaidratud voidufunktsioonidega

s, kui =11, =13,
—1 tlejadnud juhtudel.

Ki(71, 12) = Ka (11, 72) = {

Laiendame selle mangu kolme isiku nullsummamanguks, vottes

K3=—K;— K». Saadud méingu karakteristliku funktsiooni o(T)
vaartused voib koik vilja kirjutada:

s()=0v(2)=—1, ov({1,2))=1, vB)=—0v({1,2})=—
v({2,3)) =—0(l)=1, 0({1,2,3}) =—0(Q) =0.
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Siit ndeme, et saime iilalvaadeldud néites esitatud méngu, kus
méngijate 1, 2 ja 3 osad on taiesti vordsed — voitlus kdib kahe-
liikmeliste koalitsioonide moodustamise eest. Fiktiivse mangijaga
pole aga reaalses mangus voimalik koalitsiooni astuda, sest tege-
mist on vaid matemaatilise vottega iildise mingu lahendamiseks.

Seega lisaks noudele, et mingu I" tulemus ei tohi soltuda fiktiivse
méngija strateegiast, ei voi ka lubada fiktiivsel maéangijal osa
votta koalitsioonidest. Toodud lisanoudega vélistame vdimaluse,

et fiktiivne méngija kaudselt midngu tulemust mojutab. Méingu r
mingit lahendust niisuguse lisanoude korral nimetatakse disk-
rimineerivaks lahenduseks méangija n+1 suhtes.

Uldiste mingude uurimine. Me nimetame n isiluj iildise
mangu I' karakteristlikuks funktsiooniks v tema laiendi I' karak-

teristliku funktsiooni v ahendit hulgale N={1, 2, ..., n}. Nii saa-
dav funktsioon v ei rahulda enam nullsummaméngu karakterist-
liku funktsiooni omadusi 1° ja 2° kuid kehtima jdavad omadused
v () =0
ja
v(SUT)=uv(S)+o(T), kui SNT=9..

Analoogiliselt nullsummamaingudega saab nididata, et iga neid
tingimusi rahuldava hulgafunktsiooni v korral leidub selline
iildine mang I', millele funktsioon v on karakteristlikuks funkt-
siooniks.

Samuti nagu nullsummaméngude korral eristatakse olulisi ja
mitteolulisi iildisi madnge ning samaks jddb ka strateegilise ekvi-
valentsi moiste. Ekvivalentsiklassi esindaja v’ valitakse iildiste
méngude korral tingimustega

v (N)=0; v(1)=0v'(2)=...=0"(n) =y,
kus p=0 voi p=--1.
Uldise mangu I' laiendi I tulemused voib esitada kujul

—

= (ai, ey On, ‘an+1) »

kusjuures peab kehtima vordus

n
2 = —0m 1

=1

ja olema rahuldatud loomulikud nouded

ai=o(i) (i=1, ..., n),

Sa<—on+)=o({l, ..., n}).

=1
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Esimene nendest nouetest tdhendab, et iikski reaalne mingija ei
ole nous véitma vahem sellest, mis ta on suuteline ilma koalit-
siooni astumata endale kindlustama. Teise noude kohaselt ei saa
tkski tulemus anda koigile reaalsetele mingijatele suuremat
voitu, kui nad saavad koalitsioonis {1, ..., n}.

Uldise mangu I' lahendiks nimetatakse mangu 7' lahendi
niisugust alamhulka A, kus iga e= (a4, ..., an, an+1) = A korral

An+1—70 (n-l— 1 )
ehk

iémzv({l, ..., n}).

Kohtunikuskeem. Mitme isiku mangude teoorias on oluline
osa karakteristliku funktsiooni moistel. Paraku ei too aga karak-
teristlik funktsioon alati esile koiki méangule iseloomulikke jooni,?
muuhulgas ei arvesta see nditeks &dhvarduste voimalusi. Juba
manguteooria loojad J. Neumann ja O. Morgenstern juhtisid
tdhelepanu niisugustele puudustele ja avaldasid lootust, et hiljem
leitakse parem lahendus. Uhe voimaliku lahendusena ongi esi-
tatud nn. kohtunikuteooria.

Vaatleme kidesoleva artikli esimese osa 10pus esitatud kahe
isiku tldist mdngu maatriksiga

( (1; 10) (—2; —10))
(—10; —2) (10; 1)/

Selle mangu karakteristlikul funktsioonil on jdrgmised vaartused:
v(l)=—2, v(2)=—2, v({l, 2})=I11.

Seega ka karakteristliku funktsiooni pdhjal otsustades on mén-
gijad néiliselt vordses seisukorras, kuid ainult néiliselt. Osutub,
et méngija 2 saab dhvardusega sundida mangijat 1 valima stra-

teegia n‘, sest tema dhvardus on tunduvalt efektiivsem, vorreldes
méingija | dhvardusega. Kui mangija 1 ei noustu nimetatud stra-
teegiat valima, siis peaks maingija 2 dhvarduse tdide viima, teki-
tades sellega mblemapoolset kahju. Teiselt poolt on teada, et kui
dhvardusi kunagi ei realiseerita, siis kaolavad need oma jou ja
dhvardatav keeldub hiivitust maksmast.

Kirjeldatud olukorrast véljapdédsu leidmiseks on maéngijail
moistlik kasutada erapooletu isiku — kohtuniku abi. Kohtuniku
iilesandeks jddb konflikti diglane lahendamine. Tekib ainult prob-
leem, millist lahendust tuleb lugeda oiglaseks.

2 Vastava ndite voib leida raamatust: O x. Max-Kunucu Bsenpennc
B teopuio urp. M., 1960, ctp. 396—398,
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Ilmselt ei tohi kohtunik lahendada iga iiksikut konflikti eraldi,
vaid peab tegutsema teatud iildiste pohimotete jargi, mis peavad
olema rakendatavad koigi sellelaadiliste konfliktide korral. Seega
peab kohtunik kasutama eeskirjade siisteemi, mis seab igale voi-
malikule juhule (kus kohtuniku abi iildse vajatakse) vastavusse
ithese lahenduse, s.t. madaidrab iiheselt méngijate voidud. Sellist
eeskirjade siisteemi nimetame kohtunikuskeemiks.

Esitame siinkohal moningad nouded kohtunikuskeemile, pida-
des aga silmas, et voimalusi kohtunikuskeemi iilesehitamiseks on
mitmeid: kasutada voib ju koiki kohtunikuskeeme, mis on koigile
mangijatele vastuvoetavad. Skeem peab iildiselt rahuldama jarg-
misi noudeid.

1. Kohtuniku poolt viljakuulutatud lahendus peab andma igale
mangijale vidhemalt nii suure voidu, kui ta on voimeline endale
kindlustama koalitsiooni astumata (méngijale i vdhemalt v (i)).
Seejuures ei tohi eksisteerida sellist tulemust, mida koik man-
gijad eelistaksid kohtuniku poolt pakutavale lahendusele.

2. Koik printsiibid skeemis peavad olema vordselt rakendata-
vad koikidele méngijatele.

3. Kohtuniku lahendus peab kajastama &hvarduste efektiiv-
sust.

4, Kahe strateegilises mottes «ldhedase» midngu lahendused
(kohtuniku otsused) peavad olema samuti ldhedased.

Tulles tagasi eespool kirjeldatud ndite juurde, mairgime, et
koige tunnustatuma skeemi korral peaks kohtunik méangijaile pak-
kuma tulemust (1,5; 9,5), mis ndib olevat koige paremini koos-
kolas miangijate dhvarduste efektiivsusega.

KUS ON VIGA?

Kiisimusele, kas ruutvorrandil saab olla rohkem kui 2 lahendit, vastate arva-
tavasti eitavalt. Aga kas selline vastus on ikka dige?

Vaatleme vorrandit
(C-Qx—b) (—bjr—o (—aE—0
(c—a)(c—b) (a—b)(@a—c)  (b—a)(b—c)

milles @, b ja ¢ on kolm erinenvat arvu. Asetame worrandisse x=a. Siis esi-
mene ja kolmas liidetav worduvad nulliga ning teine iihega. Seega x=a on
vorrandi lahendiks. Analoogiliselt kontrollime, et ka x=0 ja x=c on selle
vorrandi lahenditeks. Seega oleme moodustanud ruutvorrandi, millel on vihe-
malt 3 erinevat lahendit! Selgitage, millest tekkis see vastuolu!

60



UHEST UUEST MITTELINEAARSE PLANEERIMISE
MEETODIST

I. Mauer

Iga toeline edu matemaalikas on
alati seotud siigavamale, tabavamate,
lihtsamate meetodite leidmisega, mis
haaravad endasse eelnenu ja heida-
vad kérvale endised liiga keerulised
arutlused.

David Hilbert

Viimasel aastakiimnel on paljude matemaatikute joupingutu-
sed olnud suunatud mittelineaarse planeerimisiilesande lahendus-
meetodite leidmisele. Viljatdotatud meetoditest on enam tuntud
voimalike suundade meetodid, Lagrange’i funktsioonil baseeruvad
meetodid ehk hindade meetodid ja trahvifunktsioonide meetodid.
On hea, et korvuti nende meetodite vdidrtustega on niiiid formu-
leeritud ka nende puudujiigid; see aitab matemaatikutel selge-
piirilisemalt kujundada oma taotlusi uurimustes. Uhest onnestu-
misest sellel pinnal tulebki juttu jargnevas.

Senini «Matemaatika ja kaasaja» veergudel kasitletud mitme-
sugustest lineaarse planeerimise iilesannetest erineb kiesolevas
vaatluse alla tulev iilesanne selle poolest, et see sisaldab véhe-
malt {ihe mittelineaarse avaldise. Nii seisneb mittelineaarse pla-
neerimise iilesanne mingis eukleidilise ruumi piirkonnas (mis voib
olla madratud vorratustega, vorranditega, tabeliliselt jne.) nii-
suguse vektori (plaani) x* leidmises, mis minimiseerib funkt-
siooni f(x) selles piirkonnas. Kisitluse konkreetsuse ning lihtsuse
mottes vaatleme iilesannet, mille piirkond on esitatud m vorran-
dist koosneva siisteemi g(x) =0 abil.

Kasutame vaadeldava iilesande tahistamiseks jargmist kirju-
tusviisi:

x*:min[] (x)] g (x) =0).

Olgu funktsioon f(x) ning vektorfunktsioon g(x) sellised, et
|ahteiilesandel ning jargnevas esitatavate meetodite koigil mini-
miseerimisiilesannetel on olemas lahendid.
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Enne vaadeldava iilesande uue lahendusmeetodi kirjeldamist
on otstarbekohane tutvustada selle iilesande kahte varemtuntud
lahendusmeetodit.

A. Esitame Uzawa meetodi — iithe Lagrange’i kordajate ehk
hindade meetoditest. Meetodi ileratiivne protsess seisneb jérg-
nevas:

xntomin[f () + (97, 8 (%)) 1,
yrH=yrtag(x"t), a>0,

kus m-mootmeline arvmuutuja y tadhistab Lagrange’i kordajaid
ehk hindu ning @ — sobivalt valitud skalaari.

See meetod koondub?! vaid kiillaltki tugevatel eeldustel ning
ehkki koondub lokaalselt geomeetrilise progressiooni kiirusega,
voib koondumise kiirus olla viga viike. Peale selle on skalaari «
valik voi sobivalt muutmine seotud suurte raskustega. Analoogi-
lised puudujddgid on iseloomulikud ka teistele hindade meeto-
ditele.

B. Kirjeldame iihte trahvifunktsioonide meetodit. Meetodi n-
ndal iteratsioonil leiame

X" min [f(x)—l—% Ko llg (%) 112 ] K,>0,

kus trahvikordaja K,—-oco, kui n—oo.

See meetod koondub avaratel eeldustel, kusjuures kehtib hin-
nang |lx* — x*|<<C/K, (C — mingi konstant). Meetodi puudu-
seks on aga asjaolu, et trahvi K, kasvades minimiseeritav trahvi-
funktsioon muutub iiha «kuristikulisemaks», mistottu tema miini-
mumpunkti leidmise protsessid koonduvad iiha halvemini. Selline
puudus on ka teistel trahvifunktsioonide meetoditel.

Edasi uuest meetodist, mis kujutab endast kahe eespool kirjel-
datud meetodi kombinatsiooni. See meetod on formuleeritud vii-
mastel aastatel iheaegselt rea autorite poolt; seda hindade mee-
todite ja trahvifunktsioonide meetodite puuduste analiiiisi ning
teoreetilise motte seadusparase arengu tulemusena. Koos vastava
range pohjendusega on Moskva matemaatikud? teinud ettepaneku
nimetada uut meetodit {rahvi-hindade meetodiks. Samuti antakse
nende t66s esimesena meetodile koondumishinnangud, asendades
tema n.-6. «komponentmeetodite» teoreetilised arutlused uute,
tdiuslikumatega.

! Meetodi koondumise all mdistame piirprotsessi x"—x* n—oo kehtimist.

2 B. T. lMMoasak, H. B. Tpervaxon. Meron wrpadibix OueNOK A5
3a1a4 Ha ycaOBIDLIA 3KcTpeMyM. — JKypiasa BbluHMcJ. MaTeM. H MaTeM. (DH3UKM.
1973, . 13, Ne I, crp. 34—46.
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Kirjeldame trahvi-hindade meetodit. Meetodi iteratiivne prot-
sess seisneb jargnevas:

Xt min[ f(x) +% Kn llg (x) 17+ (97, & (%)) ]

yn+1:yn+Kng(xn+i), Kn>0’

kusjuures kordaja K, valikuks on antud suur vabadus. Koige
lihtsama meetodi variandi saame, kui votame K,=K=—const.

[lmselt voib seda meetodit vaadelda kui Uzawa tiiiipi hindade
meetodit, rakendatuna modifitseeritud Lagrange'i funktsioonile,
lkuid vbib vaadelda ka kui trahvifunktsioonide meetodi modifikat-
siooni.

On toestatud, et teatud eeldustel vaadeldav meetod koondub
lahendi x* {imbruses mitte aeglasema kui geomeetrilise progres-
siooni kiirusega, kusjuures progressiooni tegur on tehtav kuitahes
vaikeseks kiillalt suure trahvikordaja valikuga, s.o. meetod koon-
dub seda kiiremini, mida suurem on valitud K,. Et aga trahvi
K, suurendamisega kaasneb minimiseeritava funktsiooni muutu-
mine «kuristikulisemaks», siis meetodi rakendamise kidigus on
vaja vastavalt saadud arvutustulemustele kas suurendada voi
vdhendada trahvikordajat. Kui miinimumpunkti x7t' leidmis-
protsess valitud minimiseerimismeetodi korral koondub liiga
aeglaselt, tuleb kordajat K, vdhendada. Kui punkt xnt! leitakse
kergelt, kuid meetod tervikuna koondub halvasti, siis tuleb korda-
jat K, suurendada. On nédidatud, et niisugune trahvikordaja
muutumise protsess stabiliseerub, s.0. Kn=K, kui n=N.

Nagu eelnenust jédreldub, oleme uue meetodi ndol saanud
meetodi, mis on vaba neist puudustest, mis on iseloomulikud
hindade meetoditele ja trahvifunktsioonide meetoditele ning mil-
lised leidsid markimist eespool. Seega annavad senised uurimused
pohjust pidada trahvi-hindade meetodit perspektiivseks, kuid
otsustava sona meetodi hindamisel {itleb praktika. Momendil ei
ole kahjuks veel joutud sellega kiillaldaselt eksperimenteerida,
kuid esimesed katsetused on olnud edukad.

Lopuks juhime lugeja tdhelepanu veelkord asjaolule, et vaat-
lesime niisugust planeerimisiilesannet vaid lihtsuse méttes. Trahvi-
hindade meetod on formuleeritud ning seda on uuritud ka juh-
tudel, kui iilesande piirkond on antud vorratustega, seda on
uuritud lineaarse planeerimisiilesande korral ning on néaidatud
voimalusi selle modifitseerimiseks.
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LOBATSEVSKI GEOMEETRIA

K. Ariva
V GEOMEETRIA JA REAALNE RUUM

Kéesolevaga loppeva artikliseeria eelnevates osades! vaatle-
sime LobatSevski geomeetria tekkimist ja selgitasime lihtsamaid
vahekordi selles geomeetrias. Nagu markisime, ei leidnud uus
geomeetria LobatSevski eluajal tunnustust. Liiga kaugele oli
LobatSevski mote ette joudnud oma kaasajast. 19. sajandi esi-
mesel poolel ei ndhtud veel mingit vajadust teise, Eukleidese
omast erineva geomeetrilise siisteemi jidrele. Niisugune siisteem
tundus peaaegu koigile tolleaegsetele matemaatikutele ebateadus-
liku, tarbetu ja arutu fantaasiana. LobatSevskil endalgi ei onnes-
tunud tdiesti rangelt toestada, et tema elutdd on uus, loogiliselt
laitmatu teaduslik teooria. Mahavaikimisele ja pilkele sai ta vastu
seada vaid vankumatu subjektiivse veendumuse, mis tugines uue
geomeetria {iha ulatuslikumal véaljaarendamisel ja rakendamisel.

Jargnevalt vaatleme loogilist pohjendust, mis viis LobatSevski
tecoria tunnustamisele, ning selgitame selle teooria asendit ja
osatdhtsust mitmesuguste geomeetriate siisteemis.

Uks ruum — kaks geomeetriat?

Meenutame, et esimene mitteeukleidiline geomeetria tekkis
katsetest paralleelsirgete aksioomi vastuviiteliselt toestada. Vastu-
pidiselt Saccheri, Lamberti ja Legendre’i lootustele ei joutud selle
toestusega kuidagi 16puni. Vastuvditelisest oletusest tehtud jarel-
duste hulk aina kasvas, kuid oodatavat vastuolu ei ilmunud.
Gauss aimas ning LobatSevski ja Bolyai deklareerisid, et mingit
vastuolu ei olegi oodata, sest saadud jarelduste siisteem on uus
geomeetria. Tosi kiill, paljud vahekorrad selles geomeetrias on
teravas vastuolus meie harjumuspédraste kujutlustega. Kuid tea-
duses ei kolba kujutlusvoime kohtunikuks. LobatSevski pdevil oli
veel vidga raske sellist arusaama omaks vétta; tdnapédeval ei
hdmmasta kujutlusega mittehaaratavad tosiasjad enam kedagi.

! Matemaatika ja kaasaeg, XII, XIII, XIV, XV, XVI ja XVIIL
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Pakub ju néiiteks tuumafiiiisika kuhjaviisi todesid, mida keegi
(veel) ei suuda kujutleda. Pealegi on kujutlusvoime treenitav.
Nagu kinnitas nimekas noukogude matemaatik V. F. Kagan, saab
kiillaldaselt siivenedes ja harjutades kujutleda LobatSevski maa-
ilma niisama selgelt kui koolis omaseks muutunud eukleidilist
ruumi.

Oigupoolest ei olegi raske esitada LobatSevski geomecetriat
nii, et peamised selles kehtivad vahekorrad on kujutatavad lihtsal
joonisel ning on sealt haaratavad 1ihe pilguga. Nagu meie
jutustuse eelnevast osast? selgus, saab LobatSevski tasandi «kaar-
distada» — nimelt kujutada vabalt valitud ringi sisepunktide
hulgana. Selleks tuleb vaid sobival viisil defineerida sirge ning
meetrika pohimoisted — kaugus kahe punkti vahel ja nurk kahe
kiire vahel. LobatSevski tasandi® sellise mudeli koostas saksa
matemaatik F. Klein 1871. aastal.

Me kasutasime kirjeldatud mudelit LobatSevski planimeetrias
csinevate seoste nditlikustamisel. Kuid selle mudeli tdhendus on
funduvalt siigavam ja eesmdrk ulatuslikum. Kleini mudel on vii-
mane liili, mida Lobat8evski otsis: selle mudeli olemasolu muudab
l.obatSevski subjektiivse veendumuse objektiivseks toeks. Nimelt
ilmneb mudelist, et Eukleidese (s.t. harilikul, koolis vaadeldawval)
tasandil leiduvad objektid ja nende objektide vahelised scosed,
mille puhul kehtivad koik LobatSevski planimeetria aksioomid,
jarelikult ka koik teoreemid, mis kuuluvad LobatSevski planimeet-
riasse. Siinjuures on oluline, et mudelis LobatSevski aksioomid
oigupoolest ei olegi enam aksioomid, vaid teoreemid, mille toesus
tuleneb Eukleidese tasandil kehtivatest vahekordadest. Seega saab
l.obatSevski geomeetria algmoisteid nii tolgendada, et LobatSevski
planimeetria aksioomid osutuvad loogilisteks jareldusteks Euklei-
ese aksioomidest.*

Viimasest markusest jareldub, et iga loogiline vasturddkivus
LobatSevski geomeetrias on samaaegselt loogiline vasturdakivus
ka Eukleidese geomeetrias. Selgitame seda vahekorda veidi pike-
malt. Oletame, et LobatSevski teoorias on mingi loogiline vastu-
olu, s.t. et selle teooria arendamisel voib jouda mingi kahe teine-
teist eitava toese lauseni

A on B ja A ei ole B.

See vastuolu peab sisalduma ka Kleini mudelis, sest selles kehtib

2 Matemaatika ja kaasaeg, XVIII, lk. 74.

% Analoogiliselt saab LobatSevski ruumi kujutada kera sisepunktide hul-
ild}rll? Seepirast kehtivad jidrgnevad mirkused ka LobatSevski stercomeetria
cohta.

4+ Ei maksa arvata, et selline vahekord tdhendab loogilist vastuolu., Tasi,
liukleidese geomeetria aksioomidest, mille hulka kuulub ka paralleelsirgete
sksioom, jareldub mudelis viimase eitus — Lobat3evski aksioom. Kuid nendes
inksioomides on siin juttu erinevatest objektidest: sirgeteks mudelis (s. t.
l.obatSevski tasandil) ei ole sirged Eukleidese tasandil.
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kogu LobatSevski planimeetria. Kuid iga vastuolu Kleini mudelis
on iihtlasi vastuolu Eukleidese geomeetrias, sest see mudel on
osa Eukleidese tasandist.

Siit ilmneb, et kui LobatSevski ja Bolyai eksisid ning paral-
leelsirgete aksioomi vastuviitelisel toestamisel tehtud jéreldused
ei moodusta uut geomeetrilist siisteemi (sest paralleelsirgete
aksioom on vastuviiteliselt toestatav), siis eksis ka Eukleides —-
tema geomeetrias on siis loogiline vasturddkivus ja ka see geo-
meetria lakkab olemast teaduslik teooria.® Tulemus on esimesel
pilgul paradoksaalne, kuid loogiliselt paratamatu: kui me ei loe
LobatSevski geomeetriat loogiliselt korrektseks, siis ei tohi me
tunnustada ka Eukleidese aastatuhandetevanust siisteemi.®

Eukleidese geomeetria loogilises korrektsuses ei ole mingit
pohjust kahelda. (Pealegi ilmneb Eukleidese geormieetria aritmee-
tilisest mudelist?, et kahelda Eukleidese siisteemis tdhendaks
kahelda reaalarvude teoorias, seega peaaegu kogu matemaatikas.)
Kui aga Eukleidese geomeetria on loogilise vastuoluta, siis —
nagu asja selgus — peab seda olema ka LobatSevski geomeetria.
Tuleb seepdrast tunnustada kahe erineva geomeetrilise siisteemi
olemasolu ja leppida sellega, et puhtloogiliselt ei ole mingit alust
eelistada iihte nendest teisele. LobatSevski geomeetria loogilisest
korrektsusest omakorda jareldub, et Eukleides talitas digesti, vot-
tes oma V postulaadi pohilauseks. Seega tunnustades LobatSevski
geomeetriat kuulutame iihtlasi 16plikult lahendatuks inimvaimu
vaevanud igivana iilesande — V postulaadi probleemi.

On muidugi meeltiilendav teada, et kuulus probleem on lahen-
datud. See kinnitab moodsat veendumust, et teadus lahendab iga
korrektselt piistitatud probleemi, kui selleks vaid kiillaldaselt aega
antakse. Kuid keeruka iilesande lahendus tavaliselt tekitab rea
uusi kiisimusi. Nii on lugu ka V postulaadi probleemiga. Selle
lahendus eeldab kahe erineva geomeetrilise siisteemi voimalikkust.
Aga geomeetria kirjeldab ju reaalset ruumi ja ruumil ometi on
(soltumatult meie motlemisest) ainult {iks struktuur. Kuidas siis
seletada seda, et ruumi kirjeldavad kaks erinevat geomeetriat?
Kuidas saavad need geomeetriad molemad olla loogiliselt kor-
relitsed? Millest on tingitud nende nii tihe seos teineteisega, et
tunnustades iiht oleme (loogiliselt) sunnitud tunnustama ka teist?
Kas leidub veel teisi geomeetriaid peale kahe senivaadeldu?

Selleks, et vastata nendele kiisimustele, on tarvis veidi jarele
motelda geomeetria ja selles kasutatava meetodi file.

5 Viiksem oOnnetus siinjuures on see, et kui meie oletus on oige, siis
luges Eukleides aksioomiks 1Gestatava lause.

6 Lisame, et kehtib ka vastupidine’ seos. Eukleidese geomeetria jaoks
omakorda saab chitada mudeli LobatSevski geomeetria vahenditest. Scepéirast
tdhendab iga loogiline vastuolu Euklcidese siisteemis (ihtlasi vastuolu Kka
LobatSevski teoorias. Jidrelikult on need kaks geomectriat sisemise loogilise
kooskolalisuse mottes samavéirsed.

7 Matemaatika ja kaasaeg, XVIII, 1lk. 70.

66



Téapsus, mida ei saa iiletada

Eristame geomeetria kui teatava matemaatilise teooria geo-
meetria rakendustest. Geomeetrias tuletatakse niiteks kolmnurga
nindala valem; leides moo6tmise ja arvutamise teel mingi kolm-
nurgakujulise plaadi pindala, rakendatakse seda teoreetilist tule-
must. Geomeetria rakendused geomeetriasse digupoolest ei kuulu,
chkki koolitunnis tuleb tegelda segildbi nii teooria kujundamisega
kui ka selle rakendamisega.

Olles sel viisil vélja eraldanud geomeetria kui puhta teooria,
paneme tdhele, et juba koolikédsitluses ilmneb geomeetria tule-
muste iildisus ja absoluutne tdpsus. Kui puuduks teooria ja nii-
{cks kolmnurga sisenurkade summat saaks maédidrata ainult katse-
liselt, mootmise teel, siis jddks tdpne vdidrtus vaatlusest korvale
ja koigi kolmnurkade kohta kdiva otsustuse saaks sonastada vaid
oletusena. Eukleidese geomeetrias aga nédidatakse, et selles geo-
mectrias kehtivatel eeldustel peab vaadeldav summa olema tapselt
180° igas kolmnurgas — ehkki kolmnurkade hulk on l6pmatu ja
nurida eraldi iga kolmnurka on voimatu.

Selgitame, millest tuleneb geomeetriliste todede niisugune iildi-
sus ja tdpsus.

Geomeetria tekkimisele eelnes geomeetrilise sisuga moistete
kujunemine. Seda geomeetria eelajalukku kuuluvat protsessi kor-
dab opetamine koolis. Eseme vaatlemisel tekib ja sdilib teadvuses
kujutlus sellest esemest. Vorreldes milmesuguseid esemeid ja
samuti kujutlusi nendest, opitakse eraldama kuju poolest sama-
laadsete esemete hulki. Samakujuliste esemete vaatlemisel jée-
takse siis korvale ko&ik, mille poolest need esemed voivad {iiks-
teisest erineda (aine, kaal, varvus jne.), ja sédilitatakse teadvuses
ainult nende fiihised tunnused. Sellise abstraheerimisprotsessi
kaudu kujunevadki teadvuses moisted, nagu kolmnurk, roépkilik,
prisma, piramiid jne. Geomeetrilise sisuga moiste niisiis iihendab
endas koik selle ja ainult selle, mis on teatava hulga elementidel
kuju poolest tihist. Nagu siit ndhtub, on moiste kujunemine seo-
tud hulga moodustamisega; moiste on teatava hulga kokkuvote.
Néiteks moiste kolmnurk votab kokku koigi kolmnurkade hulga.

Geomeetria sai alguse Antiik-Kreekas 6. sajandi paiku e.m.a.
tehtud avastusest, et geomeetrilise sisuga moistete vahel esinevad
seosed, mis voimaldavad neid moisteid iiksteisest tuletada. Moiste
uurimine, selle «loogiline to6tlus» algab kirjeldamise ja definee-
rimisega. Moiste kirjeldamisel antakse teada méistena
kokkuvoetava hulga elementide moéned tdhtsamad omadused.
Mbiste kirjeldust nimetatakse moiste definitsiooniks, kui
selles sisalduvatest andmetest saab jareldada vaadeldava hulga
clementide koik ithised omadused. Lisaks noutakse, et definitsioon
¢i tohi sisaldada midagi liigset, s.t. tingimusi, mida saab jarel-
dada teistest selles esinevatest andmetest. Naiteks lause roopkiilik

67



on nelinurk, mille vastaskiiljed on paralleelsed, on definitsioon,
sest sellest saab tuletada rodpkiiliku koik iilejddnud omadused,
s. t. koik omadused, mis on igal rodpkiilikul.®

Moiste defineerimisel ndidatakse hulk, millesse defineeritav
objekt kuulub, ja lisatakse tingimus, mis eristab selle objekti
vaadeldava hulga koigist teistest elementidest. Moistet, mis maa-
rab hulga, milles definecritav objekt sisaldub, nimetatakse soo-
moisteks. Tingimust, mis eristab defineeritava objekti sellc
hulga teistest elementidest, nime-
tatakse liigitunnuseks. Liigi-
tunnus esitatakse iihe voi mitme
seose (relatsiooni) kaudu. Roop-
kiiliku definitsioonis on soomois-
teks nelinurk ja liigitunnuseks
vastaskiilgede paralleelsus. Et ka
defineeritav moiste votab kokku
teatava hulga, siis tdhendab defi-
neerimine osahulga véljaeralda-
mist hulgast, mille méiirab soo-
moiste (joon.1). On muidugi selge,
et moiste defineerimisel teiste mois-
tete kaudu peavad viimased (s.t.

Joonis 1. soomdiste ja liigitunnuses esine-
vad seosed?) ise olema eelnevalt
defineeritud.

Moistete uurimisel tehakse jdreldusi nende definitsioonidest.
Tédhtsamaid jareldusi nimetatakse teorecemideks. Peale mois-
tete defineerimise on geomeetri pohiiilesandeks teoreemide toesta-
mine, s.t. nditamine, et lisanduvad teoreemid jarelduvad definit-
sioonidest ja juba toestatud teoreemidest. Seejuures ilmnevad
moistete vahel iiha uued seosed, mille uurimine ongi geomeetria
eesmark.

Eelnevatest markustest ilmneb, et geomeeter ei uuri reaalseid
eseimeid, vaid abstraktseid moisteid; ta ei modda ega eksperimen-
teeri, vaid ainult arutleb loogiliselt; ta ei vaatle konkreetseid
iiksikjuhte, vaid hulki, mille «iildelementideks» on mdisted; ta
otseselt ei uuri oma otsustuste vastavust tegelikkusele, wvaid
piiiab kindlaks teha nende loogilise jiarelduvuse celnevalt tun-
nustatud lausetest. Seepdrast ongi geomeetri otsustused alati

Nelinurgad

Rodpkilikud

8 Moistet saab dildiselt mitmel viisil defineerida, kasutades erinevaid
soomdisteid ja liigitunnuseid. Ndiiteks saab roopkilliku vilja eraldada neli-
nurkade hulgast, ndudes vastaskiilgede kongruentsust voi vastasnurkade
kongruentsust voi diagonaalide poolitumist 16ikepunktis jne. Asendades senise
definitsiooni uuega muudame senise definitsiooni tdestamist wvajavaks teo-
reemiks.

8 Meenutame, et koolikdsitluses on seos kahe hulga clementide vahel
samuti hulk, nimelt osahulk nende hulkade ristkorrutises.
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fdpsed ja kehtivad uldiselt, s.t. vaadeldavate hulkade koigi ele-
mentide puhul.

Definitsioon, mis sisaldab kogu geomeetria

Geomeetria kui teaduslik teooria kujunes 5. ja 4. sajandil
can.a., mil kreeka motlejatele selgus, et geomeetrilise sisuga
lausete (definitsioonide ja teoreemide) kogumi saab esitada {ihtse
loogiliselt jarjestatud siisteemina. Mitmetest siistematiseerimis-
lkatsetest osutus parimaks ja jattis- koik teised varju Eukleidese
100, mistottu kujunenud siisteemni nimetataksegi Eukleidese geo-
meetriaks.

Ehkki Eukleidese siisteemi loogiline rangus oli paljude aasta-
sadade véltel tiiletamatuks eeskujuks igasugusele teaduslikule
motlemisele, esinevad selles siiski puudused, mida Opiti moistma
ja korvaldama alles 19. sajandil. Pohiline raskus tekkis Euklei-
desel monede moistete defineerimisel. Moisteid jarjestades joudis
ta (samuti nagu teised kreeka geomeetrid) otsusele, et esmasteks
moisteteks, mille uurimisest peab algama geomeetria, on punki,
sirge ja tasand. Niisiis peaksid geomeetria ldhtekohaks olema
nende moistete definitsioonid. Eukleidese «Elemendid» algavadki
definitsioonidega. Piirdume siin mone néitega.

1. Punkt on see, millel ei ole osi.

2. Joon on pikkus ilma lajuseta.

3. Sirge on joon, mis asetseb iihteviisi koigi oma punktide
suhtes.

Ukski nendest lausetest ei saavuta eesméarki. Lauses 1 puudub
soomoiste 1 ja koigis lausetes on kasutatud moisteid, mis ise
vajavad veel defineerimist. Jooneks (nagu tdnapdeval on selgu-
nud) voib osutuda ka selline punktihulk, mille puhul lause 2 ei
kehti. Lause 3 on niivord dhmane, et on raske moista, mida
Eukleides sellega motles. Koigi esitatud (ja Eukleidese monede
leiste) «definitsioonide» pohipuuduseks on aga see, et neid ei
saa aluseks votta punktide ja sirgete uurimisel — neist ei saa
midagi olulist jdreldada. Ka Eukleides ise ei osanud neid lauseid
oma jargnevates mottekdikudes kasutada.

Tuleb tunnustada (ja selleks andis kiillaldase aluse juba
Aristotelese formaalne loogika), et antud teooria k&iki mdisteid
¢i ole voimalik defineerida teiste sellesse teooriasse kuuluvate
moistete kaudu. Iga selle-eesmirgiline katse tekitab paratamatult
loogilise ringi: 1oppkokkuvottes moiste defineeritakse moiste enda
kaudu. Antud teooriasse kuuluvate mdistete hulk peab jagunema
kaheks osahulgaks: 1) algmoisted, mida ei defineerita teiste
scllessse teooriasse kuuluvate moistete kaudu, 2) tuletatud

10 Seepirast voib punktiks lugeda niiteks vaprust voi isekust.
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moisted — defineeritakse algmoistete ja nende abil defineeri-
tud moistete kaudu.

Algmoistete vajalikkusest kerkib probleem, mille lahendust
Eukleides ei ndinud, ehkki see tal osaliselt kdes oli. Kui teooria
esimesed moisted on defineerimata, seega sisuliselt fikseerimata,
siis puudub vajalik ldhtekoht ka jargnevate moistete defineeri-
miseks. Toepoolest, kui esimesed moisted ei médra mingeid
kindlapiirilisi hulki, siis ei ole millestki vélja eraldada osahulki,
mille «iildelementideks» on jargnevad moisted. Seepédrast tuleb
véimatu muuta voimalikuks: loogiliselt jarjekindlas teoorias peab
iga moiste olema defineeritud.

Lahendus, mis leiti alles 19. sajandi lopul, on lihtne nagu
koik, mida selgesti moistetakse. Meenutame, et moiste defineeri-
mine tdhendab hulga moodustamist. Hulga moodustamiseks on
tarvis eeskirja, mis voimaldab iga objekti puhul otsustada, kas
see kuulub sellesse hulka voi mitte. Moiste defineerimisel soo-
moiste kaudu vaadeldakse vaid teatava eelnevalt uuritud hulga
elemente ja nédidatakse, missugusel tingimusel need kuuluvad
moodustatavasse hulka. Kuid on voimalik toimida iildisemalt,
nimelt eraldada noutavad objektid mistahes, s.t. koigi objektide
hulgast. Hulka mééravad tingimused tuleb ka niiiid valjendada
mingite seoste abil. Et aga sellisel ldhenemisel soombiste puudub,
siis ei saa need seosed olla eelnevalt 1dbi uuritud. Seepérast saab
kogu informatsioon nende seoste kohta sisalduda vaid samades
hulka maaravates tingimustes. Niisiis peavad pistitatavad tingi-
mused iihteaegu defineerima nii hulga kui ka seosed selle ele-
mentide vahel.

Kirjeldatud tiiiipi definitsioon meenutab Miinchhauseni kange-
lastegusid. Teatavasti rebis see kuulus luiskaja oma juuksepatsi
pidi soomiilkast vélja nii enda kui ka oma hobuse. Et niidata,
kuidas niisugune {iritus on geomeetrias voimalik, esitame euklei-
dilise planimeetria ldhtedefinitsiooni, mis péarineb saksa mate-
maatikult D. Hilbertilt 1899. aastast.

Enne veel iiks mérkus. Sageli tuleb korraga defineerida mitu
iiksteisega seotud moistet (s.t. moodustada mitu hulka ja nende
elementide vahelist seost) ja definitsioon voib osutuda oige kee-
rukaks. Sel juhul esitatakse definitsioon osade kaupa ja tuleta-
takse juba sonastatud tingimuste abil uusi moisteid, mis voimal-
davad lihtsustada jargnevate tingimuste sonastusi.

Esitame korraga Eukleidese planimeetria kogu ldhtedefinit-
siooni, jdttes korvale vahepeal lisatavate moistete tuletused.

Punkliks ja sirgeks ning seosteks kuulub, on vahel ja on kongruenine

nimetatakse moisteid, mille puhul on tdidetud jargmised tingimused:
1° iga kaks punkti kuuluvad iihele ja ainult ihele sirgele; !!

" Kui punkt kuulub sirgele, siis Geldakse ka, et sirge ldbib punkti.
Tingimuse saab siis sbnastada nii nagu koolis: iga kaht punkti libib ks ja
ainult iiks sirge. Punkte 4 ja B ldbiva sirge jaoks kasutatakse tahist AB.
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2° igale sirgele kuulub vidhemalt kaks punkti;!2

3° leidub kolm punkti, mis ei kuulu ithele sirgele;

’ 41;’ '{(ui punkt B on punktide 4 ja C vahel, siis on ta ka punktide C ja
/A vahel;

5° iga kahe punkti A ja C jaoks leidub punkt B, mis kuulub sirgele AC
ning on punktide A ja C vahel;

6° igast kolmest iihele sirgele kuuluvast punktist saab vaid iiks olla kahe
itlejddnud punkti vahel;

7° kui- sirge ei 1dbi kolmnurga '3 tippe, kuid loikab selle iiht kiilge 4, siis
10ikah ta veel teist kiilge, kuid kolmandat kiilge ta ei l6ika;

8% sirgele kuulub iiks ja ainult {iks punkt B, mis on selle sirge antud
punktist A antud pool!® ja mille puhul sirgldik AB cn kongruentne antud
sirgloiguga A’B’;

9° kaks sirgloiku, mis on kongruentsed kolmanda sirgloiguga, on kong-
ruentsed teineteisega;

10° kui punkt B on punktide A ja C vahel, punkt B” on punktide A’ ja
C’ vahel, sirgloik AB on kongruentne sirgloiguga A’B’ ning sirgloik BC on
l«:{)ngruentne sirgloiguga B’C’, siis sirgldik AC on kongruentne sirgldiguga
A'C,

11° feidub iiks ja ainult iiks nurk'6, mille iitheks haaraks on antud kiir
ja teine haar on sellest antud pool!” ning mis on kongruentne antud nurgaga;

12° kaks nurka, mis on kongruentsed kolmanda nurgaga, on kongrucntsed
leincteisega;

13° kni dhe kolmnurga kaks killge ja nendevaheline nurk on vastavalt
kongruentsed teise kolmnurga kahe killje ja nendevahelise nurgaga, siis nende
kolmnurkade ilejddnud nurgad on vastavalt kongruentsed;

14° kui sirgel on valitud suund ja sirge punktide hulk on jaotatud kahte
osahulka nii, et iga punkt esimesest osahulgast celneb igale punktile teisest
osahulgast, siis kas esimeses osahulgas on viimane punkt ja teises osahulgas
pole csimest punkti voi esimeses osahulgas pole viimast punkti ning teises
osahulgas on esimene punkt;

15° punkti, mis ei kuulu antud sirgele, ldbib ainult iiks sirge, mis ei
loika antud sirget.

Sellest definitsioonist tuleneb iga Eukleidese planimeetriasse
kuuluv moiste; siit jdreldub iga selle planimeetria teoreem. See-
parast voib iitelda, et Hilberti definitsioon haarab kogu eukleidi-
lise planimeetria, iga lause selles 16pmatus siisteemis. Kui silmas
pidada niisugust sisulist rikkust, siis vahest ei tundugi esitatud
definitsioon eriti keerulisena. Keeruline ja aegandudev oli sellise
lingimuste hulga véljaeraldamine, mis on Eukleidese tasandi
struktuuri médramiseks piisav ja samal ajal ei sisalda midagi

12 Nagu ikka definitsioonis, nii on ka siin lubamatu nduda liigset: seda,
el sirgele kuulub Iopmata palju punkte, saab jireldada jdrgnevalt sdnastata-
vatest tingimustest.

13 Kolmnurk defineeritakse eelnevate tingimuste abil.

14 Kolmnurga kiilg, s.o. sirgloik defineeritakse seose on vahel abil nii
nagu 'V klassi matemaatikadpikus.

5 Sirge punktide jirjestus, suund sirgel ja punkti asetsemine sirgel iihel
voi teisel pool selle sirge antud punkti defineeritakse eclnevate tingimuste
ahil. Koolis kasutatakse nende maistete puhul joonist ja kujutlust.

16 Nurk defineeritakse iihise alguspunktiga kiirte paarina.

7 Punkti asetsemine tasandil i{ihel v0i teisel pool antud sirget defineeri-
m]\'sel eelnevate lingimuste abil; koolis kasutatakse sel puhul joonist ja
Litjutlust.
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liigset. Thalese esimesie teoreemide t0estamisest Hilberti definit-
siooni sonastamiseni kulus kakskiimmrend viis sajandit.

Definitsiooni, milles ei ole soomoistet, nimetatakse aksio-
maatiliseks definitsiooniks, selles sisalduvaid tingimusi
aksioomideks ja nende kaudu méaaratud hulka matemaa-
tiliseks struktuuriks. Eukleidese tasand on niisiis mate-
maatiline struktuur ja definitsioonitingimused 1°—15° on eukleidi-
lise planimeetria aksioomid. Eukleidese stereomeetria mddramiseks.
tuleb lisada veel neli tingimust (aksioomi) tasandi kohta ja
monevorra tdiendada paari planimeetria aksioomi. Kui aga asen-
dada tingimus 15° LobatSevski aksioomiga, siis saame LobatSevski
geomeetria (planimeetria voi stereomeetria) ldhtedefinitsiooni.
Aksioomid 1°—14° on seega Eukleidese ja LobatSevski planimeet-
riate jaoks iihised; nad méaéravad nende planimeetriate {ihisosa —
tasandi absoluutse geomeetria.

Et definitsioon on lause, mille puhul on tarbetu kiisida, kas
see on toene vOi viddr, siis ei vaja aksioomid toestamist. Lause
toesus aksiomaatiliselt iilesehitatavas ehk nagu ka Oeldakse —
deduktiivses teoorias tdhendab loogilist jarelduvust eelneva-
test lausetest; 16ppkokkuvottes tdhendab tdesus lause jarelduvust
teooriale ldhteks olevast aksiomaatilisest definitsioonist. Aksioom
ei ole ei toene ega vair lause, sest ta ei jareldu mitte millestki;
aksioom on uuritavat struktuuri defineeriv tingimus.!®

Iga definitsiooni puhul on tarvis uurida, kas tdepoolest eksis-
teerivad objektid, mis rahuldavad definitsioonitingimusi, s.t. kas
hulk, mida kirjeldab definitsioon, ei ole tithi. Eespool?® selgus,
et Hilberti definitsiooniga sellist pahandust ei juhtu. Ilmnes
koguni, et seda definitsiooni rahuldavad mitmesugused oige
erinevatest objektidest koosnevad hulgad — -eukleidilise plani-
meetria mudelid. Aksiomaatilisele definitsioonile ongi iseloomulik,
et see ei médra defineeritavat hulka {iheselt. Aksiomaatiline defi-
nitsioon eraldab vilja koik konkreetsed hulgad, millel on aksioo-
midega kirjeldatud struktuur. Matemaatiline struktuur on abst-
raktsioon, mis votab kokku teatavate hulkade ithised omadused ja
jatab korvale koik nende hulkade erinevused.

Uurides moistet rédpkiilik uurib matemaatik korraga koiki
roopkiilikuid. Uurides matemaatilist struktuuri eukleidiline tasand
uurib ta korraga koiki selle struktuuri mudeleid. Selle asemel, et

18 Tosi killl, iga aksioomi saab muuta teoreemiks, s.t. lauseks, mida on
tarvis toestada. Sellise olukorra saavutamiseks tuleb muuta teooriasse kuulu-
vate moistete loogilist jarjestust. Valides teooria algmoisteteks mingid teised,
seniste algmbistete kaudu defineeritud maisted, muudame struktuuri definit-
siooni. Niisiis saab struktuuri, nagu iga mboistet, mitmel viisil defineerida.
Niiteks eukleidilise geomeetria jaoks on peale Hilberti siisteemi koostatud
mitmeid teisi aksioomide siisteermne, sealhulgas ka niisuguseid, milles kaik
Hilberti algmdisted on teiste moistete kaudu tuletatavad.

19 Matemaatika ja kaasaeg, XVIII 1k. 70.
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vaadelda eraldi iiksikjuhte (iiksikuid objekte ja hulki), iithendab
matemaatik iiksikjuhud abstraktseks moisteks v6i moistete siis-
teemiks — matemaatiliseks struktuuriks. Siit, nagu maérkisime,
tuleneb matemaatiku otsustuste iildisus. Kuid siin on peidus ka
teatav 0konoomse motlemise printsiip. Jdttes korvale koik tiksik-
juhtude ebaolulised erinevused, matemaatik iihelt poolt lihtsustab
vaatevilja, seega lihtsustab probleemide lahendamist. Teiselt poolt
ei tarvitse niiiid toestada {iht ja sama teoreemi teooria igas mude-
lis eraldi — kord toestatult abstraktsel iildjuhul on see kehtiv
koigis sama struktuuriga konkreetsetes hulkades.

Et matemaatiline struktuur eraldatakse vilja aksioomide abil,
siis nimetatakse kirjeldatud uurimismeetodit aksiomaatili-
seks meetodiks. Seda meetodit rakendatakse tdnapdeval
matemaatika koigis valdkondades ja ka mones teises teaduses.

Ja siiski ainult ligikaudne mudel. ..

Geomeetri otsustuste tdpsus ja iildisus tuleneb, nagu ndeme,
uurimismeetodist, mida ta kasutab. Kuid mida selgemini me
moistame seda meetodit, seda moistetamatum tundub nende otsus-
{uste kooskdla tegelikkusega. Geomeetri kogu t66 ju seisneb abst-
raktsete moistete kujundamises ja nendevaheliste seoste analiiiisi-
mises. Olles kord pustitanud oma ldhtedefinitsiooni, ei tunne ta
vihimatki vajadust vaadelda reaalseid esemeid. Ja ometi raken-
datakse geomeetria teoreetilisi tulemusi edukalt igal sammul nii
igapdevases elus kui ka tehnikas ja tootmises. Jddb mulje, et tege-
likkust saab vidlja motelda voi et geomeeter kirjutab tegelikkusele
ette normid, mida see peab arvestama.

Antiik-Kreeka filosoof Platon arvaski, et toeline on vaid
ideede, s.t. moistete maailm, ja reaalsed vahekorrad on selle
dhmane peegeldus. Saksa mottetark Kant aga vaitis veel 18. sajan-
dil, et reaalsed asjad tekitavad meis ainult ebamdéarase taju,
mida me ise vormime meie teadvuses siinnist peale sisalduvate
ideede abil. Nditeks ruum eksisteerib Kanti jargi ainult meie
teadvuses.

Sce filosoofia, mis piiliab seletada geomeetria voimsust, tule-
neb Gigupoolest geomeetria ja tegelikkuse vahekorra mittemoist-
misest ning véljendab salapdrasust, mis aastasadade véltel mb-
riises geomeetriat. Liiga pikk ja ebateadlik oli olnud aegade
hdmarusse ulatuv moistete kujunemise protsess, kui et kreeka ja
ka paljud hilisemad motlejad oleksid suutnud taibata moistete
paritolu. Péordepunktiks kujunes LobatSevski geomeetria tunnus-
tamine, mis iihtlasi tdhendas Platoni ja Kanti filosoofia ldabikuk-
kumist. Mis siinnipdrastest ideedest saab enam olla juttu, kui
teadvuses voib korvuti esineda ruumi kaks erinevat teooriat!

Et moisted tekivad reaalsete esemete vaatlemisest ja vordle-
misest, siis pdrinevad nad tegelikkusest. Kuid nad ei ole asjade
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koopiad ja tegelikkuses ei ole objekte, mida voiks lugeda nende
mudeliteks. Looduses nditeks ei ole punkte, sirgeid ja tasandeid,
sest iikski materiaalne objekt ei saa olla ldbimooduta. Punkt on
abstraktsioon, mis tekib sageli ettetulevas situatsioonis, kus mone
keha mootmed jdetakse ebaolulistena tdhelepanust korvale. Nii
toimime niiteks maastikul, orienteerudes mone kaugel asetseva
poosa, ehituse voi puudegrupi jérgi. Sirgjoone moiste tekib ese-
mete servade ja paberile voi tahvlile joonestatud sirgloikude
vaatlemisel. Selleks, et otsustada, kas joon on sirge, vordleme
seda joonlaua servaga. Joonlauda ennast kontrollime valguskiire
abil (joon. 2). Selles mottes on valguskiir sirge [iiiisikaline eta-
loon. Kuid digupoolest on ka valguskiir ise abstraktsioon, milles
viljendub valguse omadus levida punktist punkti lithimat teed
pidi.

=y

Toonis 2.

Geomeetrilise sisuga moisted saadakse iihesuguse kujuga ese-
mete iihiste omaduste véljaeraldamisega nende esemete koigist
illejadnud omadustest, mis jdetakse tdhele panemata. Scepéirast
peegeldavad need moisted reaalsust oige iihekiilgselt ja ligi-
kaudselt. Lihtsustatult peegeldavad esemetevaheliste vahekordade
Iopmatut mitmekesidust ka moistetevahelised seosed. Jarelikult
on kogu geomeetria reaalse ruumi ligikaudne teooria; see on
reaalse ruumi lihtsustatud kujutis — ruumi ligikaudne mate-
maatiline mudel. Absoluutne tdpsus ja iildisus on omane
vaid geomeetrias vaadeldavatele seostele, mitte vastavusele geo-
meetria ja tegelikkuse vahel.

Kui loobuda arvamusest, et geomeetria on reaalse ruumi tdpne
peegeldus, siis ei tekita kahe erineva geomeetria olemasolu enam
mingit arusaamatust. Uht ja sama nahtust seletatakse teaduses
sageli mitme erineva teooriaga; pole midagi kummalist tosiasjas,
et ka ruumi kirjeldamiseks on LobatSevski péevist peale meie
kdsutuses kaks teooriat. Kiisimusele, kumb neist teooriatest kuju-
tab tdpsemalt reaalset ruumi, ainult loogilise arutlusega vastata
ei saa; selle iile otsustamiseks on tarvis sooritada mingi fiiiisika-
line eksperiment. Nimelt sel viisil piilidiski Lobat3evski probleemi
lahendada. Et selgitada, missugune on kolmnurga sisenurkade
summa, mootis ta nurgad astronoomiliste mootmetega kolmnur-
gas. Paraku osutus saadud summa erinevus sirgnurgast véikse-
maks kui voimalik modtmisviga, mistottu vastus jai lahtiseks.
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Kahemodotmelised maailmad

Tasandi eukleidiline planimeetria on teatavasti iihel tasandil
asetsevate kujundite teooria, mida arendatakse tasandilt lahku-
mata, s.o. umbritsevat ruumi kasutamata. Planimeetriat nimeta-
talkse ka tasandi sisegeomeetriaks. Et punkti asukoht
tasandil on mééaratav kahe arvuga — punkti koordinaatidega,
siis nimetatakse tasandit kahemootmeliseks punktihulgaks.

Néitlikult voib planimeetriat kirjeldada selliste kahemdotme-
liste olendite poolt arendatava geomeetriana, kes elavad tasandil
ja kelle jaoks tasand on kogu olemasolev maailm. Nad saavad
liilkuda moodda tasandit, teha sddl vaatlusi ja sooritada mootmisi,
kuid tasandist vélja vaadata nad ei suuda ning iimbritsevast
maailmast puudub neil igasugune ettekujutus. Nende olendite
geomeetria kirjeldab nende maailma tédpselt; mingit vajadust
teise geomeetria jarele neil kunagi ei teki.

Ka sfdiril saab punkti asendi miéirata kahe koordinaadiga,
nditeks gloobuscl geograafilise pikkuse ja laiusega. Seetottu voib
ka sfddri nimetada kahemootmeliseks maailmaks. Kujutleme, et
see maailm on samuti asustatud arukate olenditega, kes ei tea
midagi iimbritsevast ruumist ja kes uurivad oma maailma geo-
meetrilist struktuuri — sfdari sisegeomeetriat.20

Meile on korvalt vaadates selge, et sfdirilises maailmas ei ole
sirgeid ja koige sirgemateks joonteks seal on suurringjooned.
Neid jooni nimetatakse sfdidri geodeetilisteks joonteks. Ka sfdari
geomeeter selgitab suurema vaevata, missugused on tema maa-
ilma koige sirgemad jooned. Kuid erinevalt meist ei saa ta oleta-
dagi mingite veel sirgemate joonte olemasolu; tema jaoks suur-
ringjooned ongi sirged. Niitlikkuse mottes voib asja selgitada
nii. Oletame, et ka sfdédrilises maailmas levib valgus punktist
punkti modda selle maailma lithimat teed, s.t. médda sfaédri geo-
deetilist joont. Et ka sfdiri elanikule on sirge etalooniks valguse-
kiir, siis nimetab ta suurringjooni sirgeteks. Vaadeldes oma maa-
ilma sirgeid, hakkab ta ehitama selle geomeetriat.

Olgu sfédiri raadius viga suur ja liikumisvoimalused sfaaril
sellega vorreldes niisama piiratud, nagu meil oma maailmas.
Et siddri vdga viike piirkond mérgatavalt ei erine tasanditiikist,
siis kujuneb sfddri geomeetril maailmapilt, mis on analoogiline
Antiik-Kreeka matemaatikute omaga: ta arendab vilja Eukleidese
planimeetria.2t

Alles siis, kui sfddri elanike maailmatunnetus oluliselt siive-
neb, hakkavad nad moistma, et nende geomeetria kirjeldab nende
_

20 Pikemalt on jérgnevalt kirjeldatavatest asjaoludest juttu U. Lumiste
artikiis «Ruumi moiste geomeetrias». — Matemaatika ja kaasaeg, XI, XII,
XIIT, XIV ning broditris H. I1. [Toascxuil. O pasianuHbiX reoMeTpusx.
Kuer, 1962.

21 Stereomeetria olemasolust ei ole tal esialgu aimugi.
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tegelikkust vaid ligikaudselt. Selline
avastus on paratamatu, kui nad
opivad ldbima pikemaid vahemaid.
Siis selgub neile, et nende maa-
ilmas paralleelseid sirgeid ei leidugi,
sest iga kaks sirget loikuvad ja ko-
guni kahes punktis (joon. 3). Sirged
osutuvad kinnisteks joonteks ja
sfadriline maailm 10plikuks, ehkki sel
ei ole ddri. Ilmneb, et iga kolmnurga
sisenurkade summa on suurem sirg-
nurgast ja kolmnurga pindala maia-
rab valem %

SA=I'Z§,

Joonis 3.

kus r on sfdidri raadius ja ¢ on kolmnurga nurgadefekt?, s.t.
0=23r—an. Tosi, sfddri raadiust sfaarilise maailma elanikud
ette kujutada ei suuda, kuid nende matemaatikute valemitest
selgub sellise nende maailmale iseloomuliku konstandi olemasolu.

Konstanti K=—rl?: g nimetatakse sfddri koveru-
A
se ks Sellise konstandi saab leida ka Eukleidese tasandi jaoks,
kusjuures siin K=0, sest ¢=0. Sfdiri koverus on positiivne
arv, mis valjendab sfdiri erinevust Eukleidese tasandist.

Iga pind on teatav kahemootmeline punktihulk. Vaadeldes
pinna geodeetilisi jooni selle kahemdotmelise maailma sirgetena,
saab uurida selle maailma geomeetriat (pinna sisegeomeetriat).
Osutub, et eukleidilises ruumis leidub ka niisuguseid pindu, mille
sisegeomeetriaks on LobatSevski planimeetria. Kirjeldame lihtsa-
mat nendest pindadest.

Joont, mille koik puutujaloigud puutepunktist mingi antud
sirgeni (baassirgeni) on vordsed, nimetatakse traktrissiks
(joon. 4, a). Néiteks sirgjooneliselt liikuva mootorpaadiga veetav
parv, mis ldhtub punktist vidljaspool mootorpaadi teed, liigub
vaikses vees mooda traktrissi (joomn. 4, b). Pinda, mis tekib trakt-
rissi poorlemisel iimber baassirge, nimetatakse pseudosfdi-
riks (joon. 5). Joont, mida moédda 16ikab pseudosfdiri tasand, mis
labib poorlemistelge (kover AB joonisel 5), nimetatakse pseudo-
sfddri meridiaaniks. Loigates pseudosfdéari lahti moéda meridiaani,
saamegi titki LobatSevski kahemootmelist maailma.?

22 Selle valemi tuletust vt. Matemaatika ja kaasaeg, XIII, lk. 8.

23 Vt, ka Matemaatika ja kaasaeg, XIII, lk. 77.

A Tiapsemalt: tdis- ehk Gaussi koveruseks.

25 Saadud pind on piiratud ldikeservaga ja punkti A trajektooriga poorle-
misel. Pinda, mis kujutaks kogu LobatSevski tasandit, ecukleidilises ruumis ei
leidu.
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a) b)
Joonis 4. Joonis 5.

Ka pseudosfddrilise maailma elanikud loevad esialgu oma
maailma Eukleidese tasandiks. Alles siis, kui arenevad nende
liiklusvahendid voi kasvab mooteriistade tdpsus, avastavad nad,
et nende kodu on LobatSevski maailmas. Kolmnurga pindala
jaoks saavad nad valemi Sa=-r?J. Siin r on teatav konstant,
millega pseudosfdirlased ei oska siduda mingit kujutlust. Meie,
korvaltvaatajate jaoks on see traktrissi puutujaloigu pikkus
(joon. 4). Pseudosfddr on negatiivse koverusega pind 2, sest selle
puhul

. 1 d
K= FR

Eukleidese tasandi tiikki voib vaadelda piirjuhuna, mis saa-
dakse siis, kui pseudosfddri deformeeritakse (venitatakse ja suru-
takse kokku) nii, et K—0. Siit saab moistetavaks eespool kirjel-
datud loogiline seos LobatSevski
ja Eukleidese geomeetriate vahel.

Kirjeldame veel suvalise kover-
pinna koveruse médramist. Moo-
dustame sellise pinna geodeeti-
liste joonte kaartest kolmnurga
AABC (joon.6). Vaatleme protses-
si, milles see kolmnurk tombub
kokku oma sisepiirkonna mingiks
punktiks P. Et kdverpinna viga Joonis 6.

26 Konstantse negatiivse koOverusega pindu uuris juba 1839. a. hiljem
pikemat aega Tartu Ulikoolis t66tanud matemaatikaprofessor F. Minding.
Juhuslikult ei sattunud ajakirja see number, milles ilmus Mindingi artikkel,
Kaasanisse, mistotiu LobatSevskil jdi tegemata tema elutéd jaoks otsustava
tihtsusega avastus, et sellised pinnad on tema planimeetria mudeliteks. Selle
avastuseni joudis itaalia matemaatik E. Beltrami alles 1868. a.
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viaike tilkk ei erine margatavalt Eukleidese tasandi tiikist, siis
kolmnurga kahanedes selle nurgadefeki ¢ liheneb nullile. Mui-
dugi ldheneb seejuures nullile ka kolmnurga pindala. Osutub, et
nurgadefekti ja pindala suhe ldheneb teatavale arvule Kp:

. d
lim ——=Kp.
AABC—P Sy

Arvu Kp nimetatakse vaadeldava pinna koveruseks punktis
P. Pinna koverus pinna erinevates punktides on iildiselt erinev.
Punkti muutudes voib muutuda ka koveruse mark. Eespool vaa-
deldud pinnad (Eukleidese tasand, sfddr ja pseudosfadr) on liht-
saimat tiiiipi, nimelt konstantse koverusega pinnad.

Erinevaid kahemootmelisi maailmu, nagu selgus, on Iopmata
palju. Oluline on tdhele panna, et geomeetria nende maailmade
vdga viikestes piirkondades peaaegu ei erine Eukleidese plani-
meetriast. Alles suuremate piirkondade uurimisel tekib vajadus
luua mingi ildisem geomeetria — vaadeldava pinna sisegeo-
meetria.

Ruum, milles me elame

Kolmemootmeline ruum, milles me elame, tundub meile 16p-
mata suure mobleeritud toana. Meile ndib, et see tuba on euklei-
diline, s.t. niisugune, nagu opetas Eukleides, sest — midagi muud
me ei oska kujutleda. Eukleideselt parineb ka iseendastmoisteta-
vaks peetav arvamus, et reaalsete kehade olemasoluks on see
mahuti kiill vajalik, kuid ruum ise ei soltu temas paiknevatest
kehadest. Kui mateeria mingil salapédrasel pohjusel héaviks, siis
ruum néahtavasti sdiliks ikka endisena — nagu elutuba, millest
on moobel remondi ajaks vilja tassitud.

Iseendastmoistetavad toed on Lkodige kahtlasemad toed; nende
iile tasub pead murda. Meie kogemused ja teadmised on veel dige
piiratud ja ebatdpsed, mistottu meie kujutlus oma maailmast voib
olla niisama puudulik kui esimene geomeetria, mida arendaksid
sfddri ja teiste Loverate kahemootmeliste maailmade elanikud,
kui sellised olendid eksisteeriksid. Igatahes on meil nende hiipo-
teeliliste kahemootmeliste olenditega palju iihist. Ka meie tun-
neme monevorra tapsemalt ainult kaduvvidikest osa oma maa-
ilmast, sest meie litkumisvabadus on esialgu darmiselt piiratud —
hoolimata kosmoserakettidest tammume me praktiliselt veel pai-
gal, ja meie esimene geomeetria on samuti eukleidiline. Niisugune
analoogia viib mottele, et ka meie kolmemootmeline maailm voib
olla mingil meile kujuteldamatul viisil kover.

Esimese signaali, et see tdoepoolest nii voib olla, andis mate-
maatika. Selleks signaaliks on LobatSevski geomeetria, mis on
ju loogiliselt mottekas mitte ainult kahe-, vaid ka kolmemootme-
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lisel juhul. Lobat3evski stereomeetria on kovera kolmemootmelise
ruumi esimene matemaatiline mudel. Niisiis mudel on, aga kuidas
on lugu tegelikkusega?

Esialgu jatkus ruumi veelgi iildisemate mudelite viljatoota-
mine matemaatikas. Eeskuju iildistamiseks andsid kahemootme-
lised maailmad — koverpinnad. Pseudosfddr on ju koverpinna
oige lihtne erijuht; {ildiselt on pind punktist punkti muutuva
koverusega. Voimalik on ka muutuva koverusega kolmemontme-
lise ruumi matemaatiline teooria. Aluse niisugusele teooriale rajas
saksa matemaatik Bernhard Riemann juba 1854. a. lema
toole ei pooratud esialgu tdhelepanu. Alles LobatSevski ideede
voidukdik sundis matemaatikuid uurima ja arendama ka Rie-
manni geomeetriat. Selles geomeetrias {ildistatakse ka
ruumi mootmete arvu; nimelt vaadeldakse siin n-mo6o6tmelisi
ruume, kus n on mistahes naturaalarv.?’” Veelgi enam kui Loba-
tSevski teooria leiab Riemanni geomeetria rakendamist mitfe
ainult ruumi kirjeldamisel, vaid ka paljude teiste valdkondade
uurimisel.

Kolmemootmelise ruumi koverust suudame me ka tdnapdeval
niisama vahe kujutlusega haarata kui sfddri kahemootmeline
elanik moistaks sfddri koverust. Matemaatiliselt saab ruumi kove-
rust lihtsalt selgitada. Selleks vaadeldakse mingit punkti P ja
seda mitteldbivat geodeetilist joont g (joon. 7). Joone g punkti ja
punkti P 1dbib iiks ja ainult itks geodeetiline joon.?® Koigi selliste
geodeetiliste joonte hulk moodustab ruumis teatava pinna «.
Eukleidilises ruumis on geodeetilisteks sirged ja pind « on tasand.
Koveras ruumis geodeetiline ei ole sirge, vaid koige sirgem joon
selles mbttes, et ta madrab minimaalse kauguse oma kahe punkti
vahel. Seepidrast on geodeetilistest joontest moodustatud pind «

c

Joonis 7.

27 Matemaatiliselt on selle ruumi punktiks n arvu jérjestatud siisteem
X 5

(x1; 2, .. Xn). ) i
Vihemalt on see nii punkti P {imbruses, mis meid huvitabki.

'
28
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koige tasasem pind koveras ruumis. Selle pinna koveruse tema
antud punktis saab méarata selleks punktiks koonduva kolmnurga
abil. Sel viisil saadavat arvu Kpq nimetatakse ruumi kove-
ruseks punktis P pinna a sihis:

KP,a= lim
AABC—»P Sy

Muutes geodeetilist joont g voib moodustada itha uusi pindu, mis
labivad punkti P, ja méaidrata koverusi nende sihtides; tulemused
iildiselt on erinevad. Osutub, et punktis P méiiratud koveruste
vahel on teatav soltuvus, mis voimaldab ruumi kéverust punktis
P kirjeldada kuue arvu siisteemiga. Ruumi erinevates punktides
on selliste arvukuuikutega maéadratud koverused iildiselt erinevad.

Matemaatikute jidrel hakkasid ruumi koveruse vastu huvi
tundma fiiiisikud. 1916. a. ehitas Albert Einstein fiiiisikalise
ruumi mudeli, mille kohaselt ruumi piirkonna geomeetria on méia-
ratud selles piirkonnas sisalduva mateeriaga. Einsteini jirgi ruum
ei ole eukleidiline kast, mis on iikskdoikne oma sisu suhtes, vaid
mateeria olemasoluvorm — ja vorm so6ltub sisust ning muutub
koos sellega. Eukleidese geomeetria ligikaudsus tuleneb {ihekiilg-
sesi vaateviisist: sadilitades moistetes vaid kehade vormi, saame
kiill lihtsa, kuid ebatdpse teooria. Einsteini relatiivsusteooria on
korraga nii ruumi fiiiisikaline kui ka geomeetriline mudel. Selle
teooria kohaselt kirjeldab reaalse ruumi struktuuri Riemanni geo-
meetria.

1916. aastal oli Einsteini maailmapilt vaid puhas teooria, mida
ei kinnitanud veel iikski tegelikkusest périnev tdhelepanek. Kuid
juba 1920. aastal leidis Einsteini opetus esimese eksperimentaalse
kinnituse pdikesevarjutuse aegu tehtud astronoomilistes vaatlus-
tes. Relatiivsusteooria jirgi peab Pidikese lahenemisel tema liiku-
misteel asetsevate ldhedaste tdhtede vaheline nurkkaugus kaha-
nema ja Piike peab katma tema teele jddvaid tahti veidi hiljem,
kui see tuleneb eukleidese geomeetria pohjal tehtud arvutustest.
Vaatlusandmed on kooskélas nende viidetega. Einstein seletas
kirjeldatud nédhtusi ruumi koveruse kasvuga Péikese ldhenemisel.
Et koveras ruumis ei ole lithimaks teeks (geodeetiliseks) kahe
punkti vahel enam Eukleidese sirge, siis kaldub valgusekiir Pai-
kese gravitatsiooniviljas oma esialgselt teelt korvale ja tahe
asend taevavolvil ndib muutuvat.

Kirjeldatud ja ka moned teised relativistlikud efektid lubavad
otsustada, et ruum, milles me elame, ei ole eukleidiline. See otsus-
tus avab me pilgule uue maailma, millesse suunavaks teeviidaks
on LobatSevski geomeetria.
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RATSIONAALSED TETRAEEDRID

J. Gabovits, H. Kilov

1. Sissejuhatus

Olgu antud tetraeeder tippudega A, B, C, D ning servadega
a=BC, b:AC, C:AB, a1=AD, bizBD, C1:CD. Sellist tetra-
cedrit ja ta ruumala V me tdhistame vastavalt simbolitega

(abc) . V(abc)
a1 by ¢y )a ay by o/’

Nendes siimbolites iiksteise all seisvad servad (a ja ay jne.) on
kiivad. Neid nimetatakse tetraeedri vastasservadeks.
Tetraeedri ruumala V arvutatakse valemist!?

144 Ve= a2a12(b2-—'|—02 — az+b12+c12 — 012) —|—
r+b2b12(02+az _ bz_i_ciz_*_aiz _ biz) +
+C2012(a2+b2 — Cz_}_a12+b12 J— Clz) J—

— a2b2c? — a%by2ci® — as?b2c? — a2bc2. (1)

Et selles valemis suurus V esineb ruudus, siis ratsionaalsete
servadega tetraeedri ruumala on reeglina irratsionaalarv, nagu
naiteks

V(1/3 1/2 1/2)71"11‘9 @)

11 1/ 432

Ratsionaalsete servadega tetraeedrid me voime jaotada klas-
sideks nii, et igasse klassi satuksid k6ik omavahel sarnased tetra-
cedrid ja ainult need. Siis kuulub igasse klassi parajasti {iks tetra-
ceder, mille servad on iihisjagajata tdisarvud. Viimast me nime-
tame primitiivseks tetraeedriks. Niiteks korrutades tetraeedri (2)
servad arvuga 6, saame sama klassi primitiivse esindaja. Ruum-
ala suureneb vastavalt 216-kordseks, seega

o(299) 1T
666/ 2

'Vt . Ta6obuu. O6bem Terpasspa. — Martematnka B wKoae, 1963,
Ne 6, cTp. 58.
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Tetraeedrit, mille koik servad ja ka ruumala on ratsionaal-
arvud, nimetatakse ratsionaalseks tetraeedriks.

Ratsionaalsete tetraeedrite iilesleidmine on {ildjuhul raske
illesanne. Meetodi selle lahendamiseks andis K. Schwering?
Elegantseks ratsionaalse tetraeedri néditeks on

91011)
V(G 7 8 =48,

kus servad moodustavad aritmeetilise progressiooni.

Schweringi menetluse puuduseks on see, et ta ei voimalda pri-
mitiivsete ratsionaaltetraeedrite tabuleerimist servade suuruse
jérgi. Schweringi poolt antud tabelis esineb vaid kaks tetraeedrit,
mille servade pikkused ei iileta arvu 10:

334)_8 (668)_
V(334 =3 Vlggo)=*

Meie poolt teostatud arvutused néitavad, et selliseid tetraeed-
reid eksisteerib kakskiimmend. Tulemused on antud tabelis 1.

Tabel |

I

Nr a b c a b, c Vv ‘

i

1 2 3 3 4 3 3 8/3 |
2 3 3 4 3 3 4 8/3
3 2 4 4 7 6 5 6
4 2 3 4 8 8 7 6
5 2 4 4 6 7 8 6
6 2 5 6 4 8 7 6
7 3 0 6 4 7 8 9
8 4 4 5 8 7 6 15
9 4 6 8 8 10 7 21
10 2 9 9 8 9 9 64/3
11 4 7 7 6 7 7 24
12 5 6 7 5 8 7 24

13 6 7 7 4 9 9 24
14 4 7 9 10 7 9 21
15 6 6 8 9 9 5 80/3
16 6 6 8 9 9 9 48
17 6 7 7 8 9 9 48
18 6 7 7 9 8 10 48
19 7 8 9 6 9 10 48
20 8 9 9 8 9 9 2241/3

Tabeli andmed naéitavad, et eksisteerib ratsionaalseid tetra-
ecdreid nelja vordse servaga (nr. 1, 2, 10 jne.). Nditame, et neli
on maksimaalne voimalik vordsete servade arv. Teatavasti ser-
vaga a korrapdrase tetraeedri ruumala arvutatakse valemist

2 Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, 115, 1895, S. 301—
307.
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12V=a3}2. Siit on ilmne, et kui ¢ on ratsionaalarv, siis on V
irratsionaalne ja seega korrapdrane teiraeeder ei saa olla ratsio-
naalne.

Olgu niiiid fetraeedri viis serva vordsed arvuga a, kuues serv
aga arvuga b (a ja b on ilhisjagajata tédisarvud). Valemist (1)
saame selle tetraeedri ruumala jaoks

12V=ab }3a> — b>.
Selleks, et tetraeeder oleks ratsionaalne, peab kehtima vordus
be-+go=3a%, 3)

kus g on samuti tdisarv. Niitame, et see pole voimalik. Kui a
oleks paaritu arv, siis arvudest b, g iiks peaks olema paarisarv,
leine paaritu arv. Jagades vorduse molemad pooled neljaga, saak-
sime vasakule jéddgi iiks, paremale jddgi kolm, mis muidugi pole
voimalik. Jérelikult peaks a olema paarisarv. Et kahe paaritu arvu
ruutude summa jagub kahega, kuid ei jagu neljaga, siis peaksid
b ja g molemad olema paarisarvud. Kuid sel juhul oleks arvudel
a ja b vastupidi eeldusele {ihisjagaja kaks, mis samuti pole voi-
malik. Vdide on toestatud.

2. Kiiltetraeeder

Kui tetraeedril on neli vordset serva, siis tuleb eristada kahte
juhtu, olenevalt sellest, kas neist kolm véljub iihest tipust v6i
mitte. Esimesel juhul on tegemist tetraeedriga

(abc), 4)

c Cc¢C

mille ruumala on vastavalt valemile (1)

V:T% V3a2b? — (a2+ b — ¢?)2.

Selleks, et tetraeeder (4) oleks ratsionaalne, peaksid diofanti-
lisel vorrandil
(@402 — )2+ g>—3 (ab)>
olema tédisarvulised lahendid, s.t. me peame jéille, nagu vorrandi
(3) puhul, leidma kaks tédisarvu, mille ruutude summa voérdub
kolmekordse ruuduga. Nagu iilal ndgime, pole see voimalik. Seega

on toestatud, et tetraeeder (4) ei saa olla ratsionaalne.
Kui neljast vordsest servast kolm ei valju iihest tipust, siis on

tegemist tetraeedriga
aa 2x
(¢¢2) (5)

a a2y
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(tahistus c=2x, c4=2y osutub, nagu kohe ndeme, viga sobivaks).
Tetraeedri (5) koik neli tahku on vordhaarsed kolmnurgad. See
tekib siis, kui kahest ithtivast vordhaarsest kolmnurgast ithte pdo-
rata teatud nurga vorra tmber {ihise aluse. Et kuju meenutab
kolmnurkset kiilu, nimetame seda kiiltetraeedriks.

Kiiltetraeedri (5) ruumala arvutatakse (jdllegi valemist (1)
tuletatud) valemi jargi

Z%xy]/az—xz—yz.

Ratsionaalse kiiltetraeedri saamiseks peame lahendama natu-
raalarvudes diofantilise vorrandi

e (6)
ning selle ruumala avaldub siis lihtsa valemiga

2
Vi= 3 XYz

Vorrand (6) esineb paljude geomeetriliste iilesannete lahen-
damisel. Kui otsime vektorit, mille koordinaadid ja pikkus pea-
vad olema tdisarvud; kui tahame leida risttahukat tdisarvuliste
servadega ning diagonaaliga; kui ratsionaalse raadiusega kera
pinnal otsime ratsionaalseid punkte — kd&ikidel nendel ja paljudel
teistel juhtudel {ilesanne taandub diofantilise vorrandi (6) lahen-
damisele.

Vorrandi (6) naturaalarvuliste lahendite leidmine on lihtne.
Arvud x ja y valime suvaliselt nii, et nende summa oleks paaritu
arv; lahutame x24y? mingite mittevordsete tegurite paariks; suu-
rema teguri vordsustame summaga a--z ning védiksema vahega
a — z; 1opuks leiame saadud siisteemist z ja a. Olgu néiteks x=4,
y=7, x2+42=65. Uks voimalus on valida a+z=13, a —z=5,
mis viib lahendile 4%+4724-42=92 Kui aga votame a-+z=63,
a—z=1, saame lahendi 424724-322=332 Tabelis 2 on antud

Tabel 2
a X y z a X y 4 a X Y 2
|
3 1 2 2 91 6 10 15 || 25 2 15 16
7 2 3 6 6 6 17 9 12 20
9 4 4 7 1 6 18 | 27 7 14 22
1 4 8 21 8 11 16 10 10 23
11 6 6 7 4 13 16 2 14 23
2 6 9 4 8 19 2 10 25
13 3 4 12 4 5 20 2 7 26
15 2 10 11 23 6 13 18 |1 29 12 16 21
2 5 14 3 14 18 11 12 24
17 8 9 12 3 6 22 3 16 24
1 12 12




vorrandi (6) koik tihisjagatata naturaalarvulised lahendid tingi-
musel a<<30.

Vorrandi (6) igast lahendist (a; x, y, 2) voib saada suuruste
X, Yy, 2 permuteerimise teel kaks voi kolm ratsionaalset Kkiiltetra-
eedrit. Nii nditeks permuteeritud lahenditest (21; 8, 11, 16),
(21; 8, 16, 11) ning (21; 11, 16, 8) saame vastavalt tetraeedrid

(21 21 16) (21 21 16) . (21 21 22)
21 21 2277 21 21 32 21 21 32/°

Lisaks tabelis 1 esinevatele kiiltetraeedritele anname tabelis 3
koik kirjeldatud meetodiga saadud primitiivsed ratsionaalsed kiil-
tetraeedrid, mille servade pikkused ei {ileta arvu 20.

Et diofantilisel vorrandil (6) on lopmata palju iihisjagajata
naturaalarvulisi lahendeid, siis on ka primitiivseid ratsionaalseid
kiiltetraeedreid lopmata palju.

Tabel 3
a b ¢ a, by I} v
i
I

) 9 9 2 9 9 16 64/3
| "9 9 8 9 9 16 64/3
i 7 7 4 7 7 12 24
7 7 6 7 7 12 24

11 11 4 11 11 12 72

11 11 4 11 11 18 72

11 11 12 11 11 18 72

19 19 2 19 19 12 72
9 9 8 9 9 14 224/3
15 15 4 15 15 10 280/3
13 13 6 13 13 8 96
15 15 4 15 15 20 440/3

11 11 12 11 11 12 168
11 11 12 11 11 14 168

| 19 19 12 19 19 12 408
' 17 17 16 17 17 18 576
19 19 12 19 19 20 600

3. Kuboid

Kuboidiks nimetatakse tetraeedrit, mille iihe kolmetahulise
nurga koik tasanurgad on taisnurgad. Kuboid tekib siis, kui kuu-
bilt dra loigata iiks selle kolmetahulistest nurkadest, millega on
seletatav ka nimetus.

Olgu nditeks tasanurgad tipu D juures koik tdisnurgad. Siis
kuboidi ruumala avaldub lihtsa valemiga



Et kiillgtahud on taisnurksed kolmnurgad (hiipotenuusidega g,
b ja c), siis ratsionaalse kuboidi saamiseks peame lahendama
naturaalarvudes vorrandisiisteemi

az=bs%+4cs? b =c%+a,?, 2= a2+ b4 (7)

Saab nédidata, et sellel siisteemil on lopmata palju iihisjaga-
jata lahendeid ja seega eksisteerib ldopmata palju primitiivseid
ratsionaalkuboide. Moodustagu nimelt arvud m, n ja p suvalise
Pythagorase kolmiku, s.t. rahuldagu nad Pythagorase vorrandit
m?>~+n?=p? Siis voib asendamise teel kergesti kontrollida, et
suurused

a =pd, b =m(4n?+p?), ¢ =n(4m2+p?), (8)
ay=4mnp, b1:n|4m2—p2}, c1=m}4n2—p2i {
rahuldavad siisteemi (7). Nii nditeks Pythagorase kolmik (3, 4, 5)
annab ratsionaalse kuboidi

(125 267 244)

240 44 117 ©)
ruumalaga V=205920. See on muide vdhimate tdisarvuliste ser-
vadega ratsionaalne kuboid. Jdtame lugeja hooleks veenduda, et
siisteem (7) on toesti rahuldatud:

1252=4424117%,  2672=1172+4-240%,  2442=24024-442.

Kuboidi (9) avastas Halcke (1719), valemid (8) tuletas
Saunderson (1740). Poola matemaatik Sierpinski juhtis
tdhelepanu asjaolule, et Saundersoni valemid annavad ainult osa
siisteemi (7) lahenditest. Selle siisteemi iildlahend on tdnapdevani
teadmata. Seoses sellega votsid kanadalased Lal ja Blundon,
Lkasutades voimsat elektronarvutit IBM-1620, aastal 1969 ette ula-
tuslikke arvutusi kéikide primitiivsete ratsionaalkuboidide leidmi-
seks, mille servade pikkused eiiileta arvu 100 000. Selliseid kuboide
on 57. Nende hulgas on viis kuboidi servadega alla 1000. Viima-
sed on toodud tabelis 4.

Tabel 4
a i b c a; b c
i
125 244 267 240 117 44
157 725 732 720 132 85
500 707 843 693 480 140
281 808 825 792 231 160
348 | 365 373 275 252 240
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4. Vordtahkne tetraeeder

(a b c)

abec

on koik kolm paari vastasservi vordsed. Koik selle tahud on kon-
gruentsed kolmnurgad kiilgedega a, b ja c. Sellepdrast seda nime-

tatakse vordtahkseks tetraeedriks. Lahtudes valemist (1), saame
jdrgmise valemi vordtahkse tetraeedri ruumala arvutamiseks:

72V2= (a4 b2 — c2) (b24-c? — a?) (c2d-a? — b?). (10)

Tetraeedril

Siit jéreldub otsekohe, et tahud peavad olema teravnurksed
kolmnurgad, sest ainult sel juhul on valemi (10) parem pool posi-
tiivne.

Et saada ratsionaalseid vordtahkseid tetraeedreid, peame
lahendama naturaalarvudes diofantilise vorrandi (10). Kui kolm-
nurk (a, b,c¢) on isekiilgne, siis vorrandi (10) iildlahend on tead-
mata. Ent jargmine teoreem néitab, et primitiivseid lahendeid on
sel juhul lopmata palju.

Teoreem. Igale tdisnurksete kiilgtahkudega ratsionaalsele
kuboidile vastab ratsionaalne vordtahkne tetraeeder, mille tahku-
deks on kuboidi pohjaga kongruentsed kolmnurgad ning ruumala
vordub kuboidi kahekordse ruumalaga.

Toestus. Kuboidi puhul on kehtivad vérdused (7). Siis on

a?4-b? — c2=2cy%, b 42— a?=2as?, (24-a2— b2=2b2.
Asendades vorrandisse (10), saame

albici

V=—1,

m.o.t.t.
Seega on vorrandil (10) jdrgmine erilahend:
a=p’, b=m(4n?+p?), c=n(4m24p?),
3V =4m?n2p |4m? — p?.|4n2 — p?,
kus suurustel m, n, p on sama tdhendus, mis oli eelmises punktis.
Nii néiteks vddrtused m=3, n=4, p=>5 viivad vordtahkse tetra-
cedri juurde
V( 125 267 244

125 267 244) =411840.

Vihimate isekiilgsete tahkudega primitiivsete ratsionaalsete
vordtahksete tetraeedrite madramiseks kasutasime elektronarvutit
H3CM-4. Tulemused on antud tabelis 5.
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Tabel 5

a b c 1%
11 20 21 360
33 65 72 16 640/3

69 91 100 60 840
21 99 100 19 360/3
37 165 168 76 960/3
133 156 187 339 864
116 181 195 349 440
148 195 | 203 611 520
69 | 251 260 51 480
125 | 244 | 267 411 840

Kui tahud on vordhaarsed kolmnurgad (b=a, ¢=2x), siis on
tegemist tetraeedriga
(a a Qx) (11)

a a 2x

ning iilesanne muutub lihtsamaks. Et vordtahkne tetraeeder (11)
osutub {ihtlasi kiiltetraeedri erijuhuks (y=x), siis iilesanne taan-
dub diofantilise vorrandi (6) erikuju

2x2|-22=q? (12)
lahendamisele. Meetod on sama, nagu on kirjeldatud punktis 2.
Detailidesse tungimata anname vorrandi (12) ildlahendi iihisja-
gajata naturaalarvudes:

a=m242n%  x=2mn, z=|m?>—2n?,

kus tihisjagajata arvudest m ja n esimene on suvaline paaritu

arv, teine naturaalarv.
Tetraeedri (11) ruumala arvutamiseks saame siis valemi

3V=8m2n{m?— 2n?.
Naide. Vidartustele m=3, n=2 vastab vordtahkne Liiltetra-
eeder
24
V( 17 17

17 17 24) =96.

5. Diagonaaltetraeeder

Olgu antud risttahukas servadega x, y ja z (vt. joonis). Tom-
bame diagonaalldiked (vwx) ja (uwz). Tekib nn. diagonaaltet-

raeeder
V(u X y):xyz
vzZzw 6 ’
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mis on piiratud kahe diagonaalloikega ning risttahuka kahe
tahuga. Selle tetraeedri koik tahud on tdisnurksed kolmnurgad.
Vastupidi voib kergesti toestada, et kui tetraecedri koik tahud
on tdisnurksed kolmnurgad, siis see on diagonaaltetraeeder.
Ratsionaalse diagonaaltetraeedri saamiseks peame lahendama
naturaalarvudes diofantilise siisteemi

xZ_,_yZ: uzy y2+z2= Uzy x2+y2_|_22= wZ. ( 13)

Selle siisteemi {ildlahend on samuti tdnapdevani teadmata. Ent
saab tuletada valemeid, mis nditavad, et primitiivseid ratsionaal-
seid diagonaaltetraeedreid on 16pmata palju. Nii naiteks igast rist-
tahukast servadega

X=|2m* — 5m?n24-2n4|. (4m* — m2n>+4nt),

y=12mn(m2+4n?) -2m* — 5m2n24-2n4,

2=06|m* — n¥|-|m* — Tm2na-4-n4|
iilalpool kirjeldatud viisil moodustatud diagonaaltetraeeder on
ratsionaalne (m ja n on suvalised naturaalarvud).

Arvulise nédite saamiseks valime m=3, n=1. Siis on ristta-
huka modtmed jargmised:

x=37961, y=42840, =z=9120.
Ulejadnud diagonaaltetraeedri servad arvutame valemitest (13):
u=>57239, v=43800, w=>5796l.

Primitiivsed ratsionaalsed diagonaaltetraeedrid esinevad suhteli-
selt harva. Meie poolt teostatud arvutused néditavad, et nende
hulgas eksisteerib vaid viis, mille servade pikkused ei iileta arvu
10000. Need tetraeedrid on toodud tabelis 6.

Ratsionaalsel diagonaaltetraeedril on see huvitav omadus, et
mitte ainult selle servad ja ruumala, vaid ka koikide tahkude pind-
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Tabel 6

495 840 448 975 952 1073
1925 1 680 2052 2 555 2652 3277
819 1 680 3740 1 869 4100 4181
2275 1 320 2772 3485 3828 4453
4633 1 680 3404 4947 3796 6 005

alad on ratsionaalsed (sest tahud on ratsionaalsete kaatetitega
tdisnurksed kolmnurgad).

Sama omadus on ka servade w, x, z abil moodustatud kiiltet-
raeedril
(w w Qx)
ww 22/’

sest selle tahkudeks on ratsionaalsed vordhaarsed kolmnurgad.

Kui ldhtuda tabeli 6 esimeses reas antud diagonaaltetraeedrist,
saame kiiltetraeedri

(1073 1073 990)

1073 1073 896/

Tanu sellele imeteldavale omadusele tsiteeritakse tetraeedrit
(14) sageli matemaatilises kirjanduses.® Meie analiiiis nditab, et
seda tiiiipi tetraeedreid on I6pmata palju.

(14)

NELJA NELJAGA
Toeleid Roosinupp

Kiimme araabia numbrimérki on muidugi #ildtuntud, kuid sageli ei teata,
et enamik neist on tegelikult téiesti tarbetud. Minu uurimiste tulemusena on
nimelt selgunud, et mistahes naturaalarvu fileskirjutamiseks piisab ainult numb-
rist 4, kusjuures sedagi tuleb iga arvu korral kasutada vaid neljas eksemplaris.
Selle aluseidrajava viite toestuseks esitan siinkohal lihtsalt jargmise, nn.
Roosinupu valemi:

n=—log, log, -'/-1/ .. V]/Z_H/I

PR
2n

millest muuhulgas ndhtub, et tegelikult jatkuks isegi ainull numbri 4 kolmest
eksemplarist — neljas on lisatud vaid sfimmeetria huvides.

Et Roosinupu valemi kasutamine on suuremate arvude korral seotud monin-
vate tehnilist laadi raskustega, siis olen vilja té6tanud terve rea lihtsustusi.
Jirgnevalt ongi reprodutseeritud vastavate tabelite paar esimest lchckiilge:

3 B, Cepnuunckuit ITudaropossl Tpeyroabuuku. Mocksa, 1959, ctp. 73
B. Turtnman. Teopema ITudaropa. Mocksa, 1960, ctp. 99.
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0=4+44_ 41
|=44: 44
2=4i-4.y4
3=[y44:4+4]
4= (44 ya) i
=4+ ya+4: 4
6=4+44 — 1471
7—44:4—1
8=(4:4)-1-V4
9=4-Y4+4:4
10=44:44
1 =444: (V4+714)
19= (VZ) 474

13=41: Y444 :4
14=4-4 —4:71
15=44: 444
16=444+4+4
17=4-444:4
18=4-444: 74

4
M
' 4

20=4-Y4-V4+4 _
21 =41 —41: (4-74)
4

922 = [V (A1) ] +44-4
23 =41 _ 44—+
4= 4444
B=4!4 (4+4) : 41!
26=4144-74: 4
27=414-41: (4-74)
=4-4-Y4—4

=[]

32=v4-Y4-V4 -4
33=4-4-Y4+[log 4!]

o

~

3M=4-4-Y4+74
35=41444 : 4

36= (4-+4) -4+4
37=[log 414 +V4+V4

38=—414+4-4 — Y1
39=4!4 (4?4)

40==44:4 — 4!
41 =[log 4!*] +4+44
19=4444—4
43=44—4:4
H4=4441—4
45=44+4:4
46=44+14: 74
A7=7Y4-41—4:4
48= (44+4+4) .4
49=1: 444144
50=4: | 4+4!44!
51=[log (Y4)"]"*+74
52 =44+4-+4
53—4!4+-414 [Y4+4]
S4=4!4- 444474

( 44 4)
5= —

V4

56=4'+4'+4+4
57=4!-+4144!1+ [log 4!]

58 =414 411 Y4441
59=[log 4!*] — [log 4!]

60=44+4-4
(1)
6l={ —):4—4n
V4
62=4-4-4 —J4

63= (44 —4) : 4
64=(4+4) - (4+4)
65—1(44+4) : 4
66=[y4444]

70 =414-44+74
4 —
71= ( ,_) 4+y4
¥4

79= (4-44+74) -4
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41 _
73=( _) (444 86—=44-14 — V4

V4 —
— 87=4 (4! — V4)—[log 4!]
74=41441441+ 74 88— 4444

75— (414 [log 41]) - (4! : 411) T T 4t
76— 4141 4-41 44 89=1-(4 —74)+[log 4]
90— 44- VA%

an _
an S\
78:( 4 )+4+4 92=44.74+4
=4 (41 —[log 4!])+ [log 4!
79=4- (4! — 4)—[log 4!] 93=4-(4 U"%_ D+ [log 1]
80—=(4-4+4) -4 94=4-41 —4: V4
Bl=(4—4:4) 95—=4-41 —4:4
82=4-4! —[log 4*!] 96=4-4- (4-+y4)

97=4-4'4-4:4

1
83= (4") +[log(4-4)!] _
4 98=4-4144: V4

V) o [ () 7]

4 100=1(4-+4-+74)"*

LOOGILISI ULESANDEID
Uusaastaballil

Neli sopra Jaan, Mati, Rein ja Tonu liksid koos oma abikaasadega uus-
aastaballile. Avavalsi tantsis igailiks oma abikaasaga. Seejirel vahetati oma-
vahel partnereid ning tantsupdrandal ndgime jargmisi paare: Aino tantsis Jaa-
niga, Elve Ilme mehega, Urve Elve mehega, Mati Reinu naisega ning Rein
Jaani naisega. Tehke kindlaks, kes on kelle abikaasa!

Kes on kelle poeg?

Kolm kolhoosnikku Aungust, Endel ja Juhan saatsid oma poegadele
Heikile, Peetrile ja Tiidule, kes oppisid linnas, miiligi jaoks teatud hulga mett,
kusjuures meekogused kilogrammides suhtusid nagu 1 : 2: 3. Poisid miiiisid mee
tuttavale perenaisele ithe ja sama hinnaga. Pérast raha saamist ldksid poisid
kohvikusse ning arve eest tasusid kokku samapalju, nagu nad olid saanud 2 kg
mee miiiigist, kusjuures igalihe osamaks oli vOrdeline mee miiiigist saadud sum-
maga. Raha iilejddgi saatsid poisid oma vanematele.

On teada, et Peeter maksis kohvikus .1 rubla, Heiki sai imee miiiigist
24 rubla ning August sai pojalt 33 rubla, Endel aga saatis oma pojale 8 kg
mett. Kes on kelle poeg?

Mis virvi?

Kolm stbratari Eve, Reet ja Tiiu istusid {iksteise taga nii, et Tiiu ndgi oma
molemaid sobratare, Reet ndgi Evet, aga ci ndinud Tiiut ning Eve ei nédinud
kumbagi sobrataridest. Karbist, milles oli 2 walget ja 3 punast baretti (seda
teadsid koik tiidrukud), voeti 3 baretti ning pandi tiiddrukutele pahe ilma nende
vérvi iitlemata. Kaks baretti jdid karpi. Kui Tiiult kiisiti, mis varvi barett on
tal peas, ci osanud ta sellele vastata. Kuulnud seda, iitles ka Reet, et ta ei tea
oma bareti virvi. Nende vastuste pohjal méédras Eve &igesti oma bareti vérvi.
Leidke ka teie, mis vdrvi hareit oli Evel peas.
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EESTI KOOLIMATEMAATIKA UHEST ARENGUETAPIST

A. Vassil

Eesti koolimatemaatika areng algab esimese eestikeelse mate-
maatika kooliraamatu ilmumisega 1806. a. (kui mitte arvestada
numbrite ja lihtsaimate arvutuste tutvustamist varasemates aabit-
sates voi lugemikes). Nii sellest Peter Hinrik Frey Spikust kui ka
teistest méodunud sajandil ilmunud matemaatika kooliraamatuist
on kirjanduses monevorra juttu olnud.!

Uus téusulaine emakeelse hariduse ndudmistes saavutas kul-
minatsiooni 1905. a. revolutsioonile jirgnenud aastail. Et torjuda
tagasi tsaariametnike vastuviited, nagu puuduksid eesti keeles
vajalikud sonad, mis voimaldaksid keskkoolis eesti keeles Opetada,
voideldi kitte eestikeelse erakeskkooli avamise digus ja hakati
koostama erialasonastikke. Nii alustas 1906. a. Tartus t66d Eesti
Noorsoo Kasvatuse Seltsi Tiitarlaste Giimnaasium ja 1909. a.
ilmus esimene «Matemaatika sonastik».

Esimeseks eestikeelseks keskkooli matemaatika Opikuks on
1912. a. ilmunud O. Perli «Aritmeetika 6peraamat keskkoolide-
le», mis holmas ka moningaid algebra valdkonda kuuluvaid tee-
masid.

Tahtsaks siindmuseks koolimatemaatika arenguloos on esimene
matemaatikakongress, mis toimus 4.—6. aug. 1917. a. Tartus.
Selle kongressi 106 resultaadina voeti vastu 120 matemaatika ja
100 fiiiisika oskussona, koostati aritmeetika ja geomeetria oppeka-
vad. Samuti voeti vastu otsus:2 «Tuleval Oppeaastal peab ema-
keelne opetus koigis algkoolides maksma pandama ja keskkooli
vastavates klassides sdél, kus see kohalikkude olude jarele voima-
lik on. Ajutiselt Valitsuselt tuleb nouda, et ta deklareeriks: igal
kodanikul on 6igus oma emakeeles opetust saada.» Markimist vaa-
rivad on ka J. Sarve mitmed ettepanekud matemaatika opetamise
reformimiseks: algastmel tuleb matemaatika oOpetamist alustada
hilga moistest, koolimatemaatikasse peavad kuuluma siimmeetria

' Vi, L. Vohandu. Vanemast eestikeelsest matemaatilisest kirjandu-
wst. — Matemaatika ja kaasacg, III, 11964, lk. 62—67; U. Lumiste. Lehe-
hillgi matemaatika ajaloost Eestis. — Matemaatika ja kaasaeg, IV, 1964,
. 70—81.

2 Ulemaalised matemaatika, fiilisika ja kosmograafia opetajate kongressid
Iestis 1917—1927. — Fiiiisika Opetamise Komisjoni Toimetised, nr. 4, Tartu,
1928 1k, 8.
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moiste, jddvad ja muutuvad suurused, piirvdartus ja funktsiconi
moiste, trigonomeetriat tuleb késitleda geomeetria osana, mitte
iseseisva Oppeainena jt.

Matemaatika sonastiku teine, tdiendatud triikk ilmus 1917. a.

Neile sonastikele ja esimese matemaatikakongressi ettepaneku-
tele tuginetigi, kui hakati ellu viima eestikeelset matemaatika dpe-
tamist keskkoolides.

Koolimatemaatika arengu kodanliku Eesti koolis voib jagada
kolme etappi. Algetapil, aastail 1918—1927 toimus programmitee-
made valiku tdpsustamine ja uuendamine, opikute kirjutamine
paljude autorite poolt ja nende eraviisiline vdljaandmine. See
etapp 10peb Eesti Matemaatika Opetamise Komisjoni (EMOK) t6
tulemusena valminud programmide véljat66tamisega ja arvustami-
sega. Teine etapp aastail 1928—1937 on uute programmide kinni-
tamise ja neile vastavate opikute koostamise aeg. Sellesse etappi
langeb ka tookooli printsiibi ulatuslik rakendamine, mis ilmneb
eriti rohkearvulises t66vihikute avaldamises. Kolmas etapp on sco-
tud jéllegi uue programmi viljatéotamisega ning standardopikute
ilmumisega aastail 1937—1940.

Nimetatud kolmest etapist pakub erilist huvi just esimene.
Enam kui jargnevatel perioodidel avalduvad seal autorite indivi-
duaalsed toekspidamised koolimatemaatika kursuse iilesehitamisel.
Teisel etapil avaldab suurt moju EMOK-i programm, kolmandal
etapil antakse véalja standardopikud uuenduslikest ideedest loobu-
mise hinnaga.

Jargnevas kisitletakse moningaid olulisemaid fakte koolima-
temaatika arengu esimesest etapist kodanlikus Eestis.

Mirgime eelkoige, et matemaatikale ei omistatud tol ajal nii-
sugust osatdhtsust nagu tdnapdeval. Alljargnevas tabelis on too-
dud matemaatika Opetamiseks ettendhtud tundide arv nédalas?

Klassid VII | VIIT | IX X XI
4 2

1922/23. 6.-a 4 4 R-5| R-4| R4
K-3

1930/31. &.-a. 4 4 3 2 2
M-2{ R4 | R4

4f5 |

1973/74.

ot
»

[+
o))
-

5/4

3 Keskkooli ajutised oppekavad 1922/23. 6.-a. Matemaatika. ORK, fond 1108,
nim. 3, s.-i. 596, lk. 23. Keskkooli oppekavad.Giimnaasiumi humanitaar-, reaal-
ja majapidamisharu. Tallinn, 1930. Kaheksaklassilise kooli, keskkooli ja ohtu-
keskkooli programmid 1973/74. Oppeaastaks. Matemaatika. Tallinn, 1973.

Tabelis: R — rcaatharu, K — kommertsharu, M — majapidamisharu.
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Koolimatemaatika programmi kujunemist ja arengut eesti koo-
lis ei saa vaadelda isoleeritult koolimatemaatika arengust rahvus-
vahelises ulatuses. Arhiivimaterjalide valgusel selgub, et Eesti
koolide matemaatikaprogrammide viljatéotamisel kahekiimnen-
date aastate algul on arvestatud Tsaari-Venemaa giimnaasiumide
programme, hiljem Saksamaa, Prantsusmaa, Soome, Rootsi, aga
samuti Noukogude koolis kehtestatud programmie.

Kodanliku korra algaastail t66tati Eesti koolides ajutiste oppe-
kavade jargi. Need olid vdga napisdnalised ja orienteerisid opeta-
jat ainult olulises. Niiteks on 1919/20. 6.-a. keskkooli Iopuklassi
matemaatika programm* sonastatud jargmiselt: «Ruut ekvatsioo-
nid. Korgema astme ekvatsioonid, mis esimese ehk teise jargu
ekvatsioonideks harguvad. Kaheliikmelised ekvatsioonid. Progres-
sioonid. Exponentsiaal ekvatsioonid. Logaritmid. Kombinatoorika.
Newtoni kaksliige.» Geomeetria ja trigonomeetria kursuse kohta
mainitakse, et neid tuleb Opetada endiste Vene gilimnaasiumide
oppekavade ulatuses. Uksikud keskkoolid koostasid ise ajutised
oppekavad. Ka need olid vdga iildsonalised. Domineerisid teemad,
nagu algebralised murrud, funktsiooni méiste, vorrandid, progres-
sioonid, Newtoni binoom, kompleksarvud, trigonomeetria pohikiisi-
mused, kolmnurkade lahendamine.

Tsaari-Venemaa giimnaasiumides kehtinud oppekavade moju
ilmneb ka 1922. a. avaldatud «Keskkoolide minimaaloppekavades»,
kus algebra kursus on otseses kooskolas Kisseljovi opiku ja Sha-
poshnikov-Valtsevi iilesannetekoguga; trigonomeetria kursus, mis
holmab ka tangenslause ja Mollweide laused, iihtib Ro6bkini
trigonomeetria opikuga. Geomeetria kursuse kohta aga Oeldakse
kohe otseselt, et «stereomeetria kursus tuleb 14dbi votta Kisseljovi
opperaamatu ulatuses». Nimetatud tendents on moistetav eriti see-
tottu, et suur osa matemaatikadpetajaid olid saanud keskhariduse,
aga samuti korgema hariduse Tsaari-Venemaa oppeasutustes.

Tolleaegsetest programmidest on huvitay mérkida tosiasja, et
vorreldes praegu kehtivate voi veel hiljuti kehtinud programmi-
dega, on suhteliselt viahe muutunud VII ja VIII oppeaasta prog-
rammid. Nii olid VII oppeaastal kavas tehted iiks- ja hulkliikme-
tega, hulkliikmete tegureiks lahutamine, algebralised murrud ja
esimese astme vorrandid ithe tundmatuga; geomeetrias — sirg-
joon, nurgad, kolmnurgad, paralleelsed sirged, hulknurgad, ring,
konstruktsiooniiilesanded. VIII &ppeaasta kavas aga suuruste ole-
nevuse graafiline kujutamine, esimese astme funktsioon, esimese
astme vorrandisiisteemide lahendamine graafiliselt ja arvutamise
teel, ruutjuur, irratsionaal- ja imaginaararvu moiste, teise astme
funkisioon ja teise astme vorrandi graafiline lahendamine, suu-
ruste mootmine, ithisméoéduta suurused, pinnad. Pythagorase teo-

* Keskkooli 16puklassi malemaalika programm 1919/20. 6.-a. ORK, fond
1108, nim. 3, s.-it. 590, lk. 73.
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reem, sarnasus, trigonomeetrilised suurused ja nende graafiline
esitamine, ringjoone pikkus, ringi pindala, konstruktsiooniiilesan-
ded®

Teatud piilidu koolimatemaatika sisu uuendamisele néditavad
1922. a. keskkooli reaalharu matemaatika programmi lisatud tee-
mad: IX klassis — ligikaudne arvutamine; X klassis — toendosus-
teooria elemendid, kujutava geomeetria pohijooned ja analiiitilise
geomeetria algkursus; XI klassis — arvu moiste iildistamine, piir-
vadrtus, diferentsiaal- ja integraalarvutuse elemendid.

Programmide siisteemipdrane koostamine algas 1924. a., kui
asutati EMOK. Selle komisjoni koosseisu kuulusid progressiivse
mottelaadiga matemaatikud, nagu prof. G. Rédgo, J. Nuut, A. Bork-
vell, kes koik andsid hiljem olulise panuse matemaatikute harimi-
seks ja kasvatamiseks Noukogude Eesti korgemates oppeastutustes.
Tanu nende isikute edumeelsetele vaadetele koolimatemaatika
arengu kiisimustes kujunes tolleaegne matemaatika programm
eesti keskkoolides kaasaegseks. EMOK-i poolt koostatud prog-
rammis on tépselt piiritletud materjali hulk ning lisatud iildiste ja
eriliste markuste osa. Monedki seal esitatud metoodilised printsii-
bid ja ndpuniited vdirivad kaasajalgi enam rohutamist. Naiteks:
uue mottekdigu ldhtekohaks valitagu voimalikult konkreetne kiisi-
musseade, lausete sisu néitlikustamiseks kasutatagu graafilist
meetodit, iga uus mdiste leidku rakendamist, geomeetriliste todede
deduktiivsele toestusele asutagu alles siis, kui on tekkinud tarvi-
dus toestuse jdrele, stereomeetria kursusega arendatagu opilaste
ruumikujutlust.

EMOK-i programmis oli erilist tdhelepanu podratud funktsiooni
moiste kisitlemisele ning viimase sajandivahetuse reformi pohi-
moiteid jargides ka korgema matemaatika elementidele.

Tekkis terav vajadus uute Opikute jirele. Mdned oOpetajad hak-
kasidki kokkuleppel kirjastajatega opikuid koostama.

Algebra ja analiiiisi elementide valdkonnas ilmusid 1920. a.
mimeograafil paljundatud konspektid: H. Jiirman «Algebra» I18
(Tartu, 1920, 40 1k.), K. Maasik «Algebra» IIl (Tartu, 1920,
91 1k.) ja J. Lang «Algebra» IV (Tartu, 1920, 64 lk.). Nende
konspektide 1opus olj esitatud ka iilesandeid. Samal aastal ilmusid
ka juba esimesed matemaatika opikud: Th. Koik «Elementaarne
algebra» 1 (Viljandi, 1920, 288 1k.), V. Pdss «Algebra iilesannete
kogu» I (Tallinn, 1920, 72 1k.) ja «Algebra» Il (Tallinn, 1923,
130 1k.), D. Rootsman «Algebraline analiiiis iilesandeis» 1 ja
Il (Tallinn, 1920, 219 1k. ja 131 1k.). Hiljem lisandusid: P. Eder-
berg «Téis- ning murdavaldused ja esimese astme vorrandid»
(Tallinn, 1922, 112 1k.), «Juured ja ruutvorrandid» (Tallinn, 1922,

{
5 Matemaatika programmid VII ja VIII kl. 1922. a. ORK, fond 1108, nim.

3, s.-ii. 29, k. 147.
6 «Algebra» 1 kohta ei ole onnestunud teateid saada.
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75 1k.), «Algebra iilesannete kogu» III (Tallinn, 1924, 99 Ik.),
K. R. Veski ja J. Griinthal «Aritmeetika {ihes algebra eel-
kursusega» (Tartu, 1922, 256 1k.), G. Rdgo «Matemaatilise ana-
litisi elemendid» (Tartu, 1922, 146 1k.). Samuti kasutati koolides
ka K. R. Veski ja J. Griinthali poolt tolgitud ning tdiendatud
N. Shaposhnikovi ja N. Valtsevi «Algebraliste iilesannete
kogu» I (Tartu, 1921, 178 1k.) ja II (Tartu, 1921, 174 1k.).

Loetletud opikute eessonades on autorid maininud, et algalli-
katena on kasutatud ka mitmeid saksakeelseid opikuid. K6ik nime-
tatud raamatud, vdlja arvatud Th. Koigi opik, sisaldavad hulga-
liselt iilesandeid, milledest enamik on seotud elulise situatsiooniga
ja raskuselt opilastele joukohased. Ulesannete kogud olid veel
varustatud lithikeste ja asjalike selgitustega.

Th. Koigi opik on teine eestikeelne algebra opik. (Esimeseks
oli teatavasti 1879. ja 1880. a. ilmunud J. Kurriku «Arvuvald»
[ ja II). Th. Koigi opik iilesandeid ei sisalda, kiill aga algebra
kursuse vidga iiksikasjaliku késitluse, eriti {iksliikmete (monoo-
mide) ja hulkliikmete (poliinoomide) osas. Tutvustatakse veel
graafilist meetodit, esimese astme vorrandi lahendamist kahe ja
enama tundmatuga ning lisas esitatakse Bezout’ teoreem koos
jareldustega. Raamatu eessonas mainib autor, et «algebra for-
maalne iseloom ja aine hulk voivad dpperaamatu puudumisel teki-
tada pahe, et oppijate algebra omandamine muutub mehaaniliseks
votete tarvitamiseks, millega aga selle teaduse opetamise siht jaab
tditsa korvale»”. Raamatus selgitatakse vastavaid aineldike ndidete
varal. Moned {dhtsamad laused ja omadused ka toestatakse. Sel-
lesse opikusse on liilitatud hulgaliselt ka ajaloolist materjali.

P. Ederbergi, V. Pissi, D. Rootsmani ning N. Shaposhnikovi
ja N. Valtsevi opikud on pohiliselt iilesannete kogud, mis sisalda-
vad eelnevalt liihikese, kokkuvotliku ainekisitluse. Tihti lahtutakse
monest definitsioonist voi teoreemist, mida selgitatakse voi toes-
tatakse ning millele lisatakse ka vastav naide.

D. Rootsmani o0pikus «Algebraline analiiis iilesandeis» I
antakse relatiivsete arvude liitmise ja lahutamise juures lause:
«algebralise avalduse suurus ei muutu, kui igal arvul tehte-

+ o+ o+ -
mark arvumaéargiga dra vahetada», nditeks 5—6 =546 jne.
P. Ederbergi poolt lahendatakse sama probleem ldhtudes iilesan-
dest, kus neljast margast lahutatakse jirjest 1, 2, 3 jne. marka.
K. R. Veski ja J. Griinthali késitluses selgitatakse suhteliste ehk
relatiivsete arvude liitmist ja lahutamist arvteljel. Relatiivsete
arvude korrutamisel ldhtutakse seal aga iilesandest:8 «Lootsiku-
imees on praegusel silmapilgul Emajoel Jdnese siilla all. Ta jouab

7 Vt. Th. Koik. Elementaarne algebra I. Viljandi, 1920, lk. 5.
8 Vi. K. R. Veski, J. Griinthal Aritmeetika iihes algebra eelkursusega.
Tartu, 1922, 1k. 48.
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tunnis keskmiselt v km vorra edasi. Kui kaugel sillast ja kus pool
silda on lootsikumees ¢ tunni pérast?»

V. Péssi «Algebra» II sisaldab hulgaliselt materjali matemaa-
tilisest analiiiisist, nagu piirvdartus, funktsiooni tuletis ja funkt-
siooni uurimine, arvread, integraal, kompleksarvud ja vorrandeist
ka kolmanda astme vorrandid. Rida teoreeme ja lauseid tdesta-
takse, tuuakse ndiiteid. Aine késitluses joutakse algebra pdhilau-
seni (ei toestata).

G. Rago opikus «Matemaatilise analiiiisi elemendid» késitle-
takse funktsiooni graafilist kujutamist, funktsiooni pidevust, tule-
tist, uurimist, integraalarvutust ja funktsioonide ligikaudset aval-
damist poliinoomide abil. Raamat sisaldab veel pika saatesdna,
mis selgitab kasutatava aine tdhtsust. G. Régo mirgib:® «Uks
tdhtsamatest matemaatika iilesannetest on keele loomine, milles
oleks voimalik kirjeldada looduse néhtusi lithidalt, tépselt, tiieli-
kult.» «Keeleks, milles sddrane kirjeldamine koige kohasemalt
siinnib, on funktsioonide keel.» Teoreetiline materjal esitatakse
koos rohkete ndidisiilesannetega, mis pohiliselt on fiilisikalise
sisuga. Tdhtsamad teoreemid toestatakse ning illustreeritakse roh-
kete joonistega.

Geomeetria osas piiiiti samuti esmane vajadus oOpikute jarele
rahuldada mimeograafil paljundatud konspektidega: J. LLang
«Planimeetria» I1 (Tartu, 1920, 22 1k.), E. Kilkson «Stereomeet-
ria» I (Tartu, 1920, 22 1k.). Neile lisandusid: A. Nathingi ja
O. Perli «Ruumi algopetus» (siistemaatiline kursus) 1 (Tallinn,
1919, 148 1k.) ja I1 (Tallinn, 1920, 128 1k.), V. Nano «Trigono-
meetria Opperaamat keskkoolidele» (Tallinn, 1920, 88 1k.) ja selle
kordustriikk . koos tdiendustega «Tasapinnaline trigonomeetria ja
sfadrilise trigonomeetria alged» (Tallinn, 1923, 100 1k.), «Sterec-
meetria» 11 (6petus geomeetrilistest kehadest) (Tartu, 1920, 31 1k.),
P. Madisson ja Th. Ussisoo «Planimeetria» (Tallinn, 1921,
96 1k.), P. Madisson «Stereomeetria» (Tallinn, 1921, 108 1k.),
G. Rdgo «Tasapinnalise analiiiitilise geomeetria pohijooned»
(Tartu, 1921), J. Maramaa «Geomeetria algkooli korgematele
klassidele» (Tartu, 1922, 128 1k.), E. Krahn «Stereomeetria tihes
kujutava geomeetriaga» (Tallinn, 1922, 120 1k.), K. R. Veski ja
J. Griinthal «Stereomeetria» (K. RaZevski «Stereomeetria»
tolge) (Tartu, 1922, 96 1k.), A. Wildbrett «Analiiitilise geo-
meetria ja differentsiaalarvamise pohijooned» (eestistas E. Krahn)
(Tallinn, 1922, 104 1k.).

Geomeetria opikud sisaldavad pohiliselt teoreetilist materjali,
vorreldes algebra ja analiiiisi opikutega on siin iilesandeid ainult
vihesel méiral. Teoreetilises osas tdestatakse hulgaliselt teoreeme.

% Vt. G. R4 go. Matemaatilise analiilisi elemendid. Tartu, 1922, 1k. 9 ja 13.
10 Vi, E. Tamme, R. Kruus, U. Kaljulaid. 80 aastat Villem Nano
siinnist. — Matemaatika ja kaasaeg, XIX, 1973, lk. 118—122.
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Koikide teoreemide juurde on lisatud selgitavad joonised. Ulesan-
nete hulgast vdadrivad esiletostmist konstruktsiooniiilesanded, kus-
juures on noutud nende tdpset ja korrektset lahendamist — koige-
pealt analiiiis, siis konstruktsioon, selle toestus ja uurimine. Eriti
on see iseloomulik A. Nathingi ja O. Perli opikule. Selle opiku
16ppu on lisatud ka matemaatika terminid eesti, vene ja saksa
keeles.

V. Nano raamatus «Trigonomeetria opperaamat keskkoolidele»
on toestatud pohilised trigonomeetria laused ja toodud ka naidis-
iilesanded. Sfdirilise trigonomeetria osas on tutvustatud sféarilist
kaksnurka, kolmnurki ja lahendatud moned astronoomilise sisuga
iilesanded. Selle Opiku arvustuses ! on rohutatud puudustena graa-
fikute vahesust, ajalooliste elementide puudumist (1923. a. vilja-
andes on trigonomeetria ajaloo kohta eraldi paragrahv), sfddrilise
geormmeetria opetamise mittevajalikkust.

P. Madissoni «Stereomeetria» opikus on késitletud sirgjoone
ja tasapinna, aga samuti tasapindade vastastikuseid asendeid,
nendega kaasnevaid teoreeme, mitmetahulisi nurki ja kehi (on
arvutatud nende pindala ja ruumala). Samuti on seal eraldi para-
grahv Guldini lausetega.

Nii algebra kui ka geomeetria opetamise eesmérkidena rohu-
tati tol ajal vilumuste ja oskuste kasvatamist tegelikus elus esi-
nevate {ilesannete lahendamiseks, samuti loogilise motlemise ja
ruumikujutiuse arendamist. Kooli algebra kursuses pidi juhtivat
osa etendama funktsionaalne s6ltuvus kui kogu koolimatemaatikat
siduv mbdiste.

Vaadeldava perioodi programmide ja Opikute kaudu arenes
vélja eestikeelne erialane terminoloogia ja siimboolika. Positiiv-
selt vddrivad markimist tol ajal esile tostetud metoodilised toeks-
pidamised, eriti 1924/25.6.-a. programmi seletuskirjas ning opikuis,
ja ajaloolise elemendi rohutamine. Viga hinnatav on tolleaegsete
opetajate aktiivne osavott opikute arvustamisest ajakirjanduse
veergudel.

Vit Kasvatus, 1922, nr. 12, lk. 188—190.
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JAAN SARVE TEE TEADLASEKS

Kakskiimmend aastat {agasi manalasse
varisenud teerajajat milestades

U. Lumiste, E. Tamme

Eestlaste poolt viljeldav teadus ei ole kuigi pika minevikuga,
kuid iipris lithiealine on see tdppisteaduste valdkonnas. Saksa-
keelne ja -meelne Tartu iilikool andis eelmisel sajandil kiill lati
péritoluga matemaatikuid, silmapaistvamatena margiksime K. Pe-
tersoni, P. Kadikist ja P. Bohli, kuid alles 1890-ndail aastail
lopetas matemaatika alal iilikooli esimese teadaoleva eestlasena
Mihkel Koik, kes aga pole avaldanud iihtegi t66d, rddkimata tea-
duslikest uurimustest. Fiiiisikas on markimisvdarseks erandiks
Johan Vilip (1870—1942), kes pérast iilikooli lopetamist Tartus
1895. a. siirdus vakantside puudumisel Peterburi ja seal akadee-
mik B. Golitsoni assistendina alustades kujunes heaks spetsialis-
tiks eksperimentaalfiifisika ja eriti seismoloogia alai. Viga iiksi-
kud on ka need eestlased, kes on XIX sajandil piiiielnud téppis-
teadusliku hariduse poole teistes iilikoolides. Eametsas A. Holteri
kirjutuskoolis dratust saanud Jakob Tiilk pidi aastakiimneid maal-
rina ja maamootjana raha koguma, et 43-aastase mehena soita
1873.—76. a. vélismaale tdiendama end reaalainetes Strassburgi,
Genfi ja Pariisi iilikoolides. Teadlast temast selleaegsetes oludes
ei saanud, kuid ometi on ta esimene, kes eestikeelsesse kirjutisse
poimis juba 1878. a. integraali margi. Teina elukdik andis touke
eestlasest tdheteadlase saatust kujutava romaani — E. Aspe
«Ennosaare Aini» ilmumisele (1888). Kirjaniku fantaasia viib sel-
les peategelase tunnustuseni iiksnes voorsile rdndamise hinnaga.

Kodumaal, tegelikkuses avanes eestlaste jaoks tee Oppejou- ja
teadlasetoolile alles pdrast Suurt Oktoobrirevolutsiooni, mis viis
emakeelse hariduse Eestis ka Tartu iilikooli, kus sajandivahetusest
oli valitsema saanud vene keel. Meie vanema polve teadlastekaadri
kujunemine oli sellal otse aja kisk. Kogenenumate ja drksamate
eesti haritlaste ees, kes seni olid té6tanud enamasti koolipollul,
seisis pakiline iilesanne dratada uuele elule iilikool, millest Tartus
olid pérast pdhikoosseisude lahkumist siilinud ainult ruumid ja
osaliselt nende sisustust.

Téppisteaduste osas langes see iilesanne peamiselt Jaan Sarve
olgadele. Siindinud 1877. a. Vorumaa lounaosas talurentniku
pojana, oli ta raskusi trotsides omandanud Tartus kesk- ja kor-
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gema hariduse, kuid jadnud endiselt talurahva esindajaks. Ta oli
eesrindlike ideede kandjana kdinud 1dbi 1905. a. revolutsiooni
tulest ning kujunenud seejdrel iitheks tuntumaks eesti matemaa-
lika- ja fiilisikaopetajaks Tartus. 1918. aasta poordelised siindmu-
sed viisid J. Sarve eesti hariduselu juhtijate hulka, lithikeseks
ajaks koguni kujuneva emakeelse iilikooli etteotsa. Koos J. Vili-
piga, kellest ta oli seitse aastat noorem ja kes tema algatusel
Peterburist Tartusse kutsuti, olid nad vanimaid eesti kutselisi
tédppisteadlasi.

Jaan Sarvel kui varasemal teenekal koolimehel ja teadmiste
populariseerijal tuli teadusse astuda juba kiipses meheeas. Uli-
kooli professoritooli sai ta kohusetditjana 4l-aastaselt (1919),
korralise tditjana b0-aastaselt (1928). Doktorikraadini joudis ta
53-aastaselt (1931), olles pidanud modéda laskma mitmeid oma
nooremaid kolleege. J. Sarv elas pika ja t66rohke elu. Pdrast Suurt
[samaasoda oli ta aastail 1945—51 Tartu Riikliku Ulikooli geo-
meetria kateedri juhataja, seejirel siirdus teenitud vanaduspuh-
kusele. Jaan Sarv suri Tartus 23. augustil 1954. a. ja on maetud
Raadi kalmistule.

Kéesolevas kirjutises ei ole piiiitud haarata J. Sarve kogu elu
ja tegevust.! Eesméirgiks on seatud kujutada seda pikka ja vaeva-
rikast teed, mis viis talurentniku poja rahva piitidlustele truuks
haritlaseks ja seejdrel, juba kiipses meheeas, teaduses uut sona
oelda tahtvaks vurijaks. Me lopetame oma késitluse J. Sarve esi-
mese toeliselt silmapaistva teadusliku uurimusega — doktorivai-
tekirjaga «Geomeetria alused». J. Sarve edasine biograafia ei ole
rikas véliste siindmuste poolest. Tema elu sisuks oli pedagoogi-
line ja teaduslik uurimist6d iilikoolis. Molemate tdielik haara-
mine nouab tdiendavat materjali kogumist ja allikate analiiiisi-
mist. Praegu tuleb piirduda J. Sarve avaldatud téode loeteluga,
mille lugeja leiab kéesoleva td6 lopus. Tuleb aga arvestada, et
mitmed tahud J. Sarve loomingus ei kajastu tema publikatsiooni-
des. Nii on néiteks teada, et tal oli pisiv huvi ideograafia vastu
ning et tal on ka endal katsetusi selles suunas? Vihe teame me

! Mirgime téhtsamaid seni ilmunud késitlustest: G. Vilbaste. Prof.
Jaan Sarv 60-aastane. — «Loodusvaatleja», 8, 1937, nr. 6, k. 187—188; J. Sarv
(nekroloog), ajaleht «Tartu Riiklik Ulikool», 1954, 3. sept. H. Epler. Prof.
Jaan Sarve elust ja tegevusest. — Matemaatika ja kaasaeg, III, 1964, k. 68—72.

2 Vi. A Ruubel J Sarve ideograafiast. — «Noorte Héiidl», 1967,
14. jaan. Juhiksime tdiendavalt tdhelepanu iihele (arvatavasti J. Sarve sulest
périnevale) lithiinformatsioonile ajakirjas «Loodus» (1923, nr. 3, lk. 176).
Sclles koneldakse prof. S. A. Toscano kisikirjast elementaarmatemaatika kohta
rahvusvahelises keeles, nn. interlinguas, mille avaldamispalvega on autor p&or-
dunud ka ajakirja «Loodus» toimetuse poole, kus matemaatikuid esindas J. Sarv.
Samas ajakirjas arvustab J. Sarv itht Jakob Linzbachi t66d, mis ilmus Tallinnas
1823. aastal. See fakt on huvipakkuv seetdttu, et J. Linzbach on teine isik Eestis,
kes on aktiivselt tegelnud interlingvistikaga ja sellelt alalt mitmeid teoseid
avaldanud (J. Linzbach. Idéographie mathematique. Etude du langage phi-
losophique. Paris, 1931).
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tema hilisemast to6st nelja varvi probleemi alal ja geomeetria
aluste valdkonnas peale selle, et ta nende probleemidega pikka
aega tegeles. Ndhtavasti ei pidanud ta oma tulemusi kiillalt 16pli-
keks, et neid avaldada. Meile tdnapéeval oleksid aga koik sdilinud
materjalid huvipakkuvad ja autorid oleksid vdga tdnulikud isi-
kuile, kes saaksid nendest teatada.

* = ®

Jaan Sarv siindis 21. detsembril 1877. a. endisel Vorumaal
Saru vallas Leeguste talus?, mille oli rentinud tema isa. Ta oli
oma vanemate Anne (1835—1918) ja Henn Sarve (1840—1918)
ainsaks lapseks.

Oma haridusteest kirjutab J. Sarv 1919. a. eluloolm]elduses i

«Lugemise ja kirjutamise oppisin suurelt osalt isalt, kes ise ilma
mingi koolihariduseta oli, siiski hésti piiblit tundis ja pithapé&eviti
«vorukeelsest» Jutluseraamatust puhtas louna Voru murdes jut-
lusi kodurahvale ette luges. Alghariduse sain Saru ja Moniste
vallakoolides ja Marienburi® Greeka Katoliku kiriku koolis, sest
1885. aastal oli minu isa talurentnikuna Marienburi llgldale
Malupi valda Brukna kiilasse litlaste sekka elama asunud, ja
ainult nimetatud kirikukooli juures oli iiks eestlane koolic')petajaks.
Keskhariduse omandasin suuremalt osalt iseoppides ilma eratun-
dideta, ainult pohja pannes Hugo Treffneri eragiimnasiumis -—
kolmandas klassis — 1893/4 Opeaastal ja isedppimise teel saadud
teadmisi siludes nimetatud eragiimnasiumi viimases klassis 1899.
aasta esimesel poolel. Kiipsuse eksami tegin eksternina nimetatud
aasta kevadel Tartu giimnasiumi juures.»
- Jaan Sarv oli kiipsustunnistuse saamisel juba 21-aastane. Vii-
vituse pohjustasid mitte ainult iseGppimise raskused. Tema hilisem
opilane {ilikoolis, praegune akadeemik A. Humal meenutab oma
opetaja vestlustest, et noorukieas elas J. Sarv 1dbi raske kopsu-
haiguse ja sellega kaasnenud hingelise kriisi. Ndhtavasti taastus
tervis siiski sedavord, et parast kiipsuseksameid oli otsus kindel —
edasi iilikooli. Kiill aga jdi J. Sarv elu 16puni tiiskarsklaseks ja
tervete eluviiside pooldajaks. Laseme edasi jutustada jille temal
endal.

«Ilma juhatuseta keelte 6ppimine oli mind teinud vordleva
grammatika austajaks ja «mbistete elementologia» otsijaks. Oieti
oligi minu oOppimine suurelt osalt nimelt teadmiste elementide
otsimine, ja Opitavad ained ainult materjaliks selle pddt6o jaoks.
Tartu iilikooli fakulteeti valides pidin esiotsa ajaloofilologia fakul-
teeti astuma, kus ma oma piris to6oalaks gnoseologiat arvasin.
Aga kui ma olin professor Ohse juures paar ettelugemist dra kuu-

3 Praegu on J. Sarve siinnitalu elumajal milestustahvel, mis asetati sinna
1968. a. Voru koduloouurijate algatusel.

4+ RAKA, fond 2100, nim. 2, s.-ii. 1055.

5 Praegu Aluksne Lati NSV-s
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lanud, siis leidsin, et teadmiste
elementide otsimine sel viisil,
nagu sdal fakulteedis nédis teda
tehtavat, minu piiiietele ei vas-
tanud. Uhtlasi tegid need paar
ettelugemist matemaatika ala
sagedase riivamisega mulle
selgeks, et fiilisika-matemaatika
fakulteet mulle kohasem on.»

Nii  immatrikuleeritigi J.
Sarv 1899. a. augustis fiiiisika-
matemaatikateaduskonna puhta
matemaatika osakonna iiliopila-
seks. Tema loengute kiilastami-
se raamatust® ndeme, et ta
kuulas professorite V. Alekseje-
vi ja P. Grave matemaatika-
loenguid, prof. A. Sadovski fiu-
sikakursust, prof. G. Tammanni
juures keemiat, prof. G. Kolos-
sovi teoreetilise mehaanika loen-
guid, prof. B. Sreznevski me-
teoroloogiakursust ja monede
teiste  professorite loenguid.
Soltuvalt loengute arvust tuli
tal poolaastas maksta kuni 25
rubla oppemaksu. Raha oppe-
maksudeks ja iseseisvaks elami-
seks Tartus hankis J. Sarv eratundide andmisega matemaatikas
ja fiilisikas ning kaast6d tegemisega ajalehtedele ja ajakirjadele.
Sellistes tingimustes polnud kerge oppida. Lisaks takistasid opin-
guid veel tervisehdired.

Esimese Ooppeaasta 16pul 1900. a. kevadel tuli J. Sarvel iilepin-
gutusest tingitud neurasteenia tottu loobuda eksamite sooritami-
sest. Jargmise Oppeaasta 16pul, 1901. a. mais sooritas ta analiii-
tilise geomeetria ja anorgaanilise keemia eksamid vastavalt pro-
fessorite V. Aleksejevi ja G. Tammanni juures, kuid dgenev nérvi-
haigus sundis teda eksameid katkestama.

Sama aasta augustis péérdus J. Sarv fiiiisika-mafemaatikatea-
duskonna dekaani prof. B. Sreznevski poole kirjaliku palvega voi-
maldada tal eksameid sooritada jirgmise aasta kevadel. Ta kirju-
tas muuhulgas: ¢

«Ma olen talupoja poeg. Minu vanemad teenisid oma leiba
fiitisilise t66ga. Ka mina tootasin varem koos nendega ja kavatsen
tagasi minna fiiiisilisele t66le niipea, kui saavutan praegusel teel

J. Sarv 1899. a.

6 RAKA, fond 2100, nim. 1, s.-{i. 14248.
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oma eesmargi voi mingitel pohjustel olen sunnitud selle saavuta-
mise piilidest loobuma. Minu eesmargiks pole mitte eksamid ning
nende abil saavutatavad oigused, vaid voimalikult l1dhedane tutvu-
mine iildse teadusega ja eriti matemaatikaga. [...] Ma elan ja
opin oma isiklikust teenistusest: kdesolevaks semestriks sain isalt
ainult kaks rubla.

Moodunud kevadel ma enam ei teadnud, kas tulen siigisel
tagasi tilikooli voi mitte. Kuid tdnu suvel peetud dieedile kosusin
ma sedavord, et on lootust jargmise aasta kevadel sooritada koik
poole kursuse eksamid, kui ma vaid moodukalt ja rangelt siiste-
maatiliselt tootan. Té6d selles suunas ma juba alustasin.»

1901. a. detsembris sooritas J. Sarv edukalt eksamid elemen-
taarmatemaatikas, fiiiisika {ildkursuses, sissejuhatuses analiiiisi
ning korgema algebra ja diferentsiaalarvutuse esimestes osades,
1903. a. mais jdrgnes neile viimase kahe aine teiste osade ja integ-
raalarvutuse eksamite sooritamine. See ei tdhendanud veel iilikooli
16petamist. J. Sarv kuulas seejdrel veel kolme semestri jooksul
loenguid, peamiselt G. Kolossovi mehaanikakursusi, kuid 1905.
aasta algul oli ta sunnitud 6pingud ajutiselt katkestama majan-
duslike raskuste ja rahutute aegade tottu.

Ta ise votab oma iilikooliopingud eespool tsiteeritud elulookir-
jelduses kokku jargmiselt: ¢ «Fiilisika-matemaatika fakulteedi puhta
matemaatika A salga {iliopilasena (1899--1907) jatkasin oma
endist elementide otsimist — ka endisel viisil, s.o0. fakulteedi
Opeaineid ainult materjaliks tarvitades. FEttelugemised andsid
mulle viga vihe ja isiklik kokkupuutumine professoritega (Alek-
sejev, Grave, Sadovski) ei lisanud sellele kuigi palju juurde.»
Selles juba kiipse mehena kirjutatud hinnangus kajastub oma
teed otsiva talurahvast parit uhke nooruki omaaegne suhtumine
vene professoreisse. Mis puutub P. Gravesse, siis see oma loiu
suhtumisega 6ppetddsse ja teadusse ning reaktsioonilise hoiakuga
muidugi ei vddrinud siimpaatiat. Kui P. Grave 1905. a. revolut-
siooni koige pingelisemal ajal oma loengul po6ordus iiliopilaste
poole {ileskutsega loobuda poliitikast ja oila riigikorra ustavad
teenrid, katkestasid iiliopilased tema kone hiilietega «Kiillalt!y,
lahkusid auditooriumist ning kuulutasid Gravele boikoti.” Teine
matemaatikaprofessor V. Aleksejev oli, erinevalt Gravest, hea
ettevalmistusega, teaduslikult aktiivne ja védhem reaktsioonilise
hoiakuga. Pédrast Moskva iilikooli lopetamist oli ta end tdienda-
nud kaks aastat Ziirichis, Pariisis ja Leipzigis ning koostanud
esimese venekeelse monograafia algebraliste invariantide teoo-
riast.® Tema rektoriks oleku ajal voeti Tartu iilikooli toole esime-
sed eesti oppejoud, arstiteadlased A. Paldrock ja H. Koppel. On

7 L. Eringson. Tartu Ulikool Esimese Vene revolutsiooni taandumise
perioodil (1906.—1907.). — TRU Toimetised. Vihik 164, 1965, lk. 111.

8 Lihemalt vi. U. Lumiste Sada aastat V. Aleksejevi siinnist. — Mate-
maatika ja kaasaeg, XI, 1966, 1k. 96—98.
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iseloomulik, et kui pdrast 1917. a. Veebruarirevolutsiooni toimus
iiliopilaste-matemaatikute {ildkoosolek, siis palus see jitta Alek-
sejev edasi toole, «sest ta pole kateedrit kunagi kasutanud polii-
tilise agitatsiooni jaoks». Koosolekust vottis osa ja protokollile
kirjutas alla teiste hulgas ka sellal matemaatikadpetajana t66tanud
J. Sarv. Hiljem, kui Sarv korraldas matemaatika Gpetamist Tartu
iilikoolis, saavutas ta 1921. a., et rahuldati Aleksejevi palve maa-
rata ta iilikooli eradotsendiks. Mehaanikaprofessori G. Kolossovi,
fiiiisikaprofessori Sadovski ja keemiaprofessori Tammanni néol
oli J. Sarvel kokkupuuteid silmapaistvate, teadust uute oluliste
saavutustega rikastanud oOpetlastega, kuid et nende ained olid
korval tema peahuvidest, ei ole need kokkupuuted nihtavasti olu-
liselt mojustanud J. Sarve teadusalast arengut.

Jaan Sarve tegevus iiliopilaspolves ei piirdunud ainult 6pingu-
tega. Juba sellal tundis ta endal kohustust kaasa aidata eesti
rahva haridustaseme tostmisel, mis edaspidi kujunes tema elu
pohieesmargiks. Stud. math. J. Sarve allkirja kannab suur hulk
ajalehtedes, ajakirjades ning ka eraldi brosiiiiridena ilmunud
populaarteaduslikke kirjutusi® (vt. [1]—[5] jt.), milles laiadele
hulkadele arusaadavas vormis késitletakse mitmesuguseid loodus-
ndhtusi ning loodusteaduste ja tehnika saavutusi.®® Konesoleval
ajal oli J. Sarv iiks viljakamaid fiiiisika ja loodusteaduste popula-
riseerijaid, iihtlasi teenis ta selle tegevusega endale elatist.

Uliopilasaastad olid otsustavaiks J. Sarve maailmavaate ja
toekspidamiste kujunemisel. Juba H. Treffneri glimnaasiumis
1899. a. tutvus J. Sarv matemaatikadopetaja M. Volokobinski kor-
teris koos kdivas Opilaste ringis sotsialismi ideedega. Ta ise mee-
nutab hiljem:!* «See ring ei to6tanud matemaatika alal, vaid sot-
sialismi alal. Koosolekutel loeti vist peatiikke Marx’i «Kapitalist»
ja arutati neid. (Mulle paistsid need arutlused enamasti nagu
veidrad selle poolest, et seal oleks nagu piiiitud iseenesest lihtsaid
asju teha ilmaaegu keerulisteks.).»

Jargnevail aastail iiliopilaspolves oli J. Sarve sobraks wviiuli-
kunstnik Eduard Sormus, kellega koos nad votsid osa iiliopilaste
salajastest koosolekutest, suvel aga rdndasid modda kodumaad.
J. Sarve meenutustest loeme: «Meie olime kumbki juba aegsasti
oiendanud oma arved kiriklusega. Meie ihaldasime nidha koiki oma
rahva liikmed nii dnnelikkudena kui meie olime oma Diogenese

9 Ajalehtedes ilmusid J. Sarve pikemad artiklid «Kaste ja udu» («Posti-
mees», 1901, nr. 277, 280; 1902, nr. 4, 122, 124, 127); «Sulatised» .(»Postimees»,
1901, nr. 285; 1902, nr. 171, 173, 176, 177); «Soojusest» (Postimees», 1902, nr. 8,
18, 19, 31, 58); «Tuul» («Postimees», 1902, nr. 201—204); «Kestvad tuuled»
(«Postimees», 1902, nr. 210, 214, 216, 218, 219) jt.

19 Ulevaade J. Sarve populaarteaduslikest kirjutistest on antud A. Meose
diplomit6ds «Ulevaade proiessor Jaan Sarve elust ja loomingust». TRU arvutus-
matemaatika kateeder, 1973.

" Vt. Hugo Treffneri Giimnaasiumi 50 aasta juubelialbum. Tartu, 1933,
k. 276.
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elus. [...] Kui meie koos rdndasime kodumaad moé6éda ja eemalt
markasime kerkivat kiriku torni, siis olime otse hoiskel rodmsad.
See ei olnud mitte ainult arhitektuur, mis meid roomustas. Meid
roomustas meie mottes valminud tulevikupilt, kus need korged
majad on tosise vaimu- ja hingetoidu-jagajad oma {imbrusele.
[...] Korge maja uksed on avatud igaiihele. Sees on muusika,
mille monest palast saab igaiiks osa vdtta oma voimete jargi. Siis
kantakse ette parleid maailmakirjandusest, siis jalle muusika, siis
loeng, jédlle muusika, jalle kirjanduse pérle jne.» (Vt. [30].)

Hilisem matemaatikaprofessor Leningradis J. Depman meenu-
tab 12 oma oOpinguteajast Tartu Opetajate Seminaris 1899.—1904. a.
«Kidisime (koos klassikaaslase J. Anveldiga — U. L. ja E. T.)
suure hoolega «Karskuse Sobra» koneohtutel, mis ptihapdeva
ohtuti toimusid. Konel viibis politsei esindaja, sellepédrast oli
nende sisu oige piiratud, aga see oli tolleaegsetes oludes ainuke
tee peale koolitundide midagi dpetlikku kuulda. Seal ndgime esi-
mest korda konetoolis pikka iiliopilast, kes juba oma lihtsa riie-
tuse poolest teiste {iliopilaste hulgast silma torkas. Ka oli tema
ilesastumiste sisu erinev teiste {iliopilaste omast. «Karskuse
Sobra» eeskujul korraldas ka rattameeste selts «Taara» oma liik-
metele konedhtuid, mis toimusid dripdevadel ja ainult seltsi Jiik-
metele ilma politsei juuresolekuta. Meie, seminaristid, sinna ei
pddsenud, meid suruti argipdeva oOhtutel hoolsalt raudvirava
taha. «Taara» Loneohtul esines J. Sarv konega «Materialism
kalendri sabas». See oli vastuseks pastor Tischleri kirjutusele
tdhtraamatu «Sirvilaud» sabas. Sarv nditas, et Tischleril teadusli-
kust materialismist aimugi ei ole. Seminari poisse huvitas kone
vaga. Korraldasime J. Anveldi iimberjutustuse Sarve konest, sest
Anvelt kui erakorteris asuja vois konet kuulata. Siit saime meie
materialismi algmoisted, mida hoolega 1905. a. maal edasi and-
sime.» Nii ndeme, et iiliopilasaastail ithines J. Sarv kindlalt mate-
rialismi ja ateismi propageerijate leeriga, andes innustust selliste-
legi proletaarse kultuuri hilisematele silmapaistvatele esindajatele
nagu J. Anvelt ja E. Sormus.

Loobunud olude sunnil ajutiselt opingutest iilikoolis, tédtas
J. Sarv 1905. a. esimesel poolel Tartus ajalehe «Uudised» toime-
tuses ning teisel poolel Valgas Eesti Krediidifihisuses. Seal liilitus
ta kohe revolutsiooni kaigus elavnenud iihiskondlikku tegevusse.
Pirast Oktoobrimanifesti asutati Valga Demokraatlik Uhisus,
mille juhatajaks valiti Jaan Sarv. Uhisus korraldas igal néddalal
rahvakoosolekuid, kus selgitati rahvale pdevakiisimusi ja «koneldi
vabamast (demokraatlikust) riigikorrast». (Vt. [32].) Kui hakka-
sid tegutsema karistussalgad, pogenes J. Sarv vangistusohu kar-

12 Kiri U. Lumistele 12. X 1969. a. (vt. ka koguteos «Jaan Anvelt». Tal-
linn, 1965, k. 67); prof. J. Depmanist ldhemalt vt. Matemaatika ja kaasaeg,
VII, 1965, 1k. 97—99; XVIII, 1972, 1k. 114—119.
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tusel Soome ja Rootsi kaudu Pariisi, kus tdiendas end matemaa-
tika alal 1906. a. veebruarist kuni juunini.

1906. a. siigisel on J. Sarv Tallinnas ja teeb kaastood ajaleh-
ledele. Valga Demokraatlikus Uhisuses peetud konedes véljenda-
tud motteid esitab ta avalikkusele Rusticuse (lad. k. — talupoeg)
varjunime all artiklites «Maakiisimus» («Sonumid», 1906, nr. 23),
«Mida uskuda ja kudas uskuda?» («Sonumite» lisa, 1906, 1k. 42—
45 ja 52—5b3) ja «Teaduse kindlus» («Sonumite» lisa, 1906, 1k.
188—190 ja 194—197). Neist kahes viimases, mis 1909. a. ilmusid
craldi brosiiiirina [9], esineb J. Sarv veendunud ateistina ja mate-
rialistliku maailmavaate propageerijana. Kuulame, millise sise-
mise kindlusega kolavad tema sonad:

«Teie uskuge kdike, mida te tahate. Uskuge jumalaid ja loo-
duseseadusid, uskuge koiki teadusid ja teadlasi ja selle hulgas ka
seliskonnateadlasi. Teie tditke oma usukombeid, nagu teil iganes
meelde tuleb.

Ainult, kui teie ka mind ja minu seltsimehi, kes midagi ja
kedagi ei usu, uskuma tahate sundida voi meie igapdevast era-
pooletut elu oma usukombetega takistama hakkate, siis keelame
teil selle lihtsalt &dra, kui me teid ikka keelata ka jaksame. Ja
kui meie teid keelata ei jaksa, siis naerame kurvalt teie tegude
iile — ja kogume vaikselt joudu. [...] Ja kui ka meie kord tuge-
vamaks saame, siis paneme ajaviitmata koik seadused maksma,
mis meile sellel silmapilgul tarvilikud nédivad olema.» (Vt. [9],
k. 16—17.)

1907. a. jatkas Jaan Sarv Oppimist iilikoolis. Selle aasta mai-
kuus andis ta ldpueksamid sellistes ainetes nagu iildfiiiisika,
meteoroloogia, invariantide teooria, iildine astronoomia, mehaa-
nika, diferentsiaalvorrandid, variatsioonarvutus ja korgem geo-
meetria. Koigi matemaatiliste ainete eksamid on antud Alekseje-
vile. 1907. a. augustis anti J. Sarvele iilikooli loputunnistus,
1907. a. oktoobris aga tunnistus selle kohta, et ta on omandanud
iilikooli juures matemaatika ja fiiiisika opetaja kutse.

# * *

Algas J. Sarve iile kiimne aasta kestnud t66 keskastme koo-
lide opetajana. 1907. a. l6pul on ta 3 kuud matemaatika ja fiiii-
sika lektoriks Poltsamaal Eesti Aleksandrikooli pollumajandus-
kursustel. Jdrgmise aasta algul abiellub ta Polisamaal Juuli
Vaheriga, aprillis aga votab osa rahvusvahelise matemaatika-
kongressi t60st Roomas, esimese eestlasena sedalaadi kongressil.t?
1908. a. siigisel soidab J. Sarv t66 otsinguil Venemaale Velizi
linna Vitebski kubermangu, kus tdotab {ihe Oppeaasta Elisabeth
Tilli eragiimnaasiumis oOpetajana,

13 Vi, Matemaatika ja kaasaeg, XII, 1967, lk. 3.
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Aastal 1909 on J. Sarv tagasi Tartus, kuhu Eesti Noorso
Kasvatuse Seltsi Tiitarlastegiimnaasiumi juhtkond kutsus ta mate
maatika- ja fiilisikaopetajaks. See 1906. a. asutatud oppeasutu
oli esimeseks eesti oOppekeelega keskkooliks. Oma tegevusega
demonstreeris see kool emakeelse Opetuse eeliseid ning aitas kaasa
eestikeelse koolikirjanduse loomisel. J. Sarv oli siin Opetajaks
kuni 1918. aastani.

Otsese opetajatdo korval pithendas J. Sarv palju tdhelepanu
emakeelse oppekirjanduse koostamisele. Juba 1908. a. vottis ta
ajakirja «Eesti Kirjandus» veergudel sona seejuures kerkivate
probleemide kohta [8]. Ta taunis sageli juba vananenud vo0Or-
keelsete oOpikute vahetut kopeerimist ning arvas, et lisaks valis-
maistele eeskujudele tuleks arvestada ka uuemaid metoodilisi
seisukohti, mis kajastusid rahvusvaheliste kongresside ja konve-
rentside otsustes. Eestikeelsete oskussonade loomisel soovitas ta
neid mitte otseselt tolkida voorkeelest, vaid oluliselt arvestada ka
vastavate mbistete sisu. Oma seisukohti viljendas ta aastail
1908—1910 sama ajakirja lehekiilgedel ka mitmes arvustuses
populaarteaduslike ja kooliraamatute kohta.

Samal ajal asus ta ka ise realiseerima seatud pohimotteid.
Juba 1910. a. ilmus Eesti Kirjanduse Seltsi koolikirjanduse see-
rias J. Sarve opik «Fiisika opetus» I [11], mis on autori kavan-
datud ulatusliku fiilisikadpiku alguseks.!* Selle opiku 1917. a.
kaanetatud véljaandele on lisatud 2 triikipoognat, kuid ka sellisel
kujul jadb opiku I osa lopetamata. Eessonas margib autor, et ta
«ei ole iihtegi voorakeelset 6peraamatut otsekohe jarele aimanud».
Opikus kohtame originaalset ja tugevalt isikupérast kasitlusviisi
nii materjali liigendamisel kui ka moistete sissetoomsel ja defi-
neerimisel. Ulatuslikus sissejuhatuses esitab ta oma seisukohad
fliisikale kui «lihtsamate nédhtuste teadusele» ja selle meetoditele.
Siin esitab ta ka opiku kava, mille jargi esimene osa on piihen-
datud kiimnele «vdga lihtsale ndhtusele» alates liikumisest ning
16petades magnetismi ja elektriga. Neist kiimnest ndhtusest joudis
Sarv késitleda liikumist, raskust ja soojust ning alustada «keha-
ponevuse» kisitlemist. Opiku teises osas kavatses ta kdisitleda
«vdhem lihtsaid nahtusi», nagu podérlemist ja masinaid, vonku-
mist, laineid ja h&déilt, valgust ning kristalle. Opik on selle aja
kohta nii sisult kui ka keelelt heatasemeline. Selle laiemat kasu-
tamist koolides takistas aga autori sageli liiga originaalne ja
monevorra raskepdrane kisitlusviis.

Juba jargmisel, 1911. aastal ilmus «Postimehe» kirjakogu
seerias J. Sarve Opik «Elekter» I [12], mis on samuti {isna oma-
parase kisitlusviisiga. Samal aastal laskis ta triikkida «Posti-

14 J  Sarve Opikuid ja teisi varasemaid eestikeelseid fiiiisikadpikuid on
kisitletud E. S. Morna-Kase diplomitéds «Aastail 1855—1917 trikis ilmu-
nud fiilisikaalane oppe- ja populaarteaduslik kirjandus». TRU iildfiiiisika katee-
der, 1961.
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‘\m%he» triikikojas liihikokkuvotte oma loengutest elektri kohta
J13].

. Hinnates J. Sarve fiiisikadpikuid mérkis % prof. J. Vilip 1928. a.,
et «Fiisika opetus» I «suure asjatundlikkusega kokku on seatud.
Sealjuures oli autoril suurte raskustega voitlemist, sest senini
teaduslikke oskussonu Eesti keeles puudus. Kdigist nendest sai
autor iile, luues ise uusi oskussonu, milledest me tdnapdevani mit-
meid tunnustame ja tarvitames».

Samast arvamusest loeme: «Erivdljaandena ilmub 1911. a.
«Elekter». Siin paistab monestki reast silma, et autor juba dige
noorelt korgel teadusliku arenemise astmel seisab. [...] Voib toen-
dada, et see raamatukene nii oma viga selge keelega kui ka tdht-
samate faktidega elektri alal koik sisaldab, mis tarvis ldheb, et
vohik nende salaliku joudude piirkonda siigavamat pilku visata
voiks. Niisugune ajakohaselt kirjutatud raamat elektri iile puudus
sellel ajal Eesti keeles.»

Uldse voib Gelda, et kuigi J. Sarv lopetas iilikooli matemaati-
kuna, olid tema pohihuvid koolidpetajatoo aastail koondunud fiiii-
sikale. Nii pidas ta «Vanemuise» seltsis 1909. a. detsembris ette-
kande uudistest raadiumi uurimisel, jirgmisel aastal avaldas aja-
kirjas «Noor-Eesti» artikli [10] «uutest» teadustest: «uuest» geo-
meetriast (moeldud on LobatSevski geomeetriat), «uuest» mehaani-
kast (tsiteerime: «...Abrahami, Lorenzi ja Thomsoni jirgi keha
aine hulk suureneb, kui see keha viga kiiresti liigub»), «uuest»
keemiast («...Curie, Soddy ja Rutherford’i jargi ithest lihtainest
pika aja jooksul teist v0i koguni mitut teist voib saada»). J. Sarve
sulg vahendas siin eesti haritlaskonnale {ildarusaadavas vormis
kdige poorettekitavamaid avastusi tdppisteadustes. Tema erilist
tdhelepanu pélvis pika aja jooksul «uus» mehaanika. 1914. aastal
esitas ta Loodusuurijate Seltsile, mille liikmeks ta oli 1910. aas-
tast, oma artikli valguse kiirusest liikuvas keskkonnas [15]. Mone-
vorra ette rutates mirgime, et sellele jargnes tosina aasta jooksul
veel mitu artiklit samal teemal [20]—[22], [28]. Nende kirjutis-
tega on J. Sarv nédhtavasti esimene, kes on Eestis puudutanud
Einsteini relatiivsusteooriat. Nii avaldas ta ajakirjas «Loodus»,
mille itheks asutajaks ta oli koos J. Piiperi, A. Audova jt.,, 1922. a.
artikli «Einsteini teooria» [21]. Selles jagab Sarv modnede uue
teooria eelistes kahtlevate teadlaste skepsist ja mairgib, et tods
[20] nditas ta, «kuidas elekirimagneti pohilausetest Fizeau ja
Michelsoni ja Morley katsete saadus siis toesti jargneb, kui [...]
niinimetatud polarisatsiooni liikme koeffitsient voetakse kahekord-
selt. Ei ole veel selge, et see koeffitsiendi kahekordselt votmine
veel oleks muuga pohjendatud peale nimetatud katsete saaduse,
nii et seda tuleb veel hiipoteetiliseks lugeda. See on aga igatahes
niiteks, et on voimalik védga lihtsa hiipoteesi abil meie elektri-
magneti teadmiste kogu korraldada, nii et mingit tarvidust ei ole,
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Carvallo viisil Oeldes, aluseid pahupidi podrata».t® Sama, 1922.
aasta septembris avaldati ajakirjanduses Austraalias palkesevar]u-
tust jdlginud Ameerika ekspeditsiooni mootmistulemused valgus-
kiire korvalekaldumise kohta Pédikese gravitatsiooniviljas. Need
tulemused kinnitasid Einsteini poolt varem arvutatud suurust;
1,74”. J. Sarv reageeris sellele «Looduses» uue artikliga «Valguse
raskusest» [22], milles ta vordleb Lebedevi tulemust valguse rohu
kohta ja Ameerika ekspeditsiooni tulemust ning 1opetab jargmi-
selt: «Nii toovad Campbelli mootmised uue hooga esile kiisimuse:
kas ei mddra toesti iga keha raskust mitte selle keha aine hulk,
vaid temaga seotud energia hulk?»

Kédesolevas kirjutises ei ole kahjuks vdimalik pikemalt pea-
tuda J. Sarve fiilisika-alaste té6ode juures, mis kajastavad tema
pohilisi teaduslikke huve aastail 1914--1927 ja mille ldhem ana-
lii{is peaks olema oieti eesti fiilisika ajaloo uun]ate iilesandeks.
Esimese hindaja, prof. J. Vilipi kokkuvottev arvamus Sarve vii-
mase sellealase t06 [28] kohta on igatahes jdrgmine:* «Peab
toendama, et see teoreetiline uuring vdga heaste onnestunud on
ja oma lihtsuse poolest {ihte kasuliku t6od teoreetilise fiiiisika
alal tdhendab, mis paljudel sddrase kirjanduse lugejatel rohkem
kasu toob, kui keeruliste diferentsiaalvorrandite lahendamise 1dbi
saadud tulemused.»

# *k *

Tulles niiid tagasi J. Sarve elukdigu jélgimisele Tartus kooli-
Opetajana todtamise aastail, jouame Esimese maailmasoja ja
Suure Oktoobrirevolutsiooni poordeliste siindmuste juurde, mis ei
jdtnud puudutamata ka J. Sarve. 1916. a. oktoobrist kuni 1917. a.
juunini oli ta mobiliseerituna tagalas Sadrinski linnas reameheks.
Sellal hakati revolutsiooni vaimus {imber korraldama kogu Eesti
koolivorku. 1917. a. aprillis tuli Tartus kokku esimene rahva-
hariduse kongress, millel otsustati ellu viia emakeelne tasuta ja
kohustuslik algharidus ning astuda samme O&petuse iileviimiseks
emakeelele ka keskkoolis ja Opetajate ettevalmistamisel. Rahva
haridustaseme tostmiseks otsustati luua rahvaiilikoolid. J. Sarv

15 Sellega seoses méargime, et eespool juba tsiteeritud elulooklrjelduses
aastast 1919 on J. Sarv oma artikli [20] kohta Gelnud jdrgmist: .sellel ajal
viga moes oleva Einsteini teooria vastu katsusin faktisid tuua selle teooria
vastu, mille Einstein ise niiiid viimastel aastatel on pidanud korvale jatman.
Nihtavasti on siin moeldud seda, et 1916, aastaks ldks Einstein oma eri-
relatiivsusteoorialt iile {ildrelatiivsusteooriale. Ei tahaks siin mainimata jitta
ka iiht vanemate kolleegide poolt jutustatud lugu, mille jargi J. Sarv olevat
konelnud oma reisist Berliini Einsteini juurde, et piiiida talle selgitada iiht
uue teooria ebakdla. Einsteini esialgselt torjuv hoiak olevat pédrast Sarve
detailsemaid selgitusi muutunud lugupidavamaks ja lahkudes olevat Einstein
oma kolleegi koguni tinanud. Kahjuks pole seni teada iihtegi pidepunkii selle
jutustuse sisu téepidrasuse kontrollimiseks. V&ib-olla aitaks siin Einsteini koigi
tddde iiksikasjalik lidbivaatamine, sest ithe versiooni jargi olevat Einstein iihes
oma tods maininud J. Sarve.
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saatis kongressile kirjalikult oma ettepanekud, mis avaldati triikis
{17]. Ta on neis iihel meelel kongressi pohiliste otsustega. Samuti
esitab ta iiksikasjalikke soovitusi Oppeainete valikuks ja 160 kor-
raldamiseks rahvaiilikoolides. Esimesed rahvaiilikoolid loodigi
1917. a. suvel Tallinnas ja 1918. a. jaanuaris Tartus.

Teisel rahvahariduse kongressil 1917. a. juunis, millest J. Sarv
sai isiklikult osa votta, otsustati usudpetus jatta kooli, kuigi vaba-
tahtliku oppeainena. Kirjutises «Usudpetus tulevases Eesti koolis»
(«Postimees», 1917, 3. juuli) pohjendas J. Sarv oma seisukohta,
et usuopetus tuleks koolist vadlja heita! Ta kirjutab: «Ka sellel
uuendatud kujul, millest kongressil koneldi, on usudpetus tule-
vases Eesti koolis kahjulik. Sest kongressil koneldi ja modeldi
ikka «ristiusu» opetust, see on iihte Hebrea moétteviisi lahku. Kuni
me selle opetuse kooli oppeainete hulka jdtame, seni tunnistame
lubatavaks, et noorsoo arenevale motteviisile juba ette piirid
seatakse. Kuigi meie usuopetajad enam puud latva pidi mullasse
istutada ei taha, siis piiitavad nad ometi seda kitsasse potti
istutada ja pimedasse toa nurka kasvama panna.»

Teise rahvahariduse kongressi soovitusel kutsuti Tartus 1917. a.
augustis kokku I matemaatika kongress, millele kogunes umbes
60 matemaatika- ja fiiiisikaopetajat.’® Kongressi iitheks organi-
seerijaks oli J. Sarv, kes valiti ka juhatajaks. Kongressil arutati
koolides emakeelsele oOpetusele iileminekuga seotud probleeme.
Siin fikseeriti pohimotted, millest tuleks 1dhtuda uute eestikeelsete
oskussonade moodustamisel, voeti vastu terve hulk matemaatika
ja filiisika oskussonu ning moodustati komisjonid matemaatika,
fiilisika ja keemia sonastiku kokkuseadmiseks. Arutuse all olid ka
probleemid seoses uute matemaatika oppekavade koostamisega.
J. Sarv rdikis reformipiiiietest matemaatika opetamisel ning tegi
siin oma ettepanekuid.

Piiiides mojutada haridus- ja ithiskondlikku elu Oktoobrirevo-
lutsiooni-jargsel perioodil, asus J. Sarv 1917. a. detsembris oma
kodus vélja andma ajalehte «Aru», mida ta nimetas «iihiselu ja
hariduse leheks». Kuni 1918. a, veebruarini ilmus selle késitsi
kirjutatud ja mimeograafil paljundatud ajalehe 18 numbrit.??
Enamik materjalidest parineb J. Sarve enda sulest. 1918. a. 1opul
tahtis ta Rusticuse pseudoniiiimi all avaldada triikis selle lehe
olulisemad materjalid. Sissejuhatuses kirjutas ta: «Lehe toimetas
ja andis vélja koolidpetaja, kellel ei olnud kirjamehe ega drimehe
kalduvusi ja kes oma ettevottega tahtis ainult pdhja panna seda-
laadi lehe véljaandmisele ja selle juures avaldada oma kogutud
mottekillud {ihiselu ja hariduse kohta. Oli kavatsus varsti pééle

16 Vt. Ulemaalised matemaatika, fiiiisika ja kosmograafia opetajate kong-
ressid Eestis 1917—1927. — Fiiiisika Opetamise Komisjoni Toimetised, nr. 4,
Tartu, 1928.

7 Aj.a]ehte «Aru» siilitatakse ENSV TA Fr. R. Kreutzwaldi nim. Kirjandus-
muuseumis.
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lehe asutamist seda edasi anda koolidpetajate kogule toimetami-
seks ja vidljaandmiseks ja lugejaid loodeti ka kdigepealt kooli-
opetajate hulgast. Aga toimetuse t60st osavdtta tahtjaid leidus
ainult iiks ja kindlaid lugejaid kogunes ainult kiimmekond.»

Ajalehes «Aru» on avaldatud kirjutisi poliitilise olukorra ja
hariduselu kohta Eestis, samuti teateid siindmustest Eestis ja
mujal. J. Sary analiiiisis Oktoobrirevolutsiooni jarel kujunenud
komplitseeritud poliitilist olukorda Eestis ning piiiidis leida teid
korra ja rahu jaluleseadmiseks.

Olulisele kohale seadis ta rahva iildise haridustaseme téstmise.
Ajalehe «Aru» peamiseks sisuks 1918. a. jaanuaris ja veebruaris
on Tartu rahvaiilikooli organiseerimisega seotud materjalid. Siit
leiame ka rahvaiilikooli avamisel Tartu iilikooli aulas peetud
J. Sarve loengu «Fiisika arenemine viimase saja aasta jooksul»
teksti.

1918. a. veebruari 16pul okupeerisid Saksa vided Eesti terri-
tooriumi. «Aru» l0petas ilmumise, rahvaiilikool katkestas 1{60.
Sellel raskel ajal kirjutas J. Sarv bros$iiiiri «Kuidas hddavalgust
saada» [18], milles ta késitleb diinamo ja aku to6tamise pohi-
motet ning jagab nidpuniiteid, kuidas neid kasutada kodus ajutise
elektrivalguse sisseseadmiseks. Oma kodus tehtud katsest kirjutab
ta: «Need read siin on niiviisi saadud hddavalgusel kirjutatud:
kirjutaja jalad keerutasid diinamomasinat, mote seadis lauseid ja
ndpud panid need kirja. Selle juures oli masina keerutamise abi-
nouks jalgratas. Jalgratas oli nii paigale seatud, et tema tagu-
mine ratas seisis porandast korgemal. Sinna tagumise ratta péale
tuli n66r diinamomasina vollilt. [...] Diinamomasina keerutajal
tuli siis ratta selga istuda ja jalgratast sokkuda. Ratta tiitiri
kohale parajale korgusele oli laud seatud, mille najale rattasok-
kuja ennast toetas ja mille pdidl ta vaba kidtega oma tarvilikku
tood tegi» (Vt. [18], lk. 5.)

Kutsetdost téombus J. Sarv sellel ajal tagasi. Tema eluloo-
kirjeldusest loeme: * «1918. aasta kevadel, kui Saksa okupatsiooni
voimude moju ka Tartu Eesti Tiitarlaste kooli hakkas ulatuma,
otsustasin aastaks voi paariks kooliopetaja ametist eemale jddda,
et «matemaatikas voimalikult téielikult, niikaugele kui praeguse
inimesesoo kultuuriaste lubab ja minu védhene joud ulaiub, jarele
vaadata, mis Eesti koolinuendusel teoreetiliselt {uleks selleks
silmas pidada, et meie kool mitte ainult teistelt eeskujusid ei
votaks, vaid vahest ka ise teistele midagi pakkuda voiks ja sel-
lega alamalt kultuuri astmelt teiste rahvaste kooliga iithekorgusele
touseks» (kiri Eesti Tiitarlaste Kooli juhatusele 6. VII 1918).»

* * *#

Revolutsiooni esialgsed kooliuuendused ei puudutanud oluli-
selt vene oOppekeelega Tartu (Jurjevi) iilikooli. Saksa okupat-
sioonivoimude survel oli see iilikool sunnitud aga oma tegevuse
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lopetama 1918. a. mais. Enamik oppejoududest ja vene iiliopilas-
konnast evakueerus VoroneZi ning jatkas seal t06d; sellega pandi
alus Voronezi iilikoolile. 1918. a. septembris avasid Saksa véimud
Tartus saksa oOppekeelega iilikooli «Landesuniversitdt Dorpat».
Kirjutises «Ulikool ja emakeel» («Postimees», 1918, 9. oktoober)
protesteeris J. Sarv julgelt selle vastu, et selles iilikoolis «mitme-
sugusest rahvusest professorid on sunnitud vodras keeles lugema
mitte teaduse edendamise kasuks vaid politika pdrast». Ta soo-
vitas lubada iilikoolis loenguid pidada mitmes keeles, et 6ppejoud
saaksid neid voimalikult emakeeles esitada.

Saksa vigede taandumisel liks voim Eestis kodanlikule Aju-
tisele Valitsusele, kes detsembri algul vottis Tartu dlikooli tile
Saksa okupatsioonivGimudelt. Ulikooli hoolekandjaks ehk kuraa-
toriks médrati Eesti Noorsoo Kasvatuse Seltsi Tiitarlastegiimnaa-
siumi direktor Peeter P6ld. Ulikooli allasutuste iilevotmiseks ja
160 organiseerimiseks moodustati {ilikooli iilevdotmise komisjon,
kuhu kuulusid teaduskondade esindajad ja moned isikud véiljast-
poolt, nende hulgas matemaatikaopetajad Jaan Sarv ja Hermann
Jaakson.

Seoses Punaarmee vigede ldhenemisega Tartule pogenes
kuraator P. Pald 20. detsembril ning jattis oma volitused J. Sar-
vele. 21. detsembril 1918. a. taastati Tartus noukogude voim.
J. Sarv hakkas korraldama iilikooli elu ning astus samme siin
Eesti rahvusliku iilikooli organiseerimiseks. 31. detsembril 1918. a.
saabus Tartusse Eesti Toérahva Kommuuni Kultuuri ja Hariduse
Valitsuse juhataja Artur Vallner, kes mdidras J. Sarve Tartu
iilikooli ajutiseks juhatajaks. J. Sarv koostas Eesti Toorahva Kom-
muuni Tartu ilikooli eelarve ja pohikirja projekti, milles oli
ette ndhtud 6igus tasuta korgema hariduse saamiseks koigil Eesti
kodanikel.18

Ettevalmistused iilikooli kdikulaskmiseks katkestas Tartu lan-
gemine valgete kitte 14. jaanuaril 1919. a. J. Sarv jatkas kuni
P. Pollu tagasijoudmiseni Tartu iilikooli elu korraldamist. Peale
ilikooli juhtimise iileandmist P. Pollule tegi J. Sarv jaanuari
1opus ettepaneku enda saatmiseks véalismaale tutvuma teiste ili-
koolide korraldusega ning voimalustega oppevahendite hankimi-
seks Tartu iilikoolile.

Selle aasta maértsis soitiski ta Helsingi ja Kopenhaageni kaudu
Londonisse. Ta tutvus Helsingi, Kopenhaageni ja Londoni iilikoo-
lidega ning saatis Tartusse materjale nende kohta. Eriti tutvus ta
nende ilikoolide raamatukogude lugemisruumidega ning pidas
vajalikuks ka Tartus juba iilikooli avamisel luua raamatukogu
juures «teadusliku lugemise ruum». Uhtlasi tegi ta konkreetseid
ettepanekuid selle sisustamiseks moobli ja raamatutega. Pohilise
_—

_'® Léhemalt J. Sarve tegevusest Tartu iilikooli juhatajana vt. E. Tamme,
Killuke Tartu iilikooli ajaloost. — «Edasi», 1973, 13. juuli.
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tdhelepanu podras Jaan Sarv sellel vdlismaareisil aga oppimisele
ja silmaringi laiendamisele, milleks ligi 4 kuud to66tas Londonis
Briti Muuseumi lugemisruumis, «kus 30000 koidet oma kéega,
votta on», nagu ta kirjutas.

1919. a. augustis joudis Jaan Sarv tagasi Tartusse. Juba selle
aasta juunis oli ta médaratud matemaatika-loodusteaduskonna esi-
algseks korraldajaks (ajutiseks dekaaniks), septembris méarati
ta puhta matemaatika professori kohusetditjaks. Jaan Sarv tegi
dra suure t60 Oppetegevuse organiseerimisel matemaatika-loodus-
teaduskonnas. See ei olnud sugugi kerge. Eestis ei olnud tollal
lihtegi magistri ega doktorikraadiga matemaatikut. Ka ei olnud
matemaatika alal Tartu iilikoolis kuni selle ajani té6tanud iihtegi
eesti rahvusest oOppejoudu ega peetud eestikeelseid loenguid.
1919. a. sai matemaatikadotsendiks matemaatikadpetaja Hermann
Jaakson,!® teisele matemaatikaprofessori kohale kutsuti aga Hel-
singist noor matemaatikadoktor Kalle Vdisdla, kes todtas Tartu
iilikoolis kuni 1922. aastani.?? Mehaanika ja rakendusmatemaatika
professori kohale valiti 1920. a. suvel Venemaalt Eestisse optee-
runud Gerhard Régo®!

Aastatel 1919—1920 tuli Jaan Sarvel juhatada ka Tartu ili-
kooli fiilisikainstituuti ning lugeda iilikoolis esimesi eestikeelseid
fliisikaloenguid. 1920. a. saabus tema kutsel Eestisse prof. J. Vilip,
kes vottis oma olgadele fiiiisika opetamise Tartu iilikoolis. 1920. a.
kevadel palus J. Sarv end vabastada matemaatika-loodusteadus-
konna dekaani kohustustest, pohjendades taotlust tervise halve-
nemisega ja akadeemiliste kraadide puudumisega. Nii tombus
J. Sarv monevorra tagasi administratiivsest t60st, mis talle kunagi
eriti ei meeldinud, ning piihendas peatdhelepanu oppe- ja teadus-
likule toole.

Jaan Sarv hakkas iilikoolis Opetama peamiselt geomeetrilisi
distsipliine, nagu analiiitilist geomeetriat, diferentsiaalgeomeet-
riat, kujutavat geomeetriat jt. Esimeste eestikeelsete loengukur-
suste lugemine matemaatika alal iilikoolis oli seotud mitmete
raskustega. Koigepealt tuli vélja to6tada vastav eestikeelne ter-
minoleogia, seejarel koostada esimesed eestikeelsed korgema mate-
maatika opikud. Selles t66s 16id kaasa koik {ilikooli matemaatikud.
Esimesed viikesemahulised Oppevahendid avaldas «Looduse»
kirjastusel G. Rdgo: «Tasapinnalise analiiiitilise geomeetria pohi-
jooned» (1921) ja «Matemaatilise analiilisi elemendid» (1922).
Neid arvustasid K. Véisdld ja H. Jaakson, poorates erilist tdhele-

9 Vt. G, Kangro. Professor Hermann Jaakson. — Matemaatika ja
kaasaeg, 1V, 1964, k. 3—8.

2Vt Q. Prinits, E. Tamme. Kalle Viisdli ja Tartu iilikool. —
Matemaatika ja kaasaeg, XV, 1968, Ik. 116—119.

22 V. O. Prinits. Prof. Gerhard Rigot milestades. -— Matemaatika ja
kaasaeg, XVI, 1969, k. 164—-168.
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panu terminoloogiale.?2 Jirgmise, marksa pohjalikuma késitlusega
analiiitilise geomeetria opiku [25] avaldas autori Kkirjastusel
J. Sarv 1924. a. Selle koostamise eesmargil oli ta juba 1920. a.
algul olnud Helsingis uusimat kirjandust uurimas. Kuigi raamat
on pealkirjastatud tagasihoidlikult algkursusena, leiame sellest
lisna siigava ja kaugeleulatuva esituse. Esimeste sammude juurest
minnakse varsti {ile projektiivse kdsitluse juurde. Valdav osa
opiku mahust on pithendatud teist jarku joonte ja pindade siiste-
maatilisele uurimisele, kusjuures neid vaadeldakse A. F. Mobiuse
ja K. v. Staudti eeskujul kui polaarse siisteemi «korraldusjooni»
ja «korralduspindu». Raamatust ja selle rohketest harjutusiiles-
annetest leiab mondagi huvitavat ka tdnapdeva matemaatikaiili-
opilane.

Niisama keeruline oli sellal matemaatika Opetamise korralda-
mine keskkoolis ja siingi ei saanud iilikooli matemaatikud jdada
korvaltvaatajaiks. Peaaegu taielikult liilitus sellesse to0sse
G. Régo, kuid ka J. Sarv kui koige kogenum ei jdtnud kaasa
aitamata. Juba 1919. a. mirtsis esitas ta haridusministeeriumile
algkoolide jaoks uuelaadse geomeetria Oppekava projekti, milles
aine on jaotatud kolme ossa: deskriptiivseks (kirjeldavaks voi

22 Vt. ajakirjad «Kasvatuss, 3, 1921, nr. 22, lk. 3564—356 ja «Loodus», 1.
1922, nr. 6, lk. 373-—375.
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vaatlevaks), induktiivseks ja deduktiivseks kursuseks [24].28 Ta;
koostas Loolide jaoks «Nelja kohaga logaritmide tabelid» [19],
mis olid hoopis véiksemad ja kdepdrasemad kui koolides varem
kasutatud viiekohalised tabelid. Teisel ja neljandal matemaatika-,
fiiisika- ja kosmograafiaopetajate kongressil esines J. Sarv ette-
kannetega «Logaritmilisest lineaalist» (1921) ja «Kindla keha
definitsioon geomeetrias» (1924).

J. Sarv avaldas oma arvamust ka hariduselu iildiste kiisimuste
kohta. Ajal, mil koneldi haritlaste iileproduktsioonist ja kodanlik
valitsus kavatses osa keskkoole sulgeda, vottis ta avalikkuse ees
julgelt sona selle kohta, et keskkool ei pea ette valmistama miite
ainult «pehme koha peale istuma» seatavaid ametnikke, vaid iga-
kiilgselt arenenud inimesi. Ta kirjutas: «Haridus saab joud olla
alles siis, kui selle hariduse omanik toesti elus rohkem saavutab
ja oskab, kui see, kellel onneks ei ole 1dinud seda haridust oman-
dada. Elu ei ole mitte paljalt ametniku elu voi muidu sulemeeste
elu, vaid elu on koigepealt voitlus loodusega. Sellepdrast, et
voitlus loodusega nagu igasugune voitlus saab tagajarjekas olla
ainult siis, kui voitleja on sellekohased votted omandanud, mitte
ainult teoreetiliselt, vaid tingimata ka praktiliselt. Peab iitlema,
et meie {ildhariduslikud koolid tdesti ei valmista kodanilkke
elu vastu. Koneldakse, ja péris pohjendatult, et kool voorutab oma
opilasi fiiiisilisest t60st. Seda ei tohi mitte olla. [...] Kooli tuleb
sisse tuua ka fiifisiline t66.» (Vt. [311].)

J. Sarv oli organiseerivalt tegev eesrindlike Sppejoudude mit-
metes iildist laadi ettevotmistes, mis olid suunatud rahva haridus-
taseme tostmisele ja eelarvamustest vabastamisele. Koos J. Pii-
peri, A. Audova ja teistega asutas ta populaarteadusliku ajakirja
«Loodus», mis ilmus aastatel 1922—1924. Selles avaldas ta oma
artikleid Einsteini relatiivsusteooriast [21], [22], millest oli juba
juttu eespool.

A. Audova ja teistega asutas J. Sarv 1926. a. esimese ateist-
liku seltsi Eestis — vabamotlejate iihingu «Humanitas», Kuhu
koondusid 1iilikooli progressiivsed oppejoud. Uhingu juhatajaks
oli 1932. aastani bioloogiadoktor Aleksander Audova ja seejarel
Jaan Sarv kuni 1940. aastani. Tegevuse esimesel perioodil kor-
raldas «Humanitas» avalikke arutluskoosolekuid usuliste eelarva-
muste vastu. Pédrast seda, kui A. Audova siirdus poliitilise taga-
kiusamise tottu 1932. a. Moskvasse, avalikud rahvakoosolekud
harvenesid. «Prof. Sarv organiseeris kitsamale ringkonnale oma
korteris pithapdevahommikuti nn. «ilmalikke jumalateenistusi».
Need olid huvitavad koosviibimised, mis algasid klaveripaladega
tema musikaalsetelt perekonnaliikmetelt. Humanismitemaatilise
_—

23 Neid J. Sarve motteid arendas 1924. a. Jiri Nuut oma sisukas kones
«Geomeetria iildhariduslise oppeainena koolis» IV matemaatika-, fiiisika- ja
kosmograafiadpetajate kongressil («Loodus», 1924, nr. 9, lk. 443—454).
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ettekande, mis oli oma olemuselt kirikuvaenuline, tegi professor
ise. Ja lopuks pakuti koosolijatele jdllegi tosisesisulist klaveri-
muusikat.»?

k ® £

J. Sarve peatdhelepanu oli 1920-ndail aastail siiski pdoratud
teadusliku ja pedagoogilise kvalifikatsiooni tostmisele. Ta oli
iilikooliga seotud eesti matemaatikutest eakaim — sellal juba
iile 40 aasta vana, kuid nooremad hakkasid temast ette minema.
Nii kaitsesid Tartus dokiorivaitekirja H. Jaakson ja J. Nuut
vastavalt 1925. ja 1926. aastal, kusjuures itheks oponendiks oli
molemale J. Sarv. Gottingenist tuli 1926. a. doktorikraadiga tagasi
E. Krahn. Koik nad olid Sarvest ligikaudu poolteist aastakiimmet
nooremad. Neile jarelejoudmiseks tuli rohkesti pingutada. 1920-
ndad aastad olidki J. Sarve elus ajajarguks, mil temast kui vara-
semast viljakast populariseerijast ja teenekast koolimehest sai
teadlane. Kooliteemad tema loomingus taandusid, esikohale tuli
uurimuslik tegevus. Tema varasemad piiided «teadmiste elemen-
tisid» leida omandasid niiiid kiipses eas kindlama kuju.

Juba 1923. aasta suvel sbitis ta Riiga kindla eesmirgiga
koguda sealses raamatukogus materjale t66 jaoks geomeetria
alustest. Jiargmise aasta suvel oli ta digi kuu aega Saksamaal,
kus Hamburgis kuulas W. Blaschke ja H. Rademacheri loenguid
ja harjutustunde ning Goéttingenis peamiselt R. Courant’i loen-
guid, samuti uuris kirjandust sealsetes raamatukogudes. Kuuldust
ja loetust tekkisid oma motted ja nii ilmusid aastail 1926—1927
tema kaks, esialgu veel episoodilist t66d [26] ja [27] — tema
esimesed uurimused matemaatikast.

Esimeses diskuteerib J. Sarv autoritega, kes tolgendasid valesti
Vana-Egiptuse matemaatika pohilisel kirjalikul maélestisel —
Rhindi papiiiirusel leiduvaid jooniseid, ja toetab veenvalt neid,
kes ei pea egiptlaste arvutusi vigasteks. Teises toob J. Sarv eesti
matemaatikute sekka teema — topoloogilise nelja virvi prob-
leemi, mille kallal siin mitmed on vaeva nédinud (J. Nuut, E. Krahn,
H. Jaakson).2® Sarv piiiiab probleemi positiivselt lahendada, kuid
votab oma toestuse aluseks viis abilauset, milledest iihe pohjen-
damisel kasutab toestamata viidet, ise seda ka mairkides. Seega
jddb probleem tegelikult lahendamata ja taandatakse teisele, mitte
vihem keerulisele probleemile. Kuigi J. Sarv hiljem selle problee-
miga tegelemist périselt ei jidtnud, ei ole ta konesolevalt alalt
enam midagi publitseerinud.

2¢ A Prink. «Humanitase» aegadest. — «Edasi», 1967, 13. oktoober.

2% Lihemalt sellest vt. G. Kangro, U. Lumiste, E. Tamme. Jiri
Nuudi elu ja teaduslik pidrand. — Matemaatika ja kaasaeg, XIII, 1967, 1k. 95—
108; J. Gabovits Nelja vdrvi probleem. — Matemaatika ja kaasaeg, IV,
1964, 1k. 9—17.
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Tema artiklite ilmumises jargneb neljaaastane vaheaeg. Need
aastad olid tdidetud pingsa uurimistédéga probleemi alal, mille
lahendamisest pidi vdlja kasvama doktorivaitekiri. Veel kord kiis
ta 1927. a. veebruaris Riias, et siivendada kirjanduse tundmist.
Jiargmise aasta maikuul valiti J. Sarv matemaatika korraliseks
professoriks ning juba jidrgmisel kuul on ta Ziirichis, kus jalgib
kuu aja jooksul kujutava geomeetria kursust ning H. Weyli locii-
guid relatiivsusteooriast ja funktsiooniteooriast. Ka oli tal isiklikel
kokkupuudetel voimalik konelda H. Weyliga teda huvitavatest kiisi-
mustest, nagu ta kirjutab oma soidu aruandes, mérkides: «Siiski
jdi kahjuks nii monigi tekkinud kiisimus vastuseta. Uks aga
paistis selgesti silma: Hermann Weyl toonitab ka oma loengutel
ja harjutuste selgitamisel ikka ja jdlle geomeetrilise intuitsiooni

tdhtsust matemaatikas iildse...»

Kolm edasist aastat pingelist t66d viisid doktorivaitekirja
«Geomeetria alused» [29] valmimiseni 1931. a. Kaitsmine toimus
5. detsembril 1931. a. iilikooli aulas; oponentideks olid prof.
H. Jaakson ja dots. J. Nuut.

Oma viitekirja cessonas margib J. Sarv, et pdarast M. Paschi,
G. Peano, D. Hilberti, O. Vebleni ja F. Schuri pohjalike tédde
ilmumist on geomeetria aluste uurimise tilesandeiks jddanud pohi-
moistete ja aksioomide arvu vdhendamine ja meeltega vahetult
tajutavale ldhendamine. Selleks ajaks oli juba selge, eriti tdnu
Hilberti téole, et kogu eukleidiline elementaargeomeetria on iiles-
ehitatav teatud loplikule arvule aksioomidele tuginedes kui puht-
deduktiivne teooria, milles ei ole vaja kasutada mingeid muid
pohimodistete omadusi peale nende, mis on formuleeritud aksioo-
mides. Varasemate autorite poolt iihel v6i teisel maaral kasutatud
joonise nditlikkus kui toestuskdigu argument oli sellega teooriast
tdielikult valja liilitatud. Hilberti siisteem on aga suhteliselt komp-
litseeritud. Pohimdisteid on mitu: objektid «punkt», «sirge»,
«tasand», seosed «kuulub» (néit. punkt kuulub sirgele), «vahel»
(iiks punkt on kahe teise vahel), «kongruentne» (ndit. iiks 16ik
on kongruentne teisega). Seetdottu on ka aksioome Hilberti siis-
teemis kiillalt palju. Nad annavad kiill kindla aluse tasandi ja
ruumi (kolmemootmelise) geomeetria rangeks késitlemiseks, kuid
iileminekul paljumootmeliste ruumide késitlemisele tuleks pohi-
moistete ja aksioomide siisteemi jérjest tdiendada.

J. Sarve huvi pélvisid pérast Hilbertit esitatud lihtsamad
aksiomaatikad, eriti O. Vebleni ja F. Schuri omad. Nendes on
realiseeritud voimalus viia sirge ja tasandi moisted, samuti kuu-
luvusseos pohimoistete seast tuletatud moistete hulka, tdiendades
monevorra vahelsuse aksioome ja defineerides nende alusel sirge
ja tasandi kui teatavad punktihulgad. Kuuluvuse aksioomid lan-
gevad sel puhul hoopis dra: vastavad laused on saadavad siis
teoreemidena.
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Vahelsuse aksiomaatikat iiheainsa sirge ulatuses oli Eestis
varem analiiiisinud J. Nuut oma doktorit6ds, kus tema eesméargiks
oli luua sel teel uus alus reaalarvu moiste késitlemisele. J..Sarve
166s on pearohk asetatud n-mootmelise ruumi geomeetria aren-
damisele iiksnes vahelsuse aksioomidest ldhtudes?® Tema olu-
liseks saavutuseks on selle nditamine, et samad aksioomid, mis
on aluseks vahelsuse késitlemisele tasandil ja kolmemodtmelises
ruumis, annavad kiillaldase aluse ka n-mootmelise ruumi geo-
meetria vastava osa arendamiseks. Voib 6elda, et J. Sarv toob
teadusse, nidhtavasti esimesena, n-modtmelise vahelsusruumi
moiste mistahes naturaalarvulise n korral ja arendab iisna kau-
gele selle teooriat. Ta defineerib sidumid n-mo66tmelises vahelsus-
ruumis, toestades eelnevalt vajalikud pohiteoreemid, ja seejarel
laiendab vahelsusruumi ebapunktide ja -alamruumide lisamisega
n-mootmeliseks projektiivseks ruumiks.

Viimasel ajal on uuesti elavnenud huvi vahelsusruumide teoo-
ria arendamise vastu.?” Huvitavamaks saavutuseks on selle nii-
tamine, et kui vahelsusruumi projektiivses laiendis, mille n-moot-
melisel juhul konstrueeris J. Sarv, eksisteerib ainult ebapunkte
sisaldav hiipertasand, siis vahelsusruum on modelleeritav kumera
hulgana lineaarses ruumis iile mingi jdrjestatud kaldkorpuse
(U. Lumiste, 1964). Kui vahelsusruum on pidev (Dedekindi. mot-
tes), siis selleks kaldkorpuseks tuleb tavaline reaalarvude korpus
(I. Kolaf, 1966; G. Rubinstein, 1970). Hiljuti, 1973. a. néitas
G. Rubinstein, et kui pidev vahelsusruum on kiillalt avara auto-
morfismide rithmaga (see peab olema transitiivne paralleelide
sidumite hulgal), siis see ruum on kas afiinne ruum vo6i Lobat-
Sevski ruum.

Ka J. Sarv ldheb oma doktoritoos 1931. a. iildjuhult {ile pideva
vahelsusruumi uurimisele, kuid teeb seda mitte péaris korrektselt,
mérkides lihtsalt, et «...sirgel joonel modeldakse peale iga rat-
sionaalse arvuga n/m tahitud punktidele (n/m) veel ka iga irrat-
sionaalse arvuga a tdhitud punkte (a)...» (lk. 67), kuid jétab
selgitamata,mis annab aluse selliselt moelda. Eukleidilise geo-
meetria juurde ldheb J. Sarv juba koordinaatide vahendusel, kit-
sendades projektiivsete teisenduste riihma ortogonaalseks rithmaks.
Seetottu ei ole ta oma t66 lopuosas silmas pidanud meetodi puh-
tuse nouet. Voimaluse eukleidilise ja LobatSevski geomeetria
aksiomaatiliseks kisitlemiseks Sarve t66 esimese osa ideede alu-
sel nditas U. Lumiste oma teoses «Geomeetria alused» I (Tartu,
1964).

.

26 Nende aksioomide siisteemi viga detailse analiilisj tegi 1934. a.
A. Humal, kes eraldas vilja toeliselt vajalikud minimaalsed nouded, mis siiski
on kiillaldased J. Sarve to6s saadud jirelduste tuletamiseks.

27 Vt. nait. '’ C. M. Kokcrtep. Bsenende B reomerpmio. M. 1966,
ra 12,
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J. Sarv avaldas oma doktoritdé eesti keeles. See on muidugi
itheks pohjuseks, miks ta t66 ei ole véljaspool Eestit palvinud
seda tahelepanu, mida see vdirib. Voib kahtluseta oelda, et
J. Sarve viéitekiri, mille kaitsmisel autor oli juba 53-aastane, on
eesti vanema polvkonna matemaatikute iiks silmapaistvamaid
uurimusi. Ta kroonib pikka ja sihikindlat sammumist teadmiste
allikailt teaduse kutsuvate avarusteni koiki raskusi ja katsumusi
trotsides. See oli J. Sarve eneseteostamise tee rentniku pojast
teadlaseks 1abi kahe revolutsiooni tule.

J. Sarve triikis ilmunud t66d 28

1. Tahed, péikese siisteem ja orgaaniline loodus. Rahva Ldbu-leht, 1901, nr. 11,
1k. 635—648.

2. Ohulaev. — Viru-rannast ja kalju-vallast. Tartu, 1902, 1k. 15—20.

3. Mkaavé'risemine ja tulepurskamine. — Ugaunia kalender 1903. Tartu, 1902,
k. 27—32.

4. Praeguse aja teadus I. Morfologia. Anatomia. Fiisiologia. Haigusteadus.
Arstimiseteadus. Liikide teadus. Tartu, 1904, 32 lk.

5. Soojus téotamas. Elekter inimese teenistuses. Tartu, 1904, 55 lk.

6. Kadumatus ja kaduvus looduses. «Virulase» lisa, 1906, nr. 17, lk. 134—136
ja nr. 18, 1k. 139—141.

7. Uus ohulaeva plaan. «Side» lisa, 1906, nr. 7, ik. 55—56 ja nr. 8, lk. 62—64.

8. Mis emakeelsete Operaamatute kokkuseadimisel mitte soovitav ei ole. Eesti
Kirjandus, 3. aastakiik, 1908, lk. 370—372.

9. Kuda uskuda ja mida uskuda? Teaduse kindlusest. Tallinn, 1909, 31 lk.

(kir. Rusticus).

10. «Uued» teadused. Noor-Eesti, 1910, nr. 4, 1k. 388—389.

11. Fiisika opetus l. Tallinn, 1910, 128 lk. (1917. a. véljaandes 160 lk.)

12. Elekter 1. Tartu, 1911, 81 Ik.

13. Elekter. J. Sarve ettelugemiste sisu. Tartu, 1911, 4 1k.

14, Aleksander Bilov (nekroloog). Eesti Kirjandus, 6, 1911, 1k. 80.

15. Kb Bompocy o CKOpPOCTH cBeTa Bb ABHKVILHXCH cpexaxb. [IpoTOKOIBl
O6utecrza  EcrectBoncnuitaredaeit npn  IIvmo. KOpbesckoMsb  Yu-te, 23, 2,
1914, ctp. 215—219.

16. Kas keel rahva voi rahvas keele jaoks? — Joulu-album 1915. Tallinn, 1915,
tk. 29--32. (kirj. Rusticus).

17. Ettepanekud Hariduse kongressile kooli, iseiranis rahvaiilikooli korralduse
kohta. Kasvatus ja Haridus, 1, 1917, nr. 5/6, 1k. 135—136.

18. Kuidas hiddavalgust saada. Pilk diimanomasina, akkumulaatori, purjemootori
ja magneetlambi ehitusse ja tegevusse. Tartu, 1918, 32 1k

19. Nelja kohaga logaritmide tabelid iithes tarvitamise juhatusega. Tartu, 1921,
20 Ik.

20. Die Lichtgeschwindigkeit in bewegten Medien. Tartu Ulikooli juures oleva
Loodusuurijate Seltsi aruanded, 28, 2, 1922, 1k. 24.

21. Einsteini teooria. Loodus, 1, 1922, nr. 2, (k. 66—73.

22. Valguse raskusest. Loodus, 2, 1923, nr. 6, 1k. 360—367.

23. Blaise Pascal (1623—1662). Loodus, 2, 1923, nr. 7, lk 438.

24. Geomeetria ehk ruumiteadus. Loodus, 3, 1924, nr. 3, 1k. 140—144

25. Analiiiitilise geomeetria algkursus. Tartu, 1924, 180 Ik.

e |

28 Secllesse nimekirja pole vBetud ajalehtedes ilmunud J. Sarve kirjutisi
(vt. ndit. viide 9) ning tema sulest périnevaid arvustusi ja lithimarkusi, millest
osa on avaldatud ka ajakirjades.
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26. Ahnﬁqese geomeetrilised kujundid. Tartu Ulikooli Toimetused, A 11, 35,
1926, 14 1k.

27. Zél2m Beweis des Vierfarbensatzes. Tartu Ulikooli Toimetused, A 13, 1,
1927, 10 k.

28. Direkte Herleitung der Lichtgeschwindigkeitsformeln. Tartu Ulikooli Toi-
metused, A 13, 6, 1927, 16 lk.

29. Geomeetria alused. Tartu Ulikooli Toimetused, A 19, 4, 1931, 88 lk.

30. Kuidas ma sain «Uhenduse» lilkmeks. — EUS «Uhendus» 1906—1931.
Tartu, 1931, lk. 39—40.

31. Paar jamedat sdona peenutsemise ajal. Ulidpilasleht, 1931, 1k. 64.

32. Tartus ja Valgas. — Punased aastad. Tartu, 1932, lk. 119—125.

33. M&ni sona populaarteaduslikust kirjandusest. — Raamatu osa Eesti arengus..
Tartu, 1935, k. 230—235.

34. Foundations of Arithmetic. Tartu Ulikooli Toimetused, A 28, 2, 1935, 34 Ik..
35. Die theoretische Reichweite der Faltungs- und Ubertragungskonstruktionen.
Tartu Ulikooli Toimetused, A 38, 12, 1943, 5 lk. (koos A. Humalaga).

36. Punktarvutus analiiiitilises geomeetrias. Tartu Riikliku Ulikooli Toimetised,.

matem. teadused 1, 1946, 32 lk.
37. Ypasuenne npsmoit B mnpocrpanctBe. Tartu Riikliku Ulikooli Toimetised,.
matem. teadused 5, 1948, 24 I1k.

KAKS PALJASJALGSET!

1920. a. suvel sai Antson aga ootamatult liitlase. Prof. Jaan Sarve perekond
suvitas Kuressaares, tema abikaasa Ge juures (Kopli tn. 3 — niiiid Té6koja 10).
Siidasuvel soitis ka professor ise Kuressaarde. Prof. Sarv oli materialistliku
maailmavaate ja ateismi propageerija ning tervete ja loomulikkude eluviiside-
pooldaja. Tema pohiméte oli: kehale rohkem oOhku ja pédikest. Lapsed kéisid
tal paljajalu ja —hirmus mdelda! — ka professor ise liks tihti 1dbi linna
parki ja mere ddrde pédris paljajalu; isegi sandaale polnud tal jalas.

See rabas Kuressaare vidikekodanlasi tédiesti. Alvine Miller, kelle juures:
Sarve perekond elas, meenutas hiljem korduvalt, kuidas kojk naabrid ja
tuttavad ajasid ehmatusest silmad pungi pdhe ja lausa oigasid:

«Professor, ja paljajalul»

Eks temalgi oli piinlik sugulase «siindmatu» kéditumise pérast.

A. Antsoni reputatsioonile mdjus see aga tdiesti hasti. Nilid ei olnud tema
ainus paljasjalgne. Kui juba professor vois kdia paljajalu ega see siis nii
hull ka ei olnud kui «gimnaasiumi koolihdrra» seda tegi. Eesti kodanlikule-
iilikoolile prof. Sarv sellega kiill head reklaami ei teinud. Tema paljajalu:
kdimist halvustades mirkis monigi Kuressaare saks ja kadakasaks:

«N#ha kohe, et matside iilikool: professorid kéivad paljajalu.»

V. Miller

S

! See Voldemar Milleri miélestuskild prof. Jaan Sarvest ja kirjanik
Aleksander Antsonist, kes tollal oli Kuressaare (niiiidse Kingissepa) giimnaa-
siumi Opetaja, on voetud ajalehest «Kommunismi Ehitaja», 1961, 30. aprill.
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INTERVJUU PROFESSOR GUNNAR KANGROGA

21. novembril 1973 sai 60-
aastaseks vdljapaistev eesti ma-
temaatik, Eesti NSV teeneline
teadlane, f[iiiisika-matemaatika-
doktor Gunnar Fromholdi p.
Kangro. Ta siindis 1913. a. Tar-
fus ehitusinseneri perekonnas,
1931. a. astus ta Tartu Ulikooli,
mille lopetas 1935. aastal. Kuni
Suure Isamaaséja alguseni t66-
tas G. Kangro assistendina Tal-
linna Tehnikaiilikoolis. 1938. a.
sai ta magistrikraadi. Suure
{samaasédja ajal oli kuni 1942. a.
Punaarmees, siis tootas stipen-
diaadina TSeljabinski Polluma-
janduse Mehhaniseerimise Ins-
tituudis ja alates 1943. aastast
Moskva  Riiklikus  Ulikoolis.
1944. a. novembrist kuni kdes-
oleva ajani on G. Kangro ti6-
tanud Tartu Riiklikus Ulikoolis.
1948. aastal omistati talle fiiii-
sika-matemaatikadoktori kraad.
‘ Alates 1959. aastast juhatab
G. Kangro matemaatilise analiisi kateedrit. 1961. a. valiti ta
ENSV TA korrespondentliikmeks. ’

Seoses juubeliga toimus vdljaande «Matemaatika ja kaasaeg»
toimetuse intervjuu professor G. Kangroga. Intervjueerijaks oli
A. Tauts.

Kas Teie vanematekodus ja perekonnas esines huvi matemaa-
tika vastu? Mida arvasid vanemad Teie tulevikust?

Ei, perekonnas erilist huvi matemaatika vastu ei olnud. Ema
oli koolis matemaatikaga isegi hddas olnud. Isal siiski tuli insene-
rina matemaatikat mingil mééaral vaja. Eriala valiku tegin ise.
Kodus selle iile rddkimist oli, sest matemaatika oli tol ajal kaunis
ebapopulaarne. Muud véljavaadet matemaatikul ei olnud kui ope-

122



tajakoht, aga selle ameti vastu puudus mul huvi. Kuid palju ka
vaidlemist ei olnud, 6eldi, et kui tahad, siis mine.

dKas Teil odesid-vendi ka oli? Millise eriala nemad on vali-
nud?

Ode on inglise keele filoloog, vend 6ppis majandust.

Millises vanuses Te oma eriala valisite?

17-aastaselt, parast kooli lopetamist.

Tahendab, gimnaasiumi ajal otsus ei olnud veel kindel?

Oli kiill, kuid kodus ma sellest ei rddkinud.

Aga millised ained Teid giimnaasiumis veel huvitasid? Millis-
tes ainetes olite edukaim?

Raske Gelda, kéisin neljas koolis. Tuli tihti elukohta vahetada,
siis muidugi ka kooli. Eriti meeldis mulle Tartu Reaalgiimnaa-
sium. Seal oli matemaatikadpetajaks Karl Maasik. Tema metoo-
dika iile on palju vaieldud. Mulle jittis ta hea mulje. Osaliselt on
see ka tema teene, et ma selle eriala valisin. Matemaatika polnud
aga mul ainus aine, mis oleks voinud erialana kone alla tulla.
Hinnetes kiill ei olnud suuri erinevusi. Ullatusi tuli ette ithest koo-
list teise minekul, sest programmid koolides olid erinevad. Nai-
teks Tartu Reaalgiimnaasiumis oli mul esimese matemaatika
kontrollt6d hinne 3—. Samasugune oli ka minu esimene hinne
matemaatikas.

Millised oppejoud on Teil iiliopilaspdevist meelde jadnud?

Miletan eriti professor J. Nuuti, kes tollal oli dotsendi kohal,
siis veel professor J. Sarve, professor H. Jaaksonit, professor
G. Réagot. Professor A. Humal oli tollal assistent, kuigi doktori-
kraadiga. Temaga oli mul f{iliopilaspolves vdhe kokkupuutumist.

Kes Teie kaasiiliopilastest on praegu tuntumad? Kes on neist
Teil rohkem meeles?

Teaduste Akadeemias tootab akad. H. Keres (kellega olen ka
koos matemaatilise analiilisi kateedris tootanud) ja fiiis.-mate-
maatikakand. G. Zelnin, Tallinna Poliitehnilises Instituudis dotsen-
did G. Mets ja A. Garsnek ning professorid H. Laul ja V. Maasik.

Kas praegu tuntumad teadlased paistsid ka sel ajal teiste:
hulgas silma?

Jah, eranditult. Nad olid tunduvalt teistest iile. Seda vois kohe
algusest peale niha.

Milline oli tolleaegne oppetoo korraldus?

Tol ajal oli iiliopilastel loengul kdimine tdiesti vaba, kohustust
ei olnud. Kursusi tdnapdeva mottes ka ei olnud. Oli ainult eksa-
mite oiendamise jirjekord Opinguraamatus. Kuid ka seda jarje-
korda sai muuta. Niiteks oli juhus, kus iiliopilane lahendas eksa-
mil diferentsiaalvérrandit, ilma et ta algebra kursust oleks kuula-
nud. Ta taandas selle vorrandi algebralisele vorrandile ja iitles,
et ta algebrat ei ole kuulanud, seega siit edasi teha ei oska. Sellest
piisas, sest usuti, et kui ta algebra eksami dra teeb, siis on vo0i-
meline sedagi iilesannet 16puni lahendama. Uldse oli usaldus iili-
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opilaste vastu siis suurem. Igaiihele anti siigisel praktikumiruumi
voti, ka lugemissaali voti. Ulidpilased ise pidasid seal korda.
Kevadel tuli need votmed jille tagasi anda.

Kui kaua sel ajal iiliopilane iilikoolis kiis?

Normaalaeg oli 4 aastat, peale selle 1 aasta didaktilis-metoo-
dilist seminari nendele, kes Opetajaks ldksid. Oli ka neid, kes
lopetasid kiiremini. Néaiteks dots. G. Metsal ldks koigega kokku
pisut iile 3 aasta. Ta tegi viimased eksamid nimelt sligisel, siis
oli ka see voimalus olemas. Aga oli ka neid, kes viga kaua iili-
koolis kéisid. Isegi uhkustasid sellega. Oli juhtum, kus {iks iiliopi-
lane sattus auditooriumi ja iitles siis, et ta on 20 semestrit {ilikoo-
lis kdinud, aga seda eksitust ei ole veel olnud, et auditooriumi
oleks juhtunud. Ta ootas siiski kannatlikult vaheajani, ainult
pdrast pahandas, et vist hakkab vanaks jddma, enam ei vaata ette,
kuhu astub.

Millistes ruumides siis sellised iiliopilased liikusid, kes audi-
tooriume viltisid?

Nad liikusid oma organisatsiooni ruumides. Nende organisat-
sioonide tegevust voib ka mitmeti hinnata. Uhelt poolt olid need
kasulikud, noored said seal teatavat kasvatust. Seda mainis ka
kadunud prof. F. Klement kunagi iilikooli noukogus. Teiselt poolt
viljeldi ka halbu kombeid. Seal oli joukate vanemate lapsi, keda
Oppimine ei huvitanud. Need joid sageli ja ahvatlesid ka teisi
jooma. Mottelaadilt olid need organisatsioonid pohiliselt tagurli-
kud.

Kas seda tuleb nii maoista, et oli iiliopilasi, kel algusest peale
ei olnud kavatsustki iilikooli 16petada?

Jah, neid oli. Ménele lihtsalt meeldis iiliopilaselu. Tuli ka ette,
et korralikud iliopilased hakkasid viimase eksamiga venitama, et
saaks kauem iiliopilaselu maitsta. Selliste hulgas oli ka neid, kes
ei olnud majanduslikult kindlustatud. Need pidid siis oppimise
korval tootama, aga sellegipoolest piiiidsid kauem {iliopilasteks
jdada.

Millised korporatsioonid sel ajal olid? Kas Teie ka ménda
korporatsiooni kuulusite?

Korporatsioone oli tol ajal palju. Korporatsiooni astuti sageli
seda silmas pidades, kus tootasid selle korporatsiooni vilistlased:
nende kaudu sai pdrast iilikooli paremini kohta leida. Rida orga-
nisatsioone oli kohe sellise erialase orientatsiooniga, néiteks 6ko-
noomika alal «Vironia». Enamasti olid mees- ja naisorganisatsioo-
nid eraldi, oli ka segaorganisatsioone. Mina ei kuulunud iihtegi
organisatsiooni, kuid mitmed tuttavad olid organiseeritud. See-
tottu oli mul voimalus organisatsioone kiilastada, kdisin seal
lauatennist méngimas. Organisatsioonides ei meeldinud mulle
«rebase» olukord. Ta pidi sageli kelnerit méadngima. Kui monel
olengul méned «véirvikandjad» istusid hommikuni, siis pidi ka osa
«rebaseid» kohale jddma. Sealjuures ei tohtinud «rebane» ise purju
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jddda. Ta pidi dra koristama need kaasvoitlejad, kellega see paha
nali oli juhtunud. Selle jaoks kasutati sageli suurt vehklemisva-
hendite korvi, sinna mahtus puhkajaid mitu tiikki sisse. Hiljem,
kui «rebane» virvid sai, siis oli tal endal voimalus seal puhata.

Kuidas valisite oma magistritoo teema? Millal t66 valmis?

Ise ei saanud siin algatust iiles ndidata. Selleks pidi keegi
appejoud ettepaneku tegema. Seda loeti sobimatuks, kui keegi
oleks omal algatusel tulnud véitekirjast konelema kas voi valmis
to6ga. Mulle tegi Tallinna Poliitehnilises Instituudis prof. J. Nuut
cttepaneku viitekirja kirjutamiseks. Poliitehnilisse Instituuti asu-
sin t66le 1936. a., siis kui see Tallinnas asutati. Pool aastat pérast
seda asusin magistritéé juurde. Poordusin professor H. Jaaksoni
poole, temalt sain teema, ka eksamite nimekirja, selles oli 6 eksa-
mit. Edasi ldks to6 iseseisvalt kuni kaitsmiseni. Kaitsmine ei
olnud avalik, toimus ainult oponentide juuresolekul. Kuuest eksa-
mist esitati kilsimusi ainult kahe kohta. Vaitekirja kohta ka pikki
konelusi ei olnud. Mitte nii, nagu doktoriviitekirjade korral, mida
Laitsti avalikult. Need ldksid tavaliselt pikemate diskussioonidega.

Peale iilikooli 16petamist tootasite siis Tallinna Poliitehnili-
ses Ulikoolis.

Jah. Selle asutuse nimi muutus mitu korda. Algul oli ta Teh-
nikatlikool.

Kes olid Teil seal kolleegideks? Milliseid toéiilesandeid tuli
taita?

Uldse oli 4 matemaatikut. Prof. J. Nuut oli laboratooriumi juha-
taja. Laboratoorium vastas praegusele kateedrile. Olid veel prof.
A. Borkvell ja vanem-assistent magister R. Aavakivi. Mina olin
noorem-assistent. Prof. J. Nuut ja R. Aavakivi olid teoreetilise
mehaanika erialal, prof. A. Borkvell ja mina tegelesime matemaa-
tiliste ainetega. Viga meeldis todkorraldus. Meid, Gppejoude, oli
ju vdga vihe. Sellegipoolest t66 nelja peale raskeks eildinud. Labo-
rante ka ei olnud. Vanem-assistent pidi ka masinakirja enda
peale votma, nooremale seda onneks ei usaldatud. Head mélestu-
sed on hoolitsusest t66tingimuste eest. Suurt tdhelepanu pdorati
ruumide mikrokliimale. Moodeti ja reguleeriti mitte ainult tem-
peratuuri, vaid ka ohuniiskust. Bilirokraatlik asjaajamine puudus.

Kas tootasite seal kuni s6jani?

Jah, kuni mobilisatsioonini 1941. a. juuli 1opus. Hiljem olin
scal veel 1944. a. oktoobrikuul.

Kas mobilisatsiooni ajal ja séjavides oli Teiega koos ka teisi
matemaatikuid?

Koos minuga mobiliseeriti magistrid R. Aavakivi ja A. Gars-
nek. R. Aavakivi haigestus teel ja ta tuli maha jdtta Leningradi
lihedale, kus ta suri. Sojavieteenistus ei kestnud mul kaua. Juba
1942. a. veebruaris suunati mind TSeljabinskisse Pollumajanduse
Mehhaniseerimise Instituuti, kus prof. J. Nuut oli matemaatika
kateedri juhatajaks. Hiljem saabusid sinna ka magistrid A. Gars-
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nek ja G. Mets ning praegune ENSV Teaduste Akadeemia ase-
president akad. N. Alumée.

Kas s0ja ajal saite teadusega tegelda?

Jah, see voimalus oli olemas. Meid mdaéarati valitsuse stipen-
diaatideks. TSeljabinskis oli teadusliku toééga raskusi, ei olnud
vajalikke ruume. Ka raamatukogud olid puudulikud. Instituut,
mille juures me tootasime, andis oma ruumid s6ja toitu dra ja
tootas ise iilidopilaste iihiselamus. 1943. a. 16pul avanes voimalus
tootada Moskva iilikooli juures. Seal olid voimalused paremad ja
ma sain jatkata uurimusi, mis olid seotud doktoritédga. Neid olin
alustanud juba Tartus 1940. aastal.

Kuidas valmis Teie doktorit46?

Doktoritodga alustasin peale magistritoo kaitsmist. Selleks oli
ette ndhtud tootada kaks aastat Tartus iilikooli stipendiaadina.
Laksingi siis 1940. a. Tartusse. Kuid 1940. a. l6pul stipendiaadi
koht likvideeriti ja 1941. a. alguses siirdusin jille Tallinna Polii-
tehnilisse Instituuti. Sellega oli 166 esimene etapp 16ppenud. Saa-
dud tulemused vormistasin veel enne soda. S6ja ajal t6o avaldati.
Moskvas iildistasin varem saadud tulemusi. T66 lopetasin 1946. a.;
Eestis. i

Mis on kaitsmise piaevast meeles?

Kaitsmine oli reedel, 13. juunil 1947. a. Oponeerisid 4 profesl
sorit. Protseduur kestis 4 tunni {mber. Kogu aeg pidin piisti
seisma. Sonavotud olid kohati kaunis elavad. Vaidlusi oli ka keele]
kiisimustes, mis iillatas eriti filolooge.

Milline oli sdjajidrgne iilikool? Arvatavasti erines ta tunduJ
valt praegusest {

Jah, muidugi. Olukord oli tookord iisna tésine. Talv 1944/45
oppeaastal oli selline, et ei olnud voimalik matemaatika auditoo<
riumi kiitta. Olin %elleparast sobiv lektor, et olin Uraali kulmagai
harjunud. Tseljabinskis meil talvel toas temperatuur tavaliselt,
iile 0° ei tousnud, kuigi elektripliit kogu aeg tootas. Seetdttu mul
Tartus kiillmaga raskusi ei olnud. Moneti oli oppetdo paremini kor-
raldatud kui praegu. Kriit ja tahvlid olid kvaliteetsed. Koosolekuid
oli vahe: need, kes koosolekuid korraldasid, kartsid kiilma. Uli-
Opilasi oli esimesel aastal vidhe. Neistki mitmel ei onnestunud
Iopuni iilikoolis kéia. Jargmisel aastal oli olukord tublisti nor-
maalsem. Toimus juba iisna suur vastuvott ja t66 laks oma tava-
lisse réopasse.

Alguses oOpetasite algebrat ja kirjutasite algebra 6piku. Siis
olete veel olnud geomeetria kateedri juhataja. Milline vahekord
Teil koigi nende ainetega on?

Olukord oli siis selline, et prof. J. Nuut ja prof. A. Humal, kes
olid enne soda iilikoolis algebrat lugenud, té6tasid molemad Tal-
linnas, mistottu pidin hakkama algebraga tegelema. Algebra kur-
suses toimusid sel ajal suured muutused. Seda hakati niitid’
lugema kui abstraktset distsipliini algebralistest siisteemidest,
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seni aga oli seda loetud kui poliinoomide funktsiooniteooriat. See-
tottu tekkis vajadus sellel alal opik kirjutada. Programmid muu-
tusid ka tunduvalt. Opiku teine triikk tuli esimesest tublisti erinev.
Seepirast pidingi algebrasse rohkem siivennema. Aga pohihuvi oli
ikka analiiisi valdkonnas, minu teaduslik t66 oli ju algusest
peale sellega seotud. Et Oppejoude oli tollal védhe, siis ma ei
saanudki ainult algebraga tegelda, tuli opetada ka matemaatilise
analiiiisi aineid. Nii ldksingi jark-jdrgult analiiiisi peale iile. Ma
ei saa Oelda, et algebra mind ei huvitanud. Huvitas kiill, aga ana-
liiiisi alal olin juba palju téotanud. Olin rohkem sellesse sisse
elanud. Geomeetria kateedri juhataja iilesanded pidin votma
1952. a. endale seetottu, et pdrast senise juhataja prof. J. Sarve
pensionileminekut iithtki geomeetria spetsialisti meile ei jddnud.
Geomeetria-alaseid aineid ma ei Opetanud. Tulevase geomeetria
kateedri juhataja prof. U. Lumiste ettevalmistamine toimus
Moskva iilikoolis iiheaastase kvalifikatsiooni tostmise ja aspiran-
tuuri kaudu. Pakiliste vajaduste sunnil pidin geomecetria kateedri
juhatajana tegelema. ka arvutusmatemaatikute ettevalmistusega.

Kui palju Teil aspirante on olnud ja millistel erialadel nad
on todtanud?

Minu esimeseks aspirandiks oli Maret Tamm algebra erialal.
Hiljem laks ta todle Tallinna. Enamus aspirante on olnud sum-
meeruvusteooria alal. Vahepeal oli aga iilikoolil arvutusmate-
maatikuid vaja. Arvutusmatemaatikaga tegeles siis teoreetilise
mehaanika kateeder, aga funktsionaalanaliiiis pakkus selleks pare-
maid voimalusi. Kolm aspiranti, praegused dotsendid U. Kaasik,
E. Tamme ja L. Vohandu olidki funktsionaalanaliiiisi ldhendus-
meetodite alal. Need olid voimekad matemaatikud, kes said kii-
resti iseseisvalt toole asuda. Hiljem loodi ka arvutusmatemaatika
kateeder, seetottu ei olnud minul vajadust selles suunas enain
edasi tootada. Siis jaigi peamiseks alaks summeeruvusteooria.
Siingi tuli uurimispiirkonda laiendada, peamisell funktsionaal-
analtiisi suunas. Mul oli ka iiks praktilise kallakuga aspirant, kes
tegeles majanduskiisimustega, nimelt ehitusdetailide unifitseeri-
mise probleemiga. Mina ei ole ehitusasjadega rohkem -tegelnud
kui- ainult individuaalelamu ehitamisel, mis mulle iilikooli poolt
iilesandeks tehti. Aspirant oli aga hésti hakkaja, kaasa aitas ka
Maret Tamm, kes oli vahepeal spetsialiseerunud matemaatilise
planeerimise alale. Uldse on minu juhendamisel kaitsnud véite-
kirja 19 aspiranti, praegu aga on juhendada 6 aspiranti.

Millist osa mingib Teie arvates summeeruvusteooria tidna-
pideva matemaatikas? Kus on selle ala tugevamad koolkonnad?

Summeeruvusteooria on etendanud ja etendab suurt osa funkt-
sionaalanaliiitsi arengus. Paljud funktsionaalanaliiiisi probleemid
on esialgu summeeruvusteoorias iiles kerkinud. Ka vastupidi: funkt-
sionaalanaliiiis on omakorda summeeruvusteooriat abistanud.
On viélja kujunenud summeerimisvéljade teooria, kus pohimeeto-
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did on just funktsionaalanaliilisi omad. Sealjuures on funktsio-
naalanaliliis saanud summeeruvusteoorialt mitmed uued ruumide
klassid, nagu FK-ruumid ja kahe normiga ruumid. Summeeruvus-
teooria osa matemaatika arengus iildse on olnud kiillalt suur. Tal
on rohkesti rakendusi paljudel aladel, eriti funktsiooniteoorias
ja lahendamise teoorias, ja neid tuleb iiha juurde. Tuleb maérkida,
et monede matemaatikute hulgas on summeeruvusteooria kohta
tekkinud moningane vadarkujubtlus seetdttu, et nad vahetavad
summeeruvusteooria 4ra klassikalise ridade teooriaga tuntud
Knoppi raamatu ulatuses, mis on pohiliselt piihendatud koondu-
vatele ridadele. Summeeruvusteooria on kaasaegne analiilisi haru,
mis uurib pohiliselt hajuvaid protsesse. Mis puutub koolkonda-
desse, siis Noukogude Liidus on iiks suuremaid neist Moskvas,
kus tegeldakse pohiliselt summeeruvusteooria rakendustega funkt-
sionaalridadele. Siis veel Sverdlovskis, kus pohiliselt rakendatakse
funktsionaalanaliilisi meetodeid. Sverdlovski matemaatikutega on
meil kdige rohkem iihist uurimispiirkonda. Ukrainas on tuntud
Kiievi ja Dnepropetrovski keskused. Saksa FV-s on juba mainitud
Knoppi nimega seotud koolkond Tiibingenis, Frankfurdis jm.
Kuulus on Poola Banachi nimega seotud funktsionaalanaliiisi
koolkond, kus palju tdhelepanu poératakse summeeruvusteooriaie.
Ungaris uuritakse funktsionaalridu akad. Alexitsi juhtimisel. Seal
viibis hiljuti enesetdiendamisel minu Opilastest dots. H. Tiirnpu,
praegu on seal dots. J. Lamp Tallinnast. Mitmed summeeruvus-
teooria koolkonnad on USA-s, niit. Chicago iilikoolis, kus t6dtab
tuntud spetsialist trigonomeetriliste ridade alal A. Zygmund.

Mida arvate Matemaatika Instituudi loomisest? Kuidas iildse
peaks arendama matemaatikat Teaduste Akadeemia liinis?

See on delikaatne kiisimus. Sellest on juba hulk aega moddas,
kui tihel arutelul TRU rektoraadis jai kehtima seisukoht, et mate-
maatika fundamentaalsete distsipliinide alal peaks poéhiline tea-
duslik t66 toimuma iilikoolis, Teaduste Akadeemia asutused aga
tegeleksid pohiliselt matemaatika rakendustega. Selle tottu on
praegu Teaduste Akadeemia matemaatika kui fundamentaaltea-
duse arendamisest Eestis korvale jadnud. Seda olukorda ei saa
kuidagi normaalseks lugeda; seda enam, et Eesti NSV on ainus
liiduvabariik, kus puudub Matemaatika Instituut. Matemaatika
arendamist Teaduste Akadeemia liinis tuleks alustada vastava
sektori rajamisega mone ldhedase instituudi, néit. Fiiiisika Insti-
tuudi juures. Selle sektori uurimist66 temaatika peaks olema
pohiliselt suunatud matemaatika kui fundamentaalteaduse aren-
damisele, mitte aga iiksteisest isoleeritud juhuslikele rakendustele.
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PROFESSOR BELA SZOKEFALVI-NAGY

1973. aastal moodus 60 aastat iihe
rahvusvahelises ulatuses tuntuma un-
gari matemaatiku, Ungari Teaduste
Akadeemia tegevliikme, NSV Liidu
Teaduste Akadeemia vélisliikme pro-
fessor Béla Szbkefalvi-Nagy’i siinnist.

Professor Béla Szdkefalvi-Nagy
siindis 29. juulil 1913. a. Transilvaa-
nia (Erdély) «pealinnas» Kolozsvaris
(praegu Kluz Rumeenias). Tema isa,
tuntud geomeeter Gyula SzGkefalvi-
Nagy oli Ungari Teaduste Akadeemia
liige. B. Szdkelalvi-Nagy oppis Sze-
gedi Ulikooli fiilisika-matemaatika osa-
konnas, kus tema oOpetajate hulgas
olid niisugused véljapaistvad mate-
maatikud nagu Frigyes Riesz ja Alf-
réd Haar.

Uliopilasaastail tegeles B. SzGke-
falvi-Nagy teoreetilise fiilisikaga ja
kolmekiimnendate aastate keskel aval-
dati' juba kaks tema viikest artiklit
ajakirjas’ «Zeitschrift fiir Physik».
Hiljem suundus tema huvi aga mate-
maatika, esmajdrjekorras matemaati-
lise analiiiisi valdkonda. Tema mate-
maatika-alased uurimused puudutasid
algul iisna laia kiisimuste ringi: rith-
made esituste teooria, invariantsed
moddud topoloogilistel rithmadel, Hil-
berti ruumid, geomeetrilised ekstree-
mumiilesanded, vorratused, Fourier’
ridadega aproksimeerimine. Tema dok-
toridissertatsioon on piithendatud geo-
meetrilis-algebralistele kiisimustele in-
tegreeruva ruuduga funktsioonide ruu-
mide teoorias ning funktsioonide iso-
morfsete ja kinniste sfisteemide oma-
duste kiisimustele.

Pirast tlikooli 1opetamist soitis ta
teaduslikule komandeeringule Saksa-
maale ja Prantsusmaale, kus tekkisid
isiklikud kontaktiid van der Waerdeni,
P. Koebe'i, E. Hopfi ja J. Favardiga.
Oma eradotsendi dissertatsioonis ka-
sitles ta multiplikaatoritega teisenda-
tud Fourier’ ridade ja integraalide
aproksimeerivaid omadusi.

9 Matemaatika ja kaasaeg XX

Pedagoogilist t66d korgemas koolis
alustas ta professorina Szegedi Peda-
googilises Instituudis. Alates 1948. aas-
tast on ta Szegedi Ulikooli professor,
matemaatilise analiiiisi kateedri juha-

taja, geomeetria kateedri juhataja
ajutine asetditja ja matemaatilise ana-
liiisi kateedri juures oleva Ungari Tea-
duste Akadeemia matemaatilise ana-
lidisi  uurimisriihma juhataja. 1945.
aastal valiti ta Ungari Teaduste Aka-
deemia  korrespondentliikmeks, aga
1956. aastal tegevliikmeks.

Tema tulemused klassikalises ana-
liiiisis ja kumerate kehade geomeet-
rias on {ilemaailmselt tuntud. Ikkagi
on aga Béla Sz6kefalvi-Nagy'i tea-
duslik tegevus seotud peamiselt funkt-
sionaalanaltiiisiga, eriti Hilberti ruu-
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mide problemaatikaga. Tema varase-
mates t66des on tulemusi hairituste
teooriast, mis maingivad tdhtsat osa
teoreetilises fiiisikas. Uldtuntud on ta
t66 Hilberti ruumides toimivate line-
aarsete operaatorite spektraalteooriast
«Spektraldarstellung linearer Transfor-
mationen des Hilbertschen Raumesy,
mis ilmus 1942. aastal seerias «Ergeb-
nisse der Mathematik und ihrer Grenz-
gebiete» (teine viljaanne 1974.a.). See
raamat on niiidki antud probleemi
kasulikuks sissejuhatuseks. Tema raa-
matul «Lecons d’analyse fonctionelle»
(noukogude lugejale tuttav 1954. aastal
ilmunud tolke «Jlekuuu mno ¢YHKUHO-
HaJbHOMY aHaaudy» jdrgi), mis on kir-
jutatud koos Frigyes Riesz’iga ja
mida on korduvalt valja antud ning
tolgitud vene ja inglise keelde, on sa-
muti teenitud edu.

Mitu polvkonda matemaatikuid on

oppinud professor Béla SzGkefalvi-
Nagy'i  reaalmuutuja  funktsioonide

teooria Opikust, mis ilmus inglise kee-
les.

50-ndatest aastatest alates kuuluvad
professor Béla Sz8kefalvi-Nagy'i tea-
duslikud uuringud {iha enam funkt-
sionaalanaliiiisi valdkonda. Lé&htudes
oma esimestest tulemustest Hilberti
ruumide unitaarsetest dilatatsioonidest
ja survetest, t66tab ta vilja uue apa-
ratuuri, uue meetodi, niinimetatud
«Fourier’ analiilisi» («<harmoonilise ana-
liiiisi»), mille abil teeb otsustava sam-
mu Hilberti ruumi {ldiste operaatorite
uurimisel. Saadud tulemused on tihe-
dalt seotud teiste, esmajirjekorras
noukogude ja ameerika Opetlaste uuri-
mustega ning on leidnud tahtsa raken-
duse ennustuste teoorias ja stohastiliste
protsesside teoorias.

Uued tulemused on osaliselt aval-
datud Szegedi ajakirja «Acta Scien-
tiarum  Mathematicarum»  artiklites,
mis on kirjutatud koos rumeenia
professori C. Foiasiga. Nende poolt on
kirjutatud ‘ka raamat «Analyse har-
monique des opérateurs de l'espace de
Hilbert», mis on alates 1967. aastast
mitu korda vilja antud ja tolgitud
vene (CapMounyeckuil ananns oneparo-
pPOB B THJILGEPTOBOM MPOTCPAHCTBE) ja
inglise keelde. Tema uurimustega {ihi-
nesid paljud ungari ja valismaised
matemaatikud ja nende uurimuste kii-
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gus kujunes tema iimber terve rahvus-
vaheline koolkond.

Tema mitmepalgelist tegevust on
korgelt hinnatud. Mitme pélvkonna
opilaste poolt austatud professorit Béla

Székefalvi-Nagy’'i  autasustati  kahel
korral, 1950. ja 1953. aastal, Kos-

suthi preemiaga. 1965. aastal piihitseti
ta Dresdeni poliitehnilise instituudi ja
1970. aastal Turu iilikooli audoktoriks.
1971. a. valiti ta NSVL TA vilisliik-
meks ja 1973. aastal Iiri (Kuningliku)
Akadeemia (Dublin) auliikmeks. Ta on
esinenud ettekannetega real rahvusva-
helistel kongressidel, kaks korda luges
erikursusi USA-s.

Juba mitu aastakiimmet teeb ta kor-
getasemelist pedagoogilist t66d iilikoo-
lis, tema juhendamisel on kasvanud
mitu pdlvkonda teadlasi ja matemaa-
tika opetajaid. Ta on iiks parimatest
kateedrijuhatajatest ({ilikoolis. Mitme-
suguste Ungari Teaduste Akadeemia
komiteede ja komisjonide juhina on
tal tdhtis osa ungari matemaatilises
elus ja ungari matemaatiliste uurin-
gute juhtimisel. Ta on Szegedi Attila
Jozseli nimelise Ulikooli rahvusvahe-
lises plaanis tuntud matemaatilise aja-
kirja «Acta Scientiarum Mathemati-
carum» asendamatu peatoimetaja.

Professor Béla Sz8kefalvi-Nagy’il
on suur perekond. Tal on kuus juba
tdiskasvanud last, kellest kolm on
fiiisikud, kuid nende seas on ka laul-
janna, majandusteadlane ja humani-
taarainete Opetaja. Professor Béla
Székefalvi-Nagy armastab viga loo-
dust — Szegedi komitee «Isamaa
Rahvarinde» viitse-presidendina aren-
dab ta iihiskondlikku tegevust loodus-
liku keskkonna kaitseks.

Kohtudes professor Béla SzBkefalvi-
Nagy'iga iga péev, ei oska kuidagi
Gelda, et ta on toepoolest juba 60-aas-
tane. Tema tegevus hidmmastab koiki
oma noorusliku hoo ja haardega. Seo-
ses ta 60-nda siinnipdevaga soovime
talle edaspidist suurt edu loovas td6s
ja head tervist.

Karoly Tandori!

! Kiesoleva kirjutise autor on Un-
gari Teaduste Akadeemia korrespon-
dentliige ja Szegedi Attila Jdszefi
nimelise Ulikooli professor. Vene kee-
lest tolkis M. Tirnpu.



KARL ARIVA 59-AASTANE

Karl Oskari poeg Ariva on siindi-
nud 10. jaanuaril 1924, a. Viljandi
lihedal Paistu vallas pollutodlise pere-
konnas. Oma hariduse sai ta Viljandi
Poeglaste Giimmnaasiumis ning Tartu
Riiklikus Ulikoolis, kus ta esialgu
oppis ajaloo-keeleteaduskonnas, hiljem
aga fitlisika-matemaatikateaduskonna
matemaatikaosakonnas. Kérvuti 0opin-
gutega tootas ta matemaatikadpeta-
jana Viljandi Toolisnoorte Keskkoolis.
Ulikooli eduka lopetamise jdrel 1963.
aastal asus K. Ariva tddle Tartu Riik-
liku Ulikooli geomeetria kateedrisse.
Seal Opetas ta analiiitilist geomeet-
riat, diferentsiaalgeomeetriat, kujuta-
vat geomeetriat ja geomeetria aluseid.
1965. a., kui asutati matemaatika ope-
tamise metoodika kateeder, kutsuti
K. Ariva tbole sellesse kateedrisse, kus
tal on avanenud voimalus oma kesk-
kooliopetaja kogemusi rakendada tule-

vaste matemaatikadpetajate etteval-
mistusse.

- Esialgu oli K. Ariva teaduslik
uurimistoé seotud diferentsiaalgeo-

meetria probleemidega. Esimesed tule.
mused selles valdkonnas said tunnus
tava hinnangu. To66leasumine mate-
maatika Opetamise metoodika kateed-
ris pohjustas aga {mberlillitumise
koolimatemaatika probleemidesse. K.
Ariva originaalsed ainekisitlused uutes
matemaatika kooliopikutes on meie
matemaatikadpetajatele héasti tuntud.
Oma seisukohti on ta tutvustanud mit-
metel dpetajate kursustel ja konverent-
sidel.

K. Ariva on aktiivselt kaasa aida-
nud  koolinoorte = matemaatikaalase
ettevalmistamise tdhustamisele Mitte-
statsionaarse Matemaatikakooli Nou-
kogu litkmena ja keskkooliGpilaste

matemaatikaoliimpiaadi
na. Sama eesmdrki teenivad ka tema
kirjutised ajakirjas «Matemaatika ja
kaasaeg» ning Mittestatsionaarse Ma-
temaatikakooli véiljaannetes. Alates 1.

organiseerija-

sept. 1972. a. tdidab A. Ariva TRU
Matemaatikateaduskonna  prodekaani
iilesandeid.

Kohusetruu ja entusiastliku suhtu-
misega koigisse ettevotmistesse on
K. Ariva palvinud oma kolleegide, {ili-
opilaste ja vabariigi matemaatikadpe-
tajate austuse ja lugupidamise.

0. Prinits
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REIN TAMMESTE

In memoriam

Kui eesti matemaatikud viis aastat
tagasi Riinno Mullarit dra saatsid, oli
hiivastijatjate seas ka Riinno kursuse-
kaaslane ja hea séber Rein Tammeste.
Halastamatu oOnnetuse 1dbi oleme
kaotanud niiid ka tema: ta hukkus
14. augustil 1973. a. laskumisel Elb-
ruselt.

Rein Tammeste siindis 19. jaanua-
ril 1939. a. Hiiumaal Ka&inas Helter-
maa algkooli juhataja August Tam-
meste neljalapselises perekonnas vii-
mase lapsena. Tema omaksed meenuta-
vad: «Esimestel eluaastatel ei olnud
Reinul médngukaaslasi, sest eclmine laps
oli temast ligi 9 aastat vanem. Voib-
olla osalt selle téttu kujunes Reinu
esimeseks suureks huviobiektiks arve-
laud, millel ta 0Oppis koos esimeste
sonadega liitma ja lahutama oma
odede, venna ja vanemate eluaastaid.
Arvutamise vaheajal aga sbilis ta
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teistpidi pooratud arvelauaga modda
tube ringi. Kaheaastane Rein arvutas
edukalt sadade piires. Hiljem &ppis
ta iseseisvalt selgeks kahekohaliste
arvude korrutamise, mida peatselt oli
suuteline kiiresti teostama ka arve-
laua abita. 1945. a. kevadel vottis
Reinu vend, kes oli tollal Hiiumaal
Suurembisas  koolidpetajaks, Reinu
moneks pdevaks enda juurde. Kord
VI klassi matemaatikatundi minnes
leidis ta Reinu klassi ees Gpetajatoolil
istumas. Kiisimusele, miks ta seal
istub, vastas Rein: «Ma opetan neid.
Nad on nii rumalad, mitte midagi ei
oska.» Reinu vend alustas tundi peast-
arvutamisega, milles Rein oligi koi-
gist iile.»

Kooliteed alustas Rein 1945. aastal
Vaku algkoolis Hiiumaal, kus kolme
aastaga lopetas mneli klassi. Kahel
jargmisel aastal Gppis ta Kidina mitte-
tdielikus keskkoolis ning seitsmenda
klassi 16petas V&ru 1. Keskkoolis
(1951), kus Reinu vend Endel oli
tollal matemaatika ja fiilisika opeta-
jaks. Keskhariduse sai Rein Haapsalu
1. Keskkoolis. Keskkoolis ko6itsid Reinu
nii matemaatika kui ka fiiiisika, kor-
vuti nendega aga ka male ja kabe.
Kabes vottis ta 1954. aastal ainsa
Eesti NSV esindajana osa NSV Liidu
noorte esivoistlustest Kiievis.

Peale keskkooli 16petamist 1955. a.
astus 16-aastane Rein Tammeste Tartu
Riikliku Ulikooli Matemaatika-Loodus-
teaduskonna fiifisikaosakonda. Miks ta
valis sisseastumisel just fiiiisika ja
mitte matemaatika, pole teada. Uli-
koolis ei suutnud ta aga loobuda soo-
vist tdiendada oma teadmisi ka mate-
maatikas. Juba esimesel sessioonil soo-
ritas ta fakultatiivselt matemaatika-
osakonnas ettenidhtud eksamid ja ar-
vestused. Edasi oppis R. Tammeste
viie semestri viltel sisuliselt korraga
nii fiiiisika- kui matemaatikaosakonnas.

Samal ajal hakkas Tammeste ak-
tiivselt tegelema spordiga, millel oli
kogu tema edaspidises elus tihtis koht.
Ta liilitus 1958. a. aerutajate treeningu-
rithma, kus treenis algusest peale suure
innuga. Oppimine kahes osakonnas
ldks niitid raskeks; eriti palju aega



votsid laboratoorsed t66d fliisikaosa-
konnas, mida suure treeningukoormuse
ja voistlusreiside tottu oli raske odige-
aegselt sooritada. Alates 1958. a. keva-
dest jdtkas Tammeste ametlikult Sppi-
mist  ainult matemaatikaosakonnas.
Oppimist fliisikaosakonnas ei kahet-
senud ta aga kunagi, vastupidi —
korduvalt meenutas ta tdnumeeli neid
opinguid, mis olevat talle suuresti
kasu toonud ka tema matemaatika-
alastes toodes. Oma périsosaks pidas
ta siiski matemaatikat selle selguse ja
jarjekindla loogilise iilesehitamise voi-
maluste pérast.

Ulikooli 16petas Rein Tammeste
1960. a. matemaatiku ja keskkooli
matemaatikadpetaja kvalifikatsiooniga.
Parast ilikooli lopetamist suunati ta
toole TRU  Arvutuskeskusesse, kus
to6tas algul vanemlaborandina, hiljem
vanema teadusliku tootajana. Kaks
aastat peale lopetamist (1962) astus
R. Tammeste statsionaarsesse aspiran-
tuuri TRU juures. Aspirantuuri ajal
uuris ta dots. L. Vohandu juhenda-

misel maksimaalse entroopiaga toe-
niosusjaotusi mitmesugustes momen-
tidele esitatud kitsendustega eraldatud
toendosusjaotuste klassides. Tolleaegse
t66 olulisemad tulemused on avaldatud
artiklites [2] ja [3]. Saadud tulemu-
sed tundusid talle aga raskepédrastena
ning tagasihoidlikena, mistottu jdidki
dissertatsiooniks vormistamata. Toe-
ndoliselt ei arvanud R. Tammeste, et
nendest tulemustest ei piisanuks kan-
didaadikraadi saamiseks. Ta aga ei
soovinud oma t66d katkestada teda
ennast mitte rahuldavate tulemuste
vormistamiseks. Teaduslikku kraadi ja
sellega kaasnevat positsiooni ei pida-
nud ta kunagi omaette eesmirgiks.
Parast aspirantuuriaja loppemist
1965. a. siigisel tddtas R. Tammeste
liihikest aega TRU Arvutuskeskuses,
1966. a. asus aga toole vanemgpeta-
jana TRU arvutusmatemaatika kateed-
risse. Matemaatilise statistika ja prog-
rammeerimise kateedri loomisel 1969. a.
siirdus R. Tammeste sinna vanemgpe-
tajaks.

Rein Tammeste koos ema, ddede ja vennaga kodutfalus Hiiumaal
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R. Tammeste on lugenud mitme-
suguseid pohi- ja valikkursusi (toe-
niosusteooria, tdendosused Hilberti
ruumides, matemaatiline statistika, in-
formatsiooniteooria, sissejuhatus kiiber-
neetikasse, arvutid ja programmeeri-
mine, matemaatiline analiitis, iildine
topoloogia, hulgateooria, matemaatiline
loogika jt.) ning edukalt juhendanud
seminare (hulgateooria, matemaatiline
loogika), kursuse- ja diplomitdid. Uli-
Opilaste seas on R. Tammeste loengud
olnud vidga hinnatud selguse, aru-
saadavuse ja mittetriviaalsuse poolest.

Oluliseks R. Tammeste arengus
kujunes 1968. aasta siigis, mil ta
taiendas end Moskva Riikliku Ulikooli
juures. Vestlused sealsete 6ppejoudu-
dega siivendasid tal usku endasse ning
dratasid palju virskeid ja siligavaid
matemaatilisi ideid, muuhulgas ka ma-
temaatilise loogika ja metamatemaatika
valdkonnast, mis médérasid ka R. Tam-
meste viimase aja huvideringi.

Oppejouna jitkas Rein Tammeste
monda aega oma aspiraniuuriaegset
uurimisteemat, késitledes aga niiiid
entroopiaga seotud kiisimusi tunduvalt
avaramalt kui varem. Ta pidas semi-
narides rea sisukaid ettekandeid in-
formatsiooni ja entroopia moistete ak-
siomaatilisest iildistamisest. Selle pe-
rioodi koige ilusamad tulemused on
vormistatud artiklis [5]. Ent endiselt ei
rahuldanud need autorit. R. Tammeste
huvid kandusid iile teistele 1dhedastele
probleemidele: ta hakkas {ildistama ju-
husliku suuruse moistet Hilberti ruumi.
Uksteise jarel sai ta tiiesti iseseisvalt
kitte koik vastava valdkonna olulise-
mad tulemused juhul, kui eeldas Hil-
berti ruumi separaablust. Muuhulgas
joudis ta Pettise integraali maiste
juurde, mille abil defineeris juhusliku
vektori matemaatilise ootuse. Seejirel
suunas ta kogu energia iildisema juhu
uurimisele, kus loobus juhusliku vek-
tori vdartuste ruumi separaabluse nou-
dest. Siin aga kerkisid {iles suured
teoreetilised raskused, millest moned
jdidki tiiletamata.

Separaabli ruumi teooria ning sa-
muti moned iiliopilaste juhendamisel
saadud tulemused 18plikudimensio-
naalsete ruumide kohta olid aluseks
originaalsele valikkursusele «Tgendo-
sused Hilberti ruumides». Ulidpilaste
poolt iileskirjutatud loengute pdhjal

134

valmis Tammestel hiljem samanime-
line rotaprindil paljundatud raamatuke
[4], mis saigi tema dissertatsiooni
algvariandi aluseks. Seda dissertat-
siooni varianti kdis Tammeste tutvus-
tamas Vilniuse Riiklikus Ulikoolis ja
Leedu NSV Teaduste Akadeemia Fiii-
sika ja Matemaatika Instituudis, aine
uudsuse tottu ei leidunud aga spetsia-
listi, kes oleks ametlikult julgenud
oma hinnangut anda. Tollel R. Tam-
mesie jaoks kriitilisel perioodil nous-
tus tema oponendiks olema Thilisi
Riikliku Ulikooli Matemaatikateadus-
konna dekaan, fiiiisika-matemaatika-
doktor N. N. Vahania, kellega R. Tam-
mestel kujunes erakordselt soe ja sii-
damlik soprus. N. N. Vahania oli esi-
mene, kes andis R. Tammeste disser-
tatsioonile asjatundliku hinnangu, nii-
dates iihtlasi t66 norgad ja tugevad
kiiljed. Selgus, et iseseisvalt tehtud
t66 mitmed tulemused olid juba varem
teada, uueks ja huvitavaks aga osu-
tus komplekssete Hilberti ruumide ké-
sitlemise tdeniosusteoreetiline metoo-
dika (varasemad tulemused kaisid ena-
mikus reaalsete Hilberti ruumide koh-
ta). Rein Tammeste tegi t66s kiiresti
vajalikud muudatused ning 19. mértsil
1971 kaitses TRU Matemaatikateadus-
konna noukogu ees edukalt oma dis-
sertatsiooni «Moningad toendosusjao-
tustega seotud kiisimused kompleksse-
tes Hilberti ruumides». Fiiiisika-mate-
maatikakandidaadi teaduslik kraad kin-
tati talle 2. juunil 1971. a.

Pirast dissertatsiooni valmimist
poordus Rein Tammeste teaduslik huvi
pohiliselt matemaatika aluste vald-
konda. Tema silmis oli matemaatika
puhtkeeleline- siisteem. Kiisimuses, kas
matemaatika vajab mingeid ideaalselt
eksisteerivaid objekte, oli ta eitaval
seisukohal. Ta piistitas endale eesmirgi
esitada matemaatika alused konstruk-
tiivselt, viltides niipalju kui voimalik

"1opmatuse moistete kasutamist. Vas-
tava finiitse aritmeetika teatava va-

riandi joudis ta pohijoontes vilja t66-
tada, kahjuks ei joudnud aga saadud
tulemusi veel avaldada (kuigi aval-
damine oli tal plaanis).

Korvuti oppe- ja teadusliku tédga
jdtkas Rein Tammeste ka aktiivset
sportlikku tegevust. Vaatamata sellele,
et ta alustas aerutamisega alles 19-
aastaselt, tulid edusammud kiiresti.

1



Juba esimesel aastal (1958) sai ta
koos oma treeneri K. Kurepolluga
ENSV meistrivoistlustel kahesel siis-

tal 500 m distantsil hgbemedali. Jarg-
misel aastal kuulus Tammeste juba
vabariigi koondvoistkonda NSV Liidu
rahvaste Il spartakiaadil, kus tuli iihe-
sel siistal 10000 m distantsil 14. ko-
hale. Samal aastal voitis ta oma esi-
mesed meistritiitlid vabariigi meistri-
voistlustel. 1963. a. voistles Tammesle
NSV Liidu rahvaste III spartakiaadil,
voitis Eesti NSV  meistrivoistlustel
tthesel siistal kdik 3 esikohta ja tunnis-
tati aasta parimaks mees-siisturiks
vabariigis. 1963. a. tiitis ta ka NSV
Liidu meistersportlase normatiivi.

Tammeste voistlejastaaz aerutami-
ses ulatus 15 hooajani. Arvestades
seda, et tal jdid noorteklassi stardid
sooritamata, on ta senini {iks meie
pikema voistlejastaaZiga aerutajaid.
Uldse voitis Tammeste vabariigi meist-
rivoistlustel 9 meistritiitlit, 7 hobe- ja
6 pronksmedalit. Ta oli mitmekiilgne
aerutaja, mille toenduseks on esikohad
koikidel vabariigi meistrivoistluste dis-
tantsidel, alates 500 meetrist ja lope-
tades 10000 meetri ning maratoniga
(maratoni kuldmedalid pdrinevad aas-
tast 1964 distantsidelt Tartu — Kaag-

vere — Tartu ja Tartu — Muuga —
Tartu). Vabariigi koondvaistkonna
dressi kandis Tammeste iile paari-

kiimne korra. Balti vabariikide mats-
kohtumistelt kuulub temale 2 meistri-
tiitlit, 3 teist ja 4 kolmandat kohta.
Ta vottis mitmel korral osa NSV Liidu
ametiiithingute spartakiaadist, sai hul-
galiselt auhinnalisi kohti vabariigi
karikavoistlustelt, oli paljukordne «Ka-
levi» vabariiklik tSempion.

Tammeste oli ka kirglik siistamat-
kaja, aga mitte matkasiistal, vaid oma
voistlussiistal. Siistaga kdis ta marjul,
tutvus Eestimaa jogedega, Vortsjér-
vega, Peipsiga, Saaremaa ja Hiiumaa
ranniku ning Véinamere laidudega.

Korvuti aerutamistreeningutega vot-
tis Tammeste osa TRU oppejoudude
voimlemisrithma t6ost selle kbdigis vor-
mides ja tegeles vahepeal moned aas-
tad ka atleetilise voimlemisega. Vii-
mastel aastatel kerkis eelmiste kdrvale

veel {iks harrastus — alpinism. Aastal
1972 viibis ta alpilaagris «Tsei», kus
taitis médrgi «NSVL alpinist> normid
(tipud Kazbek ja Or-Tsveri); samal
aastal kiis ta Elbrusel. Ka 1973. a.
juulis—augustis oli ta alpilaagris
«Uzunkols.

Rein Tammeste ei rddkinud pea-
aegu kunagi oma saavutustest. Sel-
lest, et iilikooli matemaatikud Rein
Tammestest kui teadlasest ja inimesest
lugu pidasid, rddgib tema médiramine
Matemaatikateaduskonna ndukogusse
(1971) ja valimine teaduskonna ameti-
ithingu biliroo esimeheks (1972).

Kolleegide ja soprade maélestustesse
jddb Rein Tammeste piisima elu-
roomsa, alati sobraliku ja erakordselt
peenetundelise inimesena, kelles vaimne
rikkus ja fiiiisiline tdiuslikkus olid
ithendatud harmooniliseks tervikuks.
R. Tammeste oli huvitav vestluskaas-
lane igal alal. Ta oli palju reisinud
ja palju motelnud ning huvitus pal-
judest valdkondadest. Rein Tammeste
kaotus annab TRU matemaatikute-
perele veel kaua valusalt tunda.

Kolleegid iilikoolist

REIN TAMMESTE TRUKIS
ILMUNUD TOOD

1. Meie killalisi. — Matemaatika ja
kaasaeg, VIII, 1965, 1k. 102—103.
2. O nonstun uudopmaunun. — TRU
Toimetised, vihik 165. Filosoofia-

alaseid tsid, VIII, 1965, lk. 37—54.

3. Briumciiende 3HTPOINMH pachpesese-
HHA DOpH TOMOLH MOMEHTOB. —
TRU Toimetised, vihik 192. Mate-

maatika- ja  mehhaanikaalaseid
téid, VI, 1966, 1k. 104—120.
4. Toendosused Hilberti  ruumides.

TRU rotaprint, 1969, 108 lk.

5. OnHo o0606IleHHe NOHATHA HHADOP-
mauun. — TRU Teimetised, vihik
253. Matemaatika- ja mehhaanika-
alaseid toid, 11X, 1970, lk. 322—
335.
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REEDIK PALM — MATEMAATIK JA LITERAAT

TRU matemaatikute peret on taba-

nud valus kaotus — 28. veebruaril
1974. a. varises manalasse TRU Arvu-
tuskeskuse tootaja Reedik Palm.

Reedik Augusti p. Palm siindis
Tartus 27. augustil 1933. a. pedagoogi-
kirjandusteadlase perekonnas. Kooli-
polv algas 1940. a., Tartu 6. Keskkooli
Iopetas ta 1952. a. (1948/49. G.-a. lan-
ges opinguajast vilja tuberkuloosi hai-
gestumise tottu). Keskkooliopinguis
paistis silma eriti matemaatilistes aine-
tes, kuid ka teistel aladel olid tema
tulemused tublid.

1952. a. astus R. Palm TRU mate-
maatikaosakonda (kavatsusega spetsia-
liseeruda astronoomia alale), kuid pa-
rast esimest semestrit tuli Gpingutes
vaheaeg. 1955. a. astus R. Palm uuesti
matemaatikaosakonda, mille IGpetas
kiitusega 1960. a.

Piérast {ilikooli Iopetamist todtas
R. Palm liihemat aega ENSV TA Kii-

berneetika  Instituudis  (insenerina),
1960.—1964. a. ENSV TA Keele ja
Kirjanduse Instituudis (vanéminsene-

rina masintolke alal) ja edasi kuni
surmani TRU Arvutuskeskuses (noo-
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rema teadusliku todtajana ja insene-
rina).

Reedik Palmi abikaasa Mare Koit
on samuti matemaatik. Isahoolest jaid
ilma kaks pisipoega Reimo ja Vello.

Reedik Palmi teadusliku t66 suund
kujunes vilja iilikooli viimastel kur-
sustel — matemaatiline lingvistika ja
masintolge. Tema diplomit6d «Lause
morfoloogiline td6tlemine automaatsel
tolkimisel» (Tartu, 1960, 331 lk.) on
detailne uurimus, mis oli kavandatud
matemaatilise sisuga venekeelse teksti
katseliseks tolkimiseks eesti keelde ar-
vutil «Ural-1». Lausete morfoloogilise
tootlemise algoritmid olid viidud konk-
reetsete programmideni arvuti kdskude
siisteemis. Programmide kogumaht t06s
oli iile 3000 kdsu, millele lisandus
mahukas lingvistiline informatsioon
24 tabelis (andmed sonatiivede kohta,
nimi-, tegu-, omadussonade muudete
skaalad jne.). Lekseemide sonastik
nimetatud t66s oli kavandatud ligi-
kaudu 2500-marksonalisena.

Téotades TA Keele ja Kirjanduse
Instituudis tegi R. Palm palju mate-
maatilise lingvistika alase uurimistéd
stimuleerimiseks, matemaatilise ling-
vistika ja kiiberneetika probleemide
tutvustamiseks meie vabariigis. Tema
organiseerimisel ja tegelikul toimeta-
misel ilmus instituudi véljaandena

rotaprindikogumik  «Coofmenna  no
MmawupnomMy nepesoay», 1 (1962), mis
andis hea iilevaate meie vabariigis

teostatavatest sellealastest uurimustest.
R. Palmil endal oli selles kogumikus
4 artiklit. Artiklis [1] selgitab ta
masintolke vahekordi teiste teadusala-
dega, annab hinnangu masintolke olu-
korrale antud etapil ning prognoosib
selle arengusuundi (tdielikumate keele-
mudelite loomine, mis holmaksid mo-
ningal maiiral ka keelevilist vald-
konda, vabanemine arvutite spetsiifika
arvestamisest jne.). Artiklis [2] esita-
takse konkreetne meetod (algoritm}
ithes mitmete modifikatsioonidega tdh-
tede «lithikoodide» leidmiseks, kus koo-
did soltuvad antud sonastikust. Hinna-
takse ka «lithikoodi» efektiivsust teks-
tide morfoloogilise analiiiisi korral
(6konoomia salvestusseadme mahus ca
40%, arvuti tédajas ca 256%). Artiklis
[31 antakse iilevaade autori diplomitdo



pohiosast. Artiklil on 4 alajaotust:
fraasi leksikaalne tdotlemine, sonalop-
pude identifitseerimine, fraasi struk-
tuuri esialgne analiiis ja ekvivalent-
sete  vormide tootlemine.  Artiklis
[4] esitab R. Palm uue kontseptsiooni
konkreetse tolkimisalgoritmi automaat-
seks koostamiseks arvuti abil. Tolki-
misiilesande korral keelest L keelde L’
on vaja fikseerida ka keeleithikud vas-
tavates keeltes: e, e, ... ja ¢,
€5, ... Tolkimiseks on tarvis selgitada
tingimus Aj;, mille korral keele L
iihik e; tolgitakse keelde L’ iithiku e’;
abil. Kokkuvdttes saame tingimuste
maatriksi (A:;). Maatriksi elementide
iseloom ja keerukus soltuvad keeleiihi-
kute tasemest (enamasti kasutatakse
sonaosi). Tolkimisiilesannet on ots-
tarbekohane lahendada etappide kaupa,
kasutades eri etappidel vahendajakeeli,
mille puhul tuleb leida samuti omad
tingimuste maatriksid. Kui meil on
kiillaldane hulk vastavate keelte L ja
L’ paralleelseid tekste, siis on voi-
malik ésjanimetatud tingimuste maat-
rikseid koostada automaatselt. Maat-
riksite koostamisel on muidugi kasulik
arvestada nende keelte kohta juba
teada olevaid andmeid. R. Palm koos-
tas 1961. a. ka vastava katseprogram-
mi arvutile «Ural-1». Keeleiihikuteks
olid sonad, tekstideks — laused. Katses
kasutati 78 paralleelset teksti vene ja
eesti keeles, kus kokku esines 602
vene- ja 583 eestikeelset sona (erine-
vaid vene- ja eestikeelseid sonu oli
vastavalt 30 ja 42, kusjuures 15 vene-
keelset sona tglgiti eesti keelde mitmel
viisil). Tolkimisalgoritmi koostamine
masinal vottis aega umbes 4 tundi.
Koostatud tolkimisalgoritmi t6od kont-
rolliti konkreetsete tekstide varal.

Suuremale lugejaskonnale moeldud
kirjutistest tuleks markida artikleid
[81 ja [9], kus R. Palm selgitab ma-
temaatilise lingvistika probleeme ning
annab soovitusi sellesuunalise t66 pla-
neerimiseks (kaadri ettevalmistamine)
meie vabariigis. Kirjutistes [6] ja
[10] koneldakse iithest masintlke aja-
loo seisukohalt huvipakkuvast sei-
gast — J. Vaheri poolt 1924. a. konst-
rueeritud «kirjutusmasinast-tolgist»
(tolkimismasin, sisuliselt arvatavasti
automatiseeritud «sonaraamat»). Olu-
line on vahest mairkida seda, et
J. Vaher oli tiiesti teadlikult sonasta-

nud masintolkimise iilesande, olles
veendunud selle pohimottelises lalhen-
datavuses. Kirjutises [7] analiiiisitakse
moningaid eesti keele ja keelekorral-
duse probleeme (leidis vastuvéiteid
Leo Minimuselt, vt. «Keel ja Kirjan-
dus», 3, 1963, lk. 169—171) ja kirju-
tises [5] kiiberneetika termineid seoses
N. Wieneri «Kiiberneetika» eestikeelse
tolke ilmumisega.

R. Palmi Tartu-perioodist périneb
ulatuslik  artikkel «Marematrnyeekas
qanursuetika» I [11], mis on tegelikult
suurema t06 algus. To6 eesmirgiks oli
keele teatava deduktiivse teooria (ma-
temaatilise mudeli) esitamine lingvis-
tiliste (voi lldisemalt — semiootiliste)
objektide ja operatsioonide kirjeldami-
seks. T66 esimeses osas antakse tea-
tav iilevaade algoritmide teooriast (ka-
sutades  Markovi normaalalgoritmi
maoiste modifikatsiooni), edasi definee-
ritakse juba spetsiifilised moisted ja
vahekorrad (keel, keele semantika,
tiielik semantika, teade, teate trans-
kriptsioon, kirjakeel (nucbMennoctn)
jne.) ning selgitatakse nende oma-
dusi. Vaadeldakse ka keele objek-
tide interpreteerimise véimalusi. To66
viimases osas formuleeritakse ka tol-
kimise {ildine ilesanne, mis seisneb,
lithidalt o©eldes, algoritmi Z* leidmi-
ses, mis rahuldab tingimust, et iga
teate A jaoks kahe Kkirjakeele {ihi-
ses semantilises viljas transkriptsioo-
nidega A, ja A, vastavates siisteemi-
des, kehtiks parajasti ka Z#*(A4,)=A4,.

Oma viimases t36s {12] annab
R. Palm hinnangu matemaatilise ling-
vistika kaasaegsele olukorrale, selgi-
tades muuhulgas ka teatava seisaku
pohjusi masintolke uurimissuuna aren-
gus.

1960. aastate algul puhkes kesk-
ajakirjanduses «fiiiisikute» ja «liiri-
kute» vaidlus: kas teaduse ja tehnika
voidukdigu ajastul on enam tdhtsust
kirjandusel. Ka Reedik Palm on irri-
teerinud «liiirikuid» arvamusega, nagu
voiks tulevikus masinad raamatuid
kirjutada («Edasi», 27. dets. 1967).
Tegelikult aga elas temas endaski
«liiirik» — leidliku sonaga literaat.
R. Palmi kirjanduslikest eneseviljen-
dustest on joudnud aastail 1965—1970
trikisonasse 4 lithijuttu ja 7 luuletust
(neist mitmed «Edasi» ja «Pioneeri»
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kirjandusvoistlustel premeeritud) ning
ligi 20 pilkepala. Seda pole kiill palju,
kuid need t66d on siiski tdhelepanda-
valt omandolised.

R. Palmi lihijutud kuuluvad ena-
masti ulmekirjanduse valda. Ent pea-
mine neis pole imepirane siindmustik,
vaid selle vahendusel realiseeritud to-
demus, et inimene on loodud inim-
véirseks eluks. Autori meelistegela-
seks on vaimu- ning tundeerk noor
titarlaps. Kord on see Marsi-tiidruk,
kes édratab uurimistéésse mattunud
ajaloodoktoris igatsuse vaigulohnaliste
kodumetsade  jérele («Vaigulghn»
[13}); kord looduslaps, kes oma ju-
tuga libahundiks kdimisest viib tead-
lase mottele, et pole dige hukka moista
seda, mis tundmatu vo6i tavatu («Liba-
hunt»> [18]); kord pioneeritiidruk, kes
oma kartmatusega annab metsaven-
nale julguse vabatahtlikust vangipdl-
vest loobuda («Metsik suvitaja» [20]).

Ka R. Palmi luuletused on motte-
siigavad, elu ja inimest jaatavad.
Nendes on leidnud poeetilise viljen-
duse noore inimese joudmine 1dbi kee-
ruliste aegade arusaamiseni, et elu
tuleb vaadata avasilmi, ilma prillideta
(«Tilli me ei nori» [16]), et meie
moistuse sajandi inimestes on veel
palju seletamata siigavusi («Kas tead,
mis on kustunud kaja?» [16]). Loogi-
lise jédrjena sellele on dratundmine, et
tuleb tungida elumbistatustesse, leida
lahendust seni lahendamata problee-
midele («Kas maksab ilmaaegu vaeva
naha?» [16]) ning et tuleviku ehita-
miseks on vaja tunda ja modista inim-
konna sajanditepikkust kogemust —
sest «puhas r36m on aina otsida»
(«Kes minevikku ei maleta» [22]).
Neist aga, kes votavad elu tarbijali-
kult kui monus-laiska rongisoitu, ilma
rutu ja riskita, voib poeet vaid pilka-
misi rddkida («Not to be») [22].

Satiirikuna on R. Palm leidnud
koige sagedamini pilkamisvddrset meie
kirjanduselust. Ta on osatanud lite-
raatide kerget karjddritegemist («Fiiil-
sika ja llidrika» [14]), vulgaarsotsio-
loogilist kirjandusemdistmist («Kuhu
te ldhete, sm. Andi» [15]), kriitika
alalist rahulolematust autoritega («Kui-
das ma romaani kirjutasin» [19]),
seksiga edvistamist («Uusim proosa»
[28]) ja igast tithjast kirjanduse tege-
mist («Patoloogiline meetod» [28]).
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Ka on ta pilganud provintslikke snoo-
be, kes piiliavad jidrele ahvida Léddne
elulaadi («Intelligentne siigis» [21]),
ja vaikelu nautimist metsakurus, kui
suures maailmas kdib voitlus ja pin-
gutatakse tulevikku ehitada («Kohalik
ohtu» [26]).

R. Palmi sulest pirineb ka veel
ligi 30 populaarteaduslikku artiklit,
mis on tdlgitud poola, saksa, inglise
ja tSehhi keelest ning avaldatud aja-
lehtedes «Edasi» ja «Noorte Haal»
(osalt ilma tolkija nimeta). Nende
peamiseks sisuks on ebaharilikud nah-
tused ja siindmused maailma rahvaste
elus, looduseriigis ja teadusevallas.

Reedik Palmi hindame eeskdtt kui
matemaatilise lingvistika spetsialisti
ja nimetatud uurimissuuna iiht rajajat
meie vabariigis. Ent seejuures ei piir-
dunud ta kaugeltki ainult erialaprob-
leemidega. R. Palmi huvidering oli
erakordselt avar ja avatud: oli raske
leida kiisimust, mis temas poleks leid-
nud vastukaja, teda haaranud. Motete-
vahetustes oli ta ergas osaleja, kes
oma seisukohti kaitses jérjekindlalt ja
kompromissitult. Niisama aktiivne ellu-
suhtumine kajastub ka tema ilukirjan-
duslikes palades. Ning seesugusena,
otsimis- ja loomisrahutu teadlasena
ning literaadina jadb R. Palm piisima
meie mélestusse.

I. Kull, A. Nagelmaa

REEDIK PALMI TRUKIS ILMUNUD
ERIALASED TOOD
1. Hekoroprele 3aMeuanusi o 3ajayax

u nepcnektuax MIT [Mawmuiioro
nepesofa] (B AMCKYCCHOHHOM TO-

psiaxe). — Coo6uleHHs MO MAalluii-
nomy nepesoay, 1, Tallinn, 1962,
tk. 3—17.

2. O6 onIHOM MeToJe «C/KaToro» Tno-
6ykBeHHOrO KoaupoBanus. Sealsa-
mas, lk. 49—58.

3. O mopdoJaornyeckom asajnnze pyc-
cxoil ¢pasel. Sealsamas, lk. 59—
83.

4. O6 oxmHOll cxeme aBTOMATHYECKOTO
cocTaBjleHHst GUHApIIOrO MHepeBoj-
HOTO aJrOpPUTMa Hia OCHOBE H3yye-
HHMSL NapaJjesblblX TeKCTOB. Secal-
samas, lk. 84—89.



8.

10.

12.

13.

14

. MaremaTtuueckasn

Uhe raske raamatu iimber. — Sirp
ja Vasar, 1962, 18. mai. [Toime-
tuse artikkel saabunud Kkirjadest
N. Wieneri «Kiiberneetika» eesti-
keelse viljaande kohta; suure osa
artiklist moodustab R. Palmi
seisukohtade esitus.]

Masintolke ajaloost. — Ohtuleht,
1962, 1. dets.

Matemaatiku pilguga. — Sirp ja
Vasar, 1963, 4. jaan.

Masintolkest ning selle arengu-

perspektiividest. — Rahva Hail,
1963, 16. mai.
. Kiiberneetika ja keeleteadus. —

Matemaatika ja kaasaeg, I, 1963.
k. 21—25,

Uut masintdlke ajaloos. — Mate-
maatika ja kaasaeg, XI, 1966,
k. 21—26 (koos 1. Kulliga).

auurpuctuka  I.
— Tpyael Beiuuca. uentpa |Tap-
Tyckoro yH-ta], 12, 1968, 140 Ik.

K Bompocy 06 ocuoBaHHAX MaTe-
MaTHYECKOH NUHTBUCTHKH. — Ipy-
abnl Briyuen. uenrtpa [Taptyckoro
yu-ra], 18, 1969, 1k. 69—104.

..JA KIRJANDUSLIKUD PALAD

Vaigulohn. (Fantastiline jutustus.)
«Pioneeri» 1965. aasta lithijuttude
voistlusel auhinnatud Il preemia-
ga — Pioneer, 1965, nr. 8, k. 8—
13.

Fiitisika ja litirika. [Satiiriline
lithijutt. Kirjut.] Peeter Pseudo-
niiim. — Pikker, 1966, nr. 12,
k. 5.

Kuhu te ldhete, sm. Andi? (Ret-
sensioon.) [Satiiriline lihijutt. Kir-
jut.] R. Retsensent. — Sirp ja
Vasar, 1966, 5. aug.

Tina ohtul kell 20.00 tantsivad
murueide tiitred. — Kas tead, mis
on kustunud kaja? — Tiili me ei
nori. — Kas maksab ilmaaegu
vaeva ndha? [Luuletused]. — Noo-
rus, nr. 8, lk. 68—69.

18.

20.

21.

22.

23.

24.

26.

28.

. Otse ja objektiivselt.

[Satiiriline
lithijutt.] — Pikker, 1966, nr. 20,
k. 7.

Libahunt. H. G. Wellsi sajandaks
siinnipidevaks. «Edasi» 1966. aasta
jutustuste voistlusel III auvhinna

saanud 166. — Edasi, 1967,
1. jaan.

Vilkolaké. Kiirybiné savaite. —
Kauno tiesos priédas, 1969, liepos
6 (juuli). — Leedu keelde tik.
D. Luksys.

. Kuidas ma romaani kirjutasin,
(Kogemuste vahetamise korras.)
[Satiiriline lithijutt. Kirjut.] A.
Autor. — Edasi, 1967, 6. aug.

Metsik suvitaja. «Pioneeri» liihi-
juttude voistlusel auhinnatud II

preemiaga. — Pioneer, 1967, nr.9,
k. 3—5.
Sama. — Jutupaunik 1969. Koos-

tanud H. Vili. Tln, 1969, k. 72—
81.

Intelligentne siigis. — IKone kaa-
nud. [Satiirilised luuletused.] —
Pikker, 1967, nr. 17, lk. 2.

Not to he. — Kes minevikku ei
mileta. «Edasi» 1967. a. luuletus-
voistlustel III auhinna saanud
to6od. — Edasi, 1967, 26. nov.

Rahvuslik leinapdev. Piihapéev,
9. juuni 1968. [Luuletus.] — Edasi,
1968, 16. juuni.

Jareleksam. «Edasi» 1968. a.
jutustustevoistlusel dramirgitud
t66. — Edasi, 1969, 28. sept.

. Robotite rahvaluulet: Moistatus. —

Raudne loogika (deklamatsioon).—
Kodukotus (rahvalik laul). —
Perekonnakroonika. — TTO (selts-
kondlik ming). — Ohutustehnika.
[Satiirilised luuletused.] — Pik-
ker, 1969, nr. 3, lk. 3.

Kohalik o6htu. [Pilkeluuletus.] —
Pikker, 1969, nr. 9, lk. 5.

Ebatiiiipiline tiiip. — Optiline
murrang. — Kuidas elati Cro-
Magnon’is. [Satiirilised luuletu-
sed.] — Pikker, 1969, nr. 17, 1k. 4.

Uusim proosa. — Patoloogiline
meetod. — Generatsioonide prob-
leemist. [Satiirilised luuletused.]—
Pikker, 1970, nr. 6, 1k. 3.
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MEISE LEVIN — FUUSIKA-MATEMAATIKADOKTOR

13. detsembril 1972. aastal kaitses
Tallinnas ENSV Teaduste Akadeemia
fliisika-matemaatika ja tehnikateaduste
osakonna noukogu ees edukalt oma
doktorivaitekirja «Ligikaudse integree-
rimise moningaid kiisimusi» Tallinna

Poliitehnilise Instituudi matemaatika
kateedri dotsent MeiSe Levin. Viite-
kirja oponeerisid prof. 1. B. Simo-
nenko (Rostov Doni 4dires), prof.
A. N. Kostovski (Lvov) ja prof.
G. Vainikko (Tartu).

MeiSe Levin siindis 30. juulil
1934. a. Valgas teenistuja perekonnas.
1952. a. kevadel Iopetas ta Valga

2. Keskkooli. Aastatel 1952—1957 op-
pis TRU Matematika-Loodusteadus-
konnas. Peale iilikooli lopetamist t66-
tas ta 2 aastat keskkoolidpetajana ja
seejarel aasta teadusliku téotajana
vastloodud TRU Arvutuskeskuses. Aas-
tatel 1960—63 oli M. Levin Kiibernee-
tika Instituudi aspirant. Sel ajal val-
mis dots. Ulo Kaasiku juhendamisel
kandidaadiviitekiri «Integraalide ligi-
kaudsest arvutamisest», mille kaitsmine
oli 1963. aastal. Alates 1. septembrist
1964 tootab M. Levin TPI matemaa-
tika kateedris algul vanemdpetajana,
1967. aastast dotsendina ja aastast
1973 professori kohusetéditjana. Aas-
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tatel 1970—1972 kirjutas ta vanema
teadusliku to6tajana doktoriviitekirja.

M. Levinit huvitavate probleemide
ring on kiillalt lai. Diplomitos tee-
maks oli omal ajal nelja vérvi prob-
leem prof. H. Jaaksoni juhendamisel.
Probleem on olnud ka edaspidi vaat-
luse all ja tema enda sonade jdrgi
soovib ta niiiid sellega tosiselt tege-
tema hakata.

Uks osa probleeme on seotud ele-
mentaarmatemaatikaga. M. Levin on
seisukohal, et iga oOppejoud-matemaa-
tik peab huvi tundma ka elementaar-
matemaatika vastu. Elementaarmate-
maatika alalt on ta avaldanud mitu
artiklit ka «Matemaatika ja kaasaja»
veergudel.

Ta on uurinud teenindusobjektide
optimaalse paigutamisega seotud prob-
leeme.

M. Levin on vabariigi matemaati-
kutest iiks vdheseid, kes on avaldanud
toid matemaatika esteetiliste ja reli-
gioossete kiisimuste kohta.

Koige olulisema osa M. Levini tea-
duslikest to6dest moodustavad kvad-
ratuur- ja kubatuurvalemite optimisee-
rimisega seotud probleemid. Kandi-
daadivéitekirjas lahendas ta mitmel
erijuhul ' S. Nikolski poolt piistitatud
lilesande: leida teatud {unktsioonide
klassi jaoks minimaalse jddkliikmega
kvadratuurvalem (parim kvadratuur-
valem).

Integreerimisel on sageli teada, et
integrand rahuldab teatud tingimusi
integreerimispiirkonna otspunktides
(voi rajajoonel kordsete integraalide
korral). Sel korral on otstarbekas in-
tegraali arvutamisel kasutada seda
informatsiooni arvestavaid kvadratuur-
voi  kubatuurvalemeid. Doktoriviite-
kirjas on tuletatud rida niisuguseid
valemeid, kusjuures kasutatakse Greeni
funktsioone. M. Levin defineerib mitu
uut funktsioonide klassi, mille jaoks
lahendab parima valemi konstrueeri-
mise filesande nii fikseeritud kui ka
fikseerimata sdlmede korral. On vaa-
deldud Markovi tiiiipi kvadratuur- ja
kubatuurvalemeid ning vilja toéotatud
metoodika vastavate ekstreemumiiles-
annete lahendamiseks.

Suur osa viitekirjast on piihenda-
tud parimatele kubatuurvalemitele kiil-
lalt laiade funktsiooni klasside jaoks.



On leitud seos parimate kvadratuur-
valemite ja parimate kubatuurvalemite
vahel vastavates klassides. On vaadel-
dud kvadratuur- ja kubatuurvalemid,
mis on ositi integreerimise valemi iil-
distusteks, ning lahendatud nende kor-
ral ekstreemumiilesanne.

M. Levin on avaldanud iile 50
teadusliku publikatsiooni. Tema juhen-
damisel on kaitstud iiks kandidaadi-
véitekiri, juhendamisel on kaks. Ta
on esinenud ettekannetega matemaa-
tika-alastel teaduslikel  seminaridel
Ukraina NSV ja Valgevene NSV TA
matemaatika instituutides, ENSV TA
Kiiberneelika Instituudis, Leningradi,
Minski, Rostovi (Doni #éres) ja Tartu
iilikoolides, Valgevene matemaatikute
kolmandal vabariiklikul konverentsil.

M. Levin on kirjutanud koos S. Ul-
miga «Arvutusmeetodite kédsiraamtu»
(1966) ja «Masinaehitaja kdsiraamatu»
peatitki «Matemaatika» (1968) ning
koos A. Leviniga «Matemaatika files-

annete kogu» (1969).

TPI-s on M. Levin lugenud kor-
gema matemaatika pohikursust ja eri-
kursusi (ka TRU iiliopilastele). Ta omn
olnud matemaatika ringi juhendaja,
juhendanud iilicpilaste teaduslikke tdid,
mis on saanud auhinnalisi kohti kon-
kurssidel. Koos iiliopilastega on ta
avaldanud viis teaduslikku artiklit.

Uhiskondlikust to6st on M. Levin
aktiivselt osa votnud. Ta on olnud
ajalehe «Mosomexpb Dcronuu» korres-
pondent matemaatika-alastes kiisimus-
tes, rahvaiilikooli dekaan, teaduslike
toimetisle kolleegiumi liige, TPI iili-
opilaste vastuvotukomisjoni matemaa-
tika ainekomisjoni esimees. Praegu on
ta aktiivne iihingu «Teadus» lektor,
ajakirja «Pedepatusuwit JKypuan. Ma-
Tematuxa» referent.

See on liihililevaade virske tea-
duste doktori MeiSe Levini senisest,
intensiivselt jatkuvast uurimistdost.

A. Jogi

UUSI TEADUSTE KANDIDAATE

26. mail 1971. a. kaitses TRU teo-
reetilise mehaanika kateedri vanem-
opetaja Kalju Soonets viitekirja tee-
mal «Monede konstruktsioonielementide
painde uurimine geomeetrilise ja fiiii-
sikalise mittelineaarsuse arvestamisel».
Viitekiri on piihendatud ristkiiliku-
kujuliste plaatide ja silindriliste koo-
rikute painde uurimisele juhul, kui
pinged iiletavad ka elastsuspiiri. T66
valmis prof. U. Lepiku juhendamisel.
Oponeerisid professor M. Kornisin
Kaasanist ja fiilisika-matemaatikadok-
tor L. Ainola, aprobeerivaks asutuseks
oli TPI ehitusmehaanika kateeder.
Oponendid andsid K. Soonetsi tddle
hea hinnangu, mida kinnitasid ka meie
maa paljudest uurimiskeskustest saa-
bunud arvamused. TRU Matemaatika-
teaduskonna noukogu omistas K. Soo-
netsile filiisika-matemaatikakandidaadi
teadusliku kraadi. )

Kalju Soonets siindis 9. juulil
1935. a. Tartus. Ta lopetas 1952. a.
Antsla Keskkooli ja 1957. a. TRU Ma-
temaatika-Loodusteaduskonna mate-
maatikaosakonna  mehaanika  haru.
Keskkooli lopuklassis oli tema mate-
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maatikadpetajaks Rudolf Sikk. Pérast
aastast tootamist Pdrnu 1. Kk. opeta-
jana asus K. Soonets 1958, a. todle
TRU teoreetilise mehaanika kateedri
vanemopetajana. Aastatel 1968—1970
oli aspiraniuuris sama kateedri juures.

18. veebruaril 1972. a. kaitses oma
viitekirja «Moningate plastsete konst-

ruktsioonielementide
korral, millel
piirid tombel ja survel» TRU teoreeti-
lise mehaanika kateedri assistent Jaan
Lellep. Té6d juhendas prof. U. Lepik,
cponeerisid prof. G. Teters Rijast ja
fliiisika-matemaatikadoktor J. V. Ne-
mirovski Novosibirskist. TRU Mate-
maatikateaduskonna noukogu omistas
J. Lellepile fiilisika-matemaatikakandi-
daadi teadusliku kraadi.

Viitekirjas uuritakse plastsest eri-
nevate voolavuspiiridega materjalist
valmistatud varraste, plaatide ja koo-
rikute kandevoime ning diinaamika
kilsimusi. Vaadeldakse ka moningate
konstruktsioonielementide  roomavust
materjalide korral, mis kéiituvad eri-
nevalt tombel ja survel.

Jaan Lellep on siindinud Tartu ra-
joonis 25. juunil 1945. a. Ta IGpetas
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paine materjali

on erinevad voolavus-

1963. a. Noo Keskkooli, kus tema mate-
maatikadpetajaks oli L. Tartes. Tartu
Riikliku Ulikooli Matemaatikateadus-
konna 16petas J. Lellep 1968. a. Kkii-
tusega. Pirast lopetamist oli ta TRU
teoreetilise mehaanika kateedris esi-
algu aspirandiks (1968—1971), seejdrel
assistendiks. Praegu tootab J. Lellep
samas kateedris vanembdpetajana.

5. mail 1972. a. kaitses TRU Mate-
maatikateaduskonna noukogu ees vii-
tekirja «Rahvamajanduse tasakaalu-
mudelite uurimise matemaatilised mee-
todids TRU Arvutuskeskuse juhataja
Jiiri Tapfer. To66d juhendas fitfisika-
matemaatikakandidaat dots. U. Kaasik.
Oponeerisid fiilisika-matemaatikadoktor
prof. G. Vainikko ja fiilisika-matemaa-
tikakandidaat dots. R. Jiirgenson..
J. Tapferile omistati fiiiisika-matemaa-
tikakandidaadi teaduslik kraad.

Viitekirjas on vilja tootatud ite-
ratsioonimeetodid lineaarsete vorrandi-
siisteemide lahendamiseks rahvamajan-
duse mudelites esinevate suuremahu-
liste {ilesannete jaoks. To6 tulemused
on praktikas kasutusel olnud vabariigi
tcotmisharudevahelise  tasakaalu ja

teiste mudelite uurimisel.



Dissertant siindis 7. juulil 1938. a.
Valga rajoonis, oppis Valga 1. Kesk-
koolis, mille lopetas 1956. a. Tartu
Riikliku Ulikooli Matemaatika-Loodus-
teaduskonna matemaatikaosakonna 10-
petas ta 1961. a. Samast aastast alates
todtab TRU Arvutuskeskuses.

31. mail 1972. a. kaitses ENSV TA
Uhiskonnateaduste noukogu ees oma
véitekirja «Majandusmatemaatilised
mudelid s6dda tootmise ja kasutamise
efektiivseks plancerimiseks majandis»
Eesti Maaviljeluse ja Maaparanduse
Teadusliku Uurimise Instituudi majan-
dusmatemaatilise sektori juhataja Ténu
Akkel. Todd juhendas dots. U. Kaasik,

oponeerisid prof. R. Hagelberg ja ma-
jandusteaduste kandidaat V. Aasmde.
T. Akkelile omistati majandusteaduste
kandidaadi teaduslik kraad.
Viitekirjas kisitletud mudelites op-
timiseeritakse soodakultuuride kiilvi-
pinna struktuuri, loomade arvu grup-
pides ja soddaratsioone. Ulesande
maatriksi koostamine toimub elektron-
arvuti abil. Koostatud mudeleid kasu-
tatakse Eesti Maaviljeluse ja Maa-

paranduse Teadusliku Uurimise Insti-
tuudi majandite t66 planeerimisel.
Tonu Akkel siindis Tartus 1. maért-
sil 1936. a., lopetas 1954. a. Tartu
Raudteetranspordi Tehnikumi ja 1959. a.
Tartu Riikliku Ulikooli Matemaatika-
Loodusteaduskonna matemaatikaosa-
konna. Seejirel tootas TRU Arvutus-
keskuses, algul vanem-laborandina ja
seejarel noorema teadusliku tddtajana.
Aastatel 1961—1965 oppis ta TRU as-
pirantuuris, tédiendades end 1963/64.
G.-a. stazoorina  T8ehhoslovakkias.
Aastatel 1965—1968 tddtas NSVL TA
Majandusmatemaatika  Keskinstituudi
Eesti filiaalis, algul juhtiva insenerina,
siis laboratooriumi juhatajana. Alates
1968. a. on T. Akkel Eesti Maavilje-
luse ja Maaparanduse TU Instituudi
majandusmatemaatika sektori juhataja.

31. mail 1972. a. kaitses oma kan-
didaadiviitekirja «Kvantitatiivse or-
gaanilise keemia alase informatsiooni-
lis-loogilise siisteemi loomisest> TRU
matemaatilise statistika ja program-
meerimise kateedri vanemopetaja Jiiri
Kiho. Kaitsmine toimus Moskvas iile-
liidulises informatsiooniinstituudis,
oponeerisid fiiiisika-malemaatikadoktor
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prof. V. Uspenski ja keemiakandidaat
G. Stepanets. T66 juhendajaks oli
dots. U. Kaasik, teaduslikuks konsul-
tandiks keemiadoktor prof. V. Palm.
J. Kihole omistati tehnikakandidaadi
teaduslik kraad.

Té6s on formaliseeritud keemiliste
ithendite struktuuri ja nende reakt-
sioonivoime soltuvuse uurimise mee-
tod, vidlja tostatud iihendite, reaktsioo-
nide ning nende parameetrite sisestus-
keel, lahendatud pohikiisimused suurel
andmemassiivil pohineva vastava raa-
limissiisteemi loomiseks.

J. Kiho on siindinud 2. augustil
1941. a. Tartus. Ta Iopetas 1959. a.
Tartu 5. Keskkooli ning jdtkas opin-
guid TRU Matemaatika-Loodusteadus-
konna matemaatikaosakonnas. Péirast
ilikooli l1opetamist 1964. a. oli ta
stazoor TRU Arvutuskeskuses, aastatel
1967—1970 oppis TRU aspirantuuris.
Seejirel to6tas J. Kiho TRU Arvutus-
keskuses, aastast 1971 on ta vanem-
Opetajaks matemaatilise statistika ja
programmeerimise kateedris.

13. okloobril 1972. a. kaitses TRU
Matemaatikateaduskonna ndukogu ees
oma vditekirja «Kahe soltumatu muu-
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tujaga esimest jarku osatuletistega
diferentsiaalvorrandite siisteemide geo-
meetrias TRU algebra ja geomeetria
kateedri vanemgpetaja Helgi Kilp.
Té6d juhendas Moskva iilikooli prof.
A. Vassiljev, oponeerisid prof. M. Aki-
vis Moskvast ja dots. N. Stepanov
Smolenskist. Noukogu omistas H. Kil-
bile fliiisika-matemaatikakandidaadi
teadusliku kraadi.

Viitekirjas  uuritakse  pohiliselt
kvaasilineaarseid erinevate karakteris-
tikutega siisteeme, mis koosnevad m
vorrandist ja sisaldavad m otsitavat
funktsiooni. Luuakse selliste siistee-
mide iildine geomeetriline teooria ja
uuritakse moningaid konkreetseid geo-
meetrilisi {ilesandeid.

H. Kilp silindis 27. augustil 1942. a.
Viljandi rajoonis. Ta I6petas 1960. a.
kuldmedaliga Johvi 1. Keskkooli, kus
tema matemaatikadpetajaks oli L. Mol-
der, ning astus samal aastal TRU
matemaatikaosakonda. 1963. a. jdtkas
H. Kilp 6pinguid Moskva Riikliku Uli-
kooli  Mehaanika-Matemaatikateadus-
konnas. Pérast Moskva iilikooli 15pe-
tamist 1966. a. tootas H. Kilp TRU
algebra ja geomeetria kateedris algul
assistendina ning 1967. aastast vanem-
opetajana. Aastatel 1969—1972 oli
H. Kilp aspirantuuris TRU algebra ja
geomeetria kateedri juures.

13. oktoobril 1972. a. kaitses oma
viitekirja «Tuumad lokaalselt kume-
ras vektorruumis» TRU matemaatilise
analiilisi kateedri assistent Leiki Loo-
ne. T6dd juhendas prof. G. Kangro,
oponeerisid prof. G. Vainikko ja dots.
J. Lamp. L. Loonele omistati fiiiisika-
matemaatikakandidaadi teaduslik kraad.

Viitekirjas iildistatakse ridade teoo-
rias tuntud Knoppi tuuma méaistet.
Defineeritakse topoloogilise vektorruu-
mi suvalise elemendi tuum. Kasutades
uusi voimalusi, mida annab topoloogia
rakendamine tuumade uurimisel, tdes-
tatakse rida huvitavaid tulemusi ka
Knoppi tuuma kohta. Lihtudes defi-
neeritud {ildisest tuuma moistest, maa-
ratakse jadaruumis peaaegu koondu-
vuse tuum, mille vordlemine Knoppi
tuumaga selgitab koonduvuse ja pea-
aegu koonduvuse vahekorda jadaruu-
mis.

Leiki Loone siindis Voru rajoonis
1. martsil 1944. a. Ta lopetas 1962. a.
Antsla Keskkooli, kus matemaatika-



opetajaks oli tema isa Rudoli Sikk.
Tartu Riikliku Ulikooli 1opetas Leiki
Loone kiitusega 1967. aastal. Aastatel
1968—1971 oli ta aspirantuuris TRU
matemaatilise analiiiisi kateedri juures.
Pirast aspirantuuri [6petamist jai todle
sama kateedri juurde.

13. oktoobril 1972. a. kaitses oma
viitekirja «Jaik-plastsete plaatide staa-
tika ja diinaamika paindeiilesannete
moningaid lahendusmeetodeid> EPA
matemaatika kateedri vanemopetaja
Elvi Virma. To66d juhendas dots.
I. Kull, oponeerisid prof. U. Lepik ja
dots. V. Tamuzs. E. Virmale omistatj
fiiisika-matemaatikakandidaadi tea-
duslik kraad.

Toos vaadeldakse itimmarguste ja
ristkiillikukujuliste plaatide paindeiiles-
andeid diinaamilise koormuse Kkorral
ning uuritakse plaatide piirkandevdime
probleeme matemaatilise planeerimise
meetodite abil.

E. Virma siindis 27. novembril
1931. a. Poalva rajoonis. Aastal 1952
Iopetas ta Ahja Keskkooli ja jdtkas
opinguid Tartu Riiklikus Ulikoolis.
1957. a. l1opetas ta TRU matemaatika-
osakonna mehaanika erialal. Pérast
[opetamist tootas Fitiisika ja Astro-

10 Malemaatika ja kaasaeg XX

noomia Instituudis, hiljem EPA kor-
gema matemaatika kateedris. Aastail
1963—1966 oppis Tartu Riiklikus Uli-
koolis sihtaspirantuuris, alates 1967. a.
tootab EPA matemaatika kateedris.

10. novembril 1972. a. kaitses TRU
Matemaatikateaduskonna noukogu ees
oma vdiitekirja «Hilbiva argumendiga
diferentsiaalvorrandite rajaiilesannete
lahendamisest diferentsmeetoditega»
TRU arvutusmatemaatika kateedri va-
nemopetaja lIvar-Igor Saarniit. T66d
juhendas prof. G. Vainikko, oponee-
risid  prof. P. Sobolevski ja dots.
R. Jirgenson. I.-I. Saarniidule omis-
tati fiilisika-matemaatikakandidaadi
teaduslik kraad. )

Pohiliseks raskuseks hélbiva argu-
mendiga diferentsiaalvorrandite lahen-
damisel on lahendite mittekiilialdane
siledus. Viitekirjas on hilbiva argu-
mendiga diferentsiaalvorrandite raja-
iilesannete lahendamiseks konstrueeri-
tud diferentsmeetod, milles voetakse
arvesse lahendite tuletiste katkevust.
On uuritud selle diferentsmeetodi koon-
duvust.

I.-1. Saarniit sindis 1. augustil
1940. a. Tallinnas. Ta lIopetas 1958. a.
Tartu 2. Keskkooli ja 1963. a. Tartu
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Riikliku Ulikooli Fiiiisika-Matemaatika-
teaduskonna matemaatikaosakonna.
Seejirel teenis ta Noukogude armees.
Alates 1965. a. tootas I.-1. Saarniit
TRU Arvutuskeskuses. 1968. a. qstus
ta TRU aspirantuuri. Pdrast aspiran-
tuuri lopetamist 1971. a. tootab ta
TRU arvutusmatemaatika kateedris.

18. mail 1973. a. kaitses TRU Ma-
temaatikateaduskonna noukogu ees
oma viitekirja «Sidusad liikumiste
Lie alamriihmad ja nende orbiidid
eukleidilistes ruumides R, ja Rs»
NSVL TA  Majandusmatemaatika
Keskinstituudi vaneminsener Kaarin
Riives. T66d juhendas prof. U. Lu-
miste, oponeerisid prof. V. R&skov
Moskvast ja filiisika-matemaatikakan-
didaat J. Lohmus Tartust. Noukogu
omistas K. Riivesele fiilisika-matemaa-
tikakandidaadi teadusliku kraadi.

Viitekirjas on leitud koik sidusad
liilkumiste Lie alamriilhmad ja uuritud
nende alamrithmade toimet nelja- ja
viiemootmelises eukleidilises  ruumis
Ry ja Rs. Iga alamrihma jaoks on
leitud teda maarav téielikult inte-
greeruv Pfaffi siisteem ja antud vas-
tava maksimaalse mdolmega orbiidi
kirjeldus.
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K. Riives on
28. augustil 1942.a. Ta ldpetas 1960. a.
Tartu 5. Keskkooli ja 1965. a. Tartu
Riikliku Ulikooli Fiiiisika-Matemaatika-

siindinud Tartus

teaduskonna matemaatikaosakonna.
Aastatel 1966—1969 Gppis TRU aspi-
rantuuris. Pidrast seda "asus tdole
NSVL TA  Majandusmatemaatika
Keskinstituudi Eesti filiaali.

22. juunil 1973. a. kaitses TRU
Matemaatikateaduskonna noukogu ees
oma véitekirja «TGendosusteooria ja
matemaatilise statistika elementide ki-
sitlemisest koolis ning opilaste statis-
tilise motlemisviisi arendamisest> TRU
matemaatika Opetamise metoodika ka-
teedri vanemopetaja Kalle Velsker.
Teaduslikuks konsultandiks oli peda-
googikakandidaat J. Reimand. Opo-
neerisid akadeemik A. Humal ja pe-
dagoogikakandidaat J. Mikk. Disser-
tandile omistati pedagoogikakandi-
daadi kraad.

Toos analiliisitakse toéendosusteoo-
ria ja matemaalilise statistika elemen-
tide Gpetamise vajalikkust koolis ning
selle temaatika osatihtsust opilaste
statistilise motlemisviisi arendamisel.
Esitatakse autoripoolne programm toe-
ndosusteooria ning matemaatilise sta-



Eesli
NSV iildhariduslikes koolides I—XI

tistika elementide Opetamiseks
klassini. Vaadeldakse selle temaatika
seostumist koolimatemaatika senise si-
suga. Kisitletakse 1oendosusteooria
ja matemaatilise statistika elementide
opetamisega ning opilaste statistilise
motlemisviisi arendamisega seotud me-
toodilisi probleeme.

K. Velsker siindis 26. oktoobril
1935. a. Tartumaal Voore vallas. Kesk-
hariduse sai ta Tartu 6. Keskkoolis
(praegune 5. Keskkool), kus matemaa-
tikat opetas Arvo Lehis. Tartu Riikliku
Ulikooli Matemaatika-Loodusteadus-
kohna matemaatikaosakonna 1dpetas
K. Velsker 1959. a. Alates sama aasta
siigisest t6otab ta TRU-s, esialgu teo-
reetilise mehaanika kateedris, seejérel
matemaatika Gpetamise metoodika ka-

teedris.  Aastail 1963—1966 ©ppis
K. Velsker TRU aspirantuuris.
22. juunil 1973. a. kaitses oma

viitekirja «Hulgateooria ja matemaati-
lise loogika elemendid koolimatemaati-
kas» TRU matemaatika Opetamise me-
toodika Kkateedri vanemopetaja Evi
Mitt. Tood juhendas pedagoogikakan-
didaat O. Prinits, oponeerisid fiiiisika-
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matemaatikadoktor A. Humal ja pe-
dagoogikakandidaat J. Mikk. E. Mitile
omistati pedagoogikakandidaadi kraad.
T66s wuuritakse koolimatemaatika
reformimise ja tdiustamise vdimalusi
hulgateooria ja matemaatilise loogika
baasil. Esitatakse koolimatemaatika
programmi kavand ning monede olu-
lisemate teemade metoodiline kisitlus.
Evi Mitt siindis 4. jaanuaril 1936. a.
Polva rajoonis. Oppis Tilsi 7-klassi-
lises Koolis ja Tartu 3. Keskkoolis,
mille 16petas 1954. aastal. Tartu Riik-
liku Ulikooli Matemaatika-Loodustea-
duskonna matemaatikaosakonna Iope-
tas ta 1959. a. Seejdrel tootas 3 aas-
tat matemaatikadpetajana Vonnu Kesk-
koolis. Alates 1962. aastast tootab
Tartu Riiklikus Ulikoolis, kus aastatel
1968—1971 Gppis aspirantuuris,

26. detsembril 1973. a. kaitses TRU
Matemaatikateaduskonna noukogu ees
oma viitekirja «Korrelatsioonifunktsio-
naalid juhuslike elementide funktsio-
naalruumidel» TRU matemaatilise sta-
tistika ja programmeerimise kateedri
vanemopetaja Tonu Méls. Oponeerisid
prof. G. Kangro ja ENSV TA Kiiber-
neetika Instituudi vanem teaduslik
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todtaja T. Tobias. T. Molsile omistati
fliisika-matemaatikakandidaadi teadus-
lik kraad.

Kaitstud dissertatsioon koosneb ka-
hest osast. Esimeses osas esitatakse

iildine formalism moningate tdendo-
susteooria algmoistete (juhuslikud ele-
mendid ja vektorid topoloogilistel
ruumidel, nende jaotused, koondumine
jne.) Kkisitlemiseks. T60 teises osas
defineeritakse teatav juhuslike elemen-
tide statistilise soltuvuse nditajate (nn.
korrelatsioonifunktsionaalide) klass ja
uuritakse selle omadusi. Stigavamaid
tulemusi on saadud erijuhtudel, kus
juhuslike elementide véartuste ruum
on Ioplik voi vdhemalt separaabel ja
metriseeruv.

Tonu Mols on siindinud 12. juunii
1939. a. Tartus teenistuja perekonnas.
Aastal 1963 lopetas ta Tartu Riikliku
Ulikooli  Fiiiisika-Matemaatikateadus-
konna  fiilisikaosakonna  teoreetilise
fillisika erialal, seejdrel Oppis aspi-
rantuuris Dbiofiilisika erialal. Aastal
1966 suunati T. Mols tédle arvutus-
matemaatika kateedri juurde, hiljem
aga matemaatilise statistika ja prog-
rammeerimise kateedri juurde vanem-
Opetajaks. Oppejouna on ta lugenud
mitmesuguseid kursusi téenidosusteoo-
ria, matemaatilise statistika, program-
meerimise ja leoreetilise fiiiisika alal.

UUS LEND ULIKOOLI LOPETANUD MATEMAATIKUID

kord

1973. a. juunis 16petas TRU jérje-
ne lend matemaatikuid.

Matemaatika erialal kaitsti

jargmised diplomit6o6d:

I
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Arend, Ants. Moningatest ope-
ratiivjuhtimise  dilesannetest ja
nende lahendamise meetoditest.
(Juhendaja K. Tinn.)

Kaldma, Henn. Liiklustiheduse
loendusandmete to6tlemisest. (Ju-
hendaja J. Kajari.)
Kirjanen, Ilmar. Moraalisiis-
teemide matemaatilisest késitle-
misest. (Juhendaja dots. 1. Kull.)
Koppel, Tiit. Korgema kooli
automatiseeritud informatsiooni-
siisteem stipendiumi mdéiramisel.
(Juhendaja dots. E. Jiirimie.)
Kuldmaa, Enn Téahespektrite
numbriline tdétlemine. (Juhendaja
A. Nilson.)

Lahesalu, Laida. Loogiliste ja
aritmeetiliste operatsioonide reali-
seerimine andmete objektiviisilisel
tootlemisel. (Juhendaja M. Sarv.)

7. Lebger, Toivo. Vektoralamruumi
suhtes tokestatud elemendid lo-
kaalselt kumeras ruumis. (Juhen-
daja prof. G. Kangro.)

8. Liias, Udo. Multiplikaatorid Ba-
nachi ruumides. (Juhendaja dots.
M. Tonnov.)

9. Meressoo, Toomas. Kihiline
hulgateooria.  (Juhendaja  dots.
A. Tauts.)

10 Merivoo, Mihkel. Peyerimhoffi
teoreemi {ildistusi. (Juhendaja dots.
H. Tiirnpu).

11. Raie, Vahur. Jirjestamise algo-

ritmid ja nende analilis. (Ju-
hendaja H. Ménd.)

12. Raup, Avo. Mittestandardne
mudei  aritmeetilise keele inter-
preteerimiseks. (Juhendaja dots.
A. Tauts.)

13. Rdtsep, Aili. Mdningaid Tau-

beri teoreemide ldistusi. (Juhen-

daja dots. T. Sormus.)



14, Tiits, Tonis. Seadmete ratsio-
naalse paigutamise iilesande la-
hendamine téostusettevottes. (Ju-
hendaja K. Soonets.)

15. Vana, Ivo. Tootmine ja reali-
satsioon 6mblustédstuses. (Juhen-
daja H. Mihkelsoo.)

16 Vooglaid, Aare. Kontekstist
soltuv eelnevusanaliiiis. (Juhendaja
M. Tombak.)

Riigieksamitega
maatika erialal:

17. Kahro, Ene
18. Lepik, Ain
19. Miirk, Iris

20. Sulg, Madis

Iopetasid mate-

Mehaanika erialal  kaitses

diplomit6d:

2l. Moorlat, Peep. Viskoosse ve-
deliku voolamine deformeeruvate
seintega torudes. (Juhendaja I. Vai-
nikko.)

Rakendusmatemaatika
erialal kaitsti jargmised diplomit66d:

22, Baron, Inna. IlpubanxénHoe
HHTErpHpOBaHHe KpaeBOH 3ajxayu
ana  auddepenuHansHoro ypasHe-
HHs ¢ 3anasabiBandeM. (Juhendaja
I. Saarniit.)

23. Didok, Mihhail. O pepgaTHOCT-
HBIX Mepax na rpynmne SOM3). (Ju-
hendaja T. Mdls.)

24, Gontsarenko, Juri. [Ilpoct-
paucrBa Op.auya. (Juhendafa dots.
M. Tonnov.) .

25. Grigorenko, Olga. 06 ona-
HOM MeToje HccaenoBanas yue6-
HOTO TpOLECCa B BBLICUIMX Y4eGHBIX
sapenenusx. .(Juhendaja T. Mols.)

26. Hurt, Heido. Uhest eelnevus-
koniliktide likvideerimise algorit-
mist. (Juhendaja M. Sarv.).

27. Jezova, Aleksandra. Pacuer Ha
IOBM 31eKTpPOHH3UUECKUX H 3JEKT-
PHYECKHX NapaMeTpoOB KPeMHHeBbIX

cuaoBbix  Beutuaed.  (Juhendaja
V. Grigorenko.)
28. Kaasik, Jaan. LINKS-koodide

dekodeerimisest. (Juhendaja J. Ki-
ho.)

29. Kask, Juta. Deduktsiooni otsing
intuitsionistlikus loogikas. (Juhen-
daja dots. A. Tauts.)

30.

31.

32.

34.

35.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

Kiiskiila, Tonis. Menetluste:
sisalduvus peaaegu summeeruvuse:
korral. (Juhendaja dots. E. Rei-
mers.)

Kivikas, Arvo. Valguskiire nor-

genemine Maa atmosfddris. (Ju-
hendaja dots. E. Tiit.)

Kddrik, Ene. Meditsiinilisest
diagnostikast arvutite abil. (Ju-

hendaja dots. E. Tiit.)

. LcStSenkova, Natalja. Teope-

Mbl TayfepoBa THNA 1/ MaTpHu-
HBIX MeTOJOB CYMMHDOBAHHS ABOH-

uplx  pAnoB. (Juhendaja  dots.
E. Reimers.)
Lukkonen, Galina. IlpoGsembr

(opMa/ZIH30BAHHOrO A3BIKA HOPHIH-
yeckHx HopM. (Juhendaja dots.
I. Kull)

Martin, Aime. Dispersioonana-
liiiis. (Juhendaja dots. E. Tiit.)
Masurjan, Moris. MnBapuauts
CYMMHMPYEMOCTH M MIOXKECTBO CO-
BepLIeHCTBA NOJyHEeNpephIBHOT O
MeTONa CYMMHDOBAHUS, COXPaHAM-
umero  cxomumoctd.  (Juhendaja
dots. E. Jiirimée.)

Matin, Boriss. Pewenne sapaum
TENJONPOBOAHOCTH ¢ OOPATHBIM Te-
yeHueM BpeMeHHM MeTOJOM KBa3H-

obpaluenns, (Juhendaja dots.
E. Tamme.)
Meriste, Merik. Topelttdpsu-

sega arvutuste realiseerimine ar-
vutis Minsk-32. (Juhendaja K. Aére-
maa.)

Mugu, Aare. Téeniosusteooria
aksiomaatikast. (Juhendaja R. Tam-
meste.)

Nikulina, Natalja. Jsymepune
NOBEPXIIOCTH C YCJOBHSIMH Ha BeK-
TOp Cpeflell KPHBU3HbI B EBKJMIAO-
BOM TnpoctpaHcTBe R;. (Juhendaja
prof. U. Lumiste.)
Onoper, Alar.
mittelineaarse paraboolset
vorrandi lahendamiseks.
daja dots. E. Tamme.)
Orenstein. Bertti O nekoro-
PBIX MPUHIKMNAX JEKOMIO3HIHOHIIO-
ro peLieHus HeJuHeHlbIX 3a1ad Ofl-

Diferentsmeetod
tiidpi
(Juhen-

tumusanun.  (Juhendaja U. En-
nuste.)
Prank, Tiit. Funktorite kate-

gooriad intuitsionistliku predikaat-
arvutuse mudelina.  (Juhendaja
R. Tammeste.)
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44,

45.

46.

47.

48.

49.

50.

51.

52.

53.

gil

Partma, Nelli. O6 oanom mpe-
IeJbHOM — paclpefesieHdd  BeposiT-
Hocrelt na rpynne SU(2). (Juhen-
daja T. Mols.)

Semmel, Ludmilla. O peuwennn
GHEEHBIX  AHODUITOBBIX  ypaBlie-
nuit. (Juhendaja dots. J. Hion.)
Sikka, Alar. Tsehhidesse sead-
mete paigutamise iilesanne. (Ju-
hendaja O. Karma.)
Soltanovits Miron. O yuc-
JIEHHOM HITETPHPOBAHUU KpaeBoil
3afaud Aas aunefinoro auddepen-
LHaNLHOTO YPaBHEHHSI ¢ OTKJOHSIO-
muMes  aprymentoM. (Juhendaja
I. Saarniit.)

Sorgina, Raissa. Cocrasnenue
M peaju3aunsl NporpamMM M aJjro-
PUTMOB  BBIUHCJIEHME NapaMeTpoB
HEKOTOPHIX ~ 9KOIIOMHKO-MaTeMaTH-
YeCKHX  MoJedeH  agas I9BM
«¥Ypan-11». (Juhendaja J. Malm-
saar.)

Suls, Ene-Lea. Paraboolset tiiii-
pi segaiilesande Kklassikalise la-
hendi aprioorseid hinnanguid. (Ju-
hendaja dots. E. Tamme.)
Tammemiédgi, Jiri. Korrelat-
sioonifunktsiooni aproksimeerimine.
(Juhendaja A. Parring.)
Tellas, Urve. Moningaid Kkiisi-
musi regressioonanaliiiisist. Juhen-
daja A. Parring.)
Timmermann, Matti. Regres-
sioonfunktsioonide mitmene vord-
lemine. (Juhendaja A. Parring.)
Vooglaid, Maie. Kosmoseapa-
raadi orbiidi korrigeerimise iilesan-
de lallendamine Pontrjagini maksi-
mumprintsiibil. (Juhendaja 1. Vai-
nikko.)

Matemaatika pedagoo-
ises osakonnas kaitsti jarg-

mised diplomitodd:

o4.

&
A
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Ehasalu, Viivii Kaheksanda
oppeaasta matemaatikakursuse sisu
ja mahu diinaamika.. (Juhendaja
dots. O. Prinits.)

Helemdéde, Liia. Erikallakuga ja
iildhariduslike koolide lIopetanute

2

57.

60.

61.

62.

63.

64.

66.

67.
‘.68.
69.
70.
71.
i72.
73.
74.
75.

56.

. Joonas,

oppetulemuste  vordlev  analiiis.
(Juhendaja dots. T. Sormus.)
Hollak, Aili. Algebraliste vor-
randisiisteemide graafiline lahen-
damine. (Juhendaja M. Fischer.)
Hobhemagi, Ilme. Koolimate-
maatika opikute ja artiklite bib-
liograafia 1961—1972. (Juhendaja
dots. O. Prinits.)

Vivian. ENSV kooli-
siisteemist ja matemaatika- ning
filisikadpetajate koormusest 1971.
a. andmetel. (Juhendaja I{. Vels-
ker.)

. Jiirgenson, Saima. Vorrandid

koolimatemaatikas.
Mitt.)
Kirjanen, Ene. Muutuja moiste
koolimatemaatikas. (Juhendaja E.
Mitt.)

Liiv, Ulle. TRU too6tajate korte-
riolud. (Juhendaja J. Reimand.)
Meos, Anu. Ulevaade prof. Jaan
Sarve elust ja loomingust. (Juhen-
daja dots. E. Tamme.)

Miljan, Riina. Struktuurseid teo-
reeme subkommutatiivsete pool-
rithmade kohta. (Juhendaja U. Kal-
julaid.)

Selliov, Leevi. Astmeoperaato-
rid ja astmendrk koonduvus. (Ju-
hendaja dots. H. Tiirnpu.)

(Juhendaja E.

. Sikk, Elve. Oppeainete struktuu-

rist. (Juhendajad dots. 1. Kull ja
dots. E. Tamme.)

Sober, Ilme. Jarkjdargulise lihen-
damise meetodi kasutamisest ja
kasutamisvdimalustest koolimate-
maatikas. (Juhendaja M. Fischer.)

Pedagoogilise osakonna I6petasid
riigieksamitega:

Eimre, Anu
Haabmets, Kalju
I1ves, Helgi
Lindstrom, Anne
Loss, Kirt
Mettis, Vello
Peterson, Toivo
Salujdrv, Linda
Tammur, Age.



EESTI NSV-s ILMUNUD
MATEMAATIKA-ALASE
KIRJANDUSE NIMESTIK

1972—1973
(Koostanud M. Suurvali)

RAAMATUD

Allik, K, Lamp, J. ja Suu-
der, I. Korgem matemaatika. Prog-
ramm, met. juhendid ja kontrolltééde
iilesanded keemia ja insener-majanduse
erialade II kursuse kaugiiliopilastele.
Tin., 1972. 47 lk. (TPI. Arvutusmat.
kat.) Rotaprint.

Ariste, A. Digitaalseadmete arit-
meetika ja loogika. Loengukonspekt. 1.
Arvusiisteemid arvutustehnikas. Tin,,
1971. 96 1k. (TPI. Informatsiooniteh-
nika kat.) Rotaprint.

Ariva, K. Vektorid. Juhendiks I

ja II kursuse opil. Tartu, 1972, (TRU.

Mat.-Fiiiisikakool. 25 ja 26.) Rotaprint.
1. 42 lk, ill. (25)
2. 14 1k, ill. (26).

Ariva, K, Etverk, E, Telg-
maa, A, Undusk, A ja Vih-
man, . Matemaatika opetamisest
VIII kI. (Abimaterjal 6p.) TIn., 1972.
94 1k, joon. Rolaprint.

Baron, S, Jirimie, E. ja
Reimers, E. Matemaatilise analiiitsi
praktikum. 2. Tartu, 1972. 264 1k,
joon. (TRU. Matem. analiiiisi kat.)
Rotaprint.

Daniel, L. Andmetéotluse iilesan-
deid. Tin., 1972. 95 k. (ENSV Korge-
ma ja Keskerihar, Min. Tead.-Met.
Kah.) Rotaprint.

Espenberg, H. Integraalarvutus.
[3. tr.] Tartu, 1973, 52 1k, joon.
(EPA.) Rotaprint. o

Etverk, E, Garsnek, A,
Kass, A, Kass, P, Krusberg, H.
ja Teeaar, M. Matemaatika korge-
matesse koolidesse astujaile. Tin,,
«Valgus», 1972. 352 lk., joon.

Funktsiooniteooria iilesanded. 1.-2.
Tin.,, 1973. (ENSV Kérgema ja Kesk-
erihar. Min. E. Vilde nim. TPedl.)
Rotaprint.

1. Laigna, K, Levin A. ja
Monakov-Rogozkin. 159 1k.

2. Laigna, K. 151 1k, joon.

Hanko, P. Arvutusmasinad ja
programimeerimine. Loengukonspekt
matemaatika eriala liopil. Tin., 1972.
151 1k., ill. (ENSV Korgema ja Kesk-
erihar. Min. E. Vilde nim. TPEdI. Mat.
kat.) Rotaprint.

Informatsiooni ettevalmistamine elekt-

ronarvutitele. Juhendmaterjale. Tln,,
1973. 48 1k, ill. (A. S. Popovi nim.
Raadiotehn., Etektroonika ja  Side

Tead.-Tehn. Uhingu Arvutustehn. sekts.
Eesti Maaviljeluse ja Maaparanduse
TUI Arvutuskeskus.) Rotaprint.

Informatsiooniteooria vihik. Oppe-
abimaterjal erialade 0606 ja 0646
iiliopil. 1. Tabelid. TIn., 1973. 20 k.
(TPI. Automaatika kat.) Rotaprint.

Jablonski, A. A, Noreiko,
S. S. Wolfson, S. A jt. Teoreeti-
lise mehaanika kursusetodde iilesannete
kogu. TIn., «Valgus», 1972. 296 Ik., ill.

Jaeger, A, Kaasik U. |ja
Adremaa, K. Programmeerimine ar-
vutile «Minsk-32», Obpcvahend. Tartu
1973. 287 1k. (TRU. Arvutuskeskus.)
Rotaprint.

Jogi, T, Kass, A, Kass, P. ja
Sormus, I. Kérgem matemaatika. 1.
Programm, met. juhendid ja kontroll-
toode  f{ilesanded  kaugdppeteadusk.
I kursuse iiliopilastele. Tln., 1973.
74 1k., joon. (TPI. Mat. kat.) Rota-
print.

Kaasik, U. ja Kull, I. Prog-
rammeerimine ALGOL-is. Tartu, 1972.
138 1k., ill. (TRU.) Rotaprint.

Karu, O. Peastarvutamise votteid.
(Met. materjal) TIn, 1972. 12 lk.
(ENSV Vabar. Op. Téiendusinst.)

Kessel, H, Kessel, A, Kiu-
dorv, T. ja Tomson, M. Prot-
sentiilesanded. Iseseisvaks todks V kl.
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Tin.,, 1973. 43 lk. (ENSV Haridusmin,
ENSV Vabar. Op. Tiiendusinst.) Rota-
print.

Kivi, L. Esimene kiimme. Didakti-
line jaotusmaterjal. I kl. TIn., 1972.
10 k., 73 eraldi 1.ill. ja teksti. (ENSV
Vabar. Op. Téiendusinst.)

Kolde, J. Matemaatiline statisti-
ka. [Loengukonspekt Tallinna Majan-
dustehnikumi programmeerimise eriala
opilastele.] Tin, 1972. 128 1k, ill.
(ENSV Korgema ja Keskerihar. Min.
Tead.-Met. Kabh.) Rotaprint.

Kopdlov, G. Kinemaatikast. Tln.,
«Valgus», 1973. 196 lk., ill.

Korjus, A. Programmeerimine,
Loengukonspekt. Tln., 1973. 236 Lk,
ill. (TPI. Arvutusmat. kat.) Rotaprint.

Kraaving, M, Paluver, N,
Rink, O. ja Vallas, E. Kujutav
geomeetria. Tln, 1972. (TPI.) [Paral-
leeltekst vene k.1 Rotaprint.

Harjutusiilesanded. 56 1k., joon.

Lisaharjutusiilesanded ehituslike eri-
alade jaoks. 20 lk., joon.

Kraaving, M, Paluver, N,
Rink, O ja Vallas, E. Kujutav
geomeetria. ‘Tln.,, 1973. (TPI.) [Paral-
leeltekst vene k.] Rotaprint.

Harjutusiilesanded. 56 1k., joon.

Lisaharjutusiilesanded ehituslike eri-
alade jaoks. 20 1k, joon.

Kujutava geomeetria harjutusiiles-

andeid  kontrollkiisimustega. Tartu,
1972. (EPA))

I. Riives, S. [2. tr.] 124 1k,
joon.

2. Riives, S. ja Ruubel, Al
96 lk., joon.

Kull, Hilja. Individualiseeritud

Opetamisest matemaatikatundides. Tln.,
1973. 48 1k, joon. (ENSV Haridusmin.
ENSV Vabar. Op. Tdiendusinst.) Rota-
print.

Kuuselaan, E. Didaktiline jao-
tusmaterjal matemaatikast. [ kl. Tin,
1973. 10 k. (ENSV Haridusmin. ENSV
Vabar. Op. Taiendusinst.) Rotaprint.
Lilsa: [Arvutuskaardid.] 94 eraldi 1,
1.

Kuuselaan, E. Kontrolltood
matemaatikast algklassidele. Tln., 1972.
41 1k. (ENSV Vabar. Op. Tiiendus-
inst.)

Koiv, H, Liiv, H. ja Roots, H.
Matemaatika iilesannete kogu. TPI
ettevalmistusosak. kuulajaile. 1. Tin,,
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1972. 72 1k. (TPI. Ettevalmistuskursu-
sed.) Rotaprint.

Korgema matemaatika praktikum.
Insener.-maj. erialade II kursuse iili-
opil. Tin, 1972. 48 1k, ill. (TPI. Ma-
jandusmat. kat.) Rotaprint.

Laigna, K. ja Levin A. Funkt-
siooniteooria. Kompleksmuutuja funkt-
sioonid. TIn.,, 1972, 164 1k, joon.
(E. Vilde nim. TPedl. Mat. kat.)

Lepamaa, A. Toendosusteooria
ja matemaatiline statistika. [Majan-
dusteadusk. iliopil.1 Tin., 1973. 120
k., ill. (TPI. Arvutusmat. kat.) Rota-
print.

Lepik, U. Valitud peatiikke kor-
gemast matemaatikast. 2. Omaviirtu-
sed ja omafunktsioonid. Tartu, 1973.
60 lk., joon. (TRU. Teor. meh. kat.)
Rotaprint.

Lerner, A. Algteadmisi kiibernee-
tikast. Tin., «Valgus», 1973, 360 lk., ill.

Lumiste, U. ja Ariva, K
Analiiiitiline geomeetria. Tln., «Val-
gusy, 1973. 647 lk., joon.

Malmsaar, R. Korrelatsioon- ja
dispersioonanaliiiisi meetodid. Loengu-
konspekt. TIn.,, 1972. 150 1k. (TPL
Stat. ja raamatupidamise kat. NSVL
TA Majandusmat. Keskinst. Eesti fili-
aal.) Rotaprint.

Martin, E. Funktsiooni piirvdar-
tus. Julgmmaterjal Il ja III kursuse
opil. Ta™u, 1972. 18 lk. (TRU. Mitte-
stats. Matemaatikakool. 23.) Rotaprint.

Matgmaatika ja kaasaeg. Abimater-
jale matemaatika opetajatele ja &ppi-
jatele.' XVIII. Tartu, 1972. 151 tk., ill.
(TRU.)

Sisu: E. Koppel E. Tiit. Sotsioloo-
gilise uurimise statistikast. 1. — G. Vai-
nikko. Mgnda  funktsionaalanaliiiisist.
III. — R. Kulmet. Diofantiliste vdrran-
dististeemide lahendamine. — . Koit.
Graafid ja lauseGpetus. II. — U. Kaasik,
M. Preem. Vorkegraafikud. — G. Rigo,
O. Prinits. Matemaatika Gpetamise iiles-

anded ja eesmirgid. — A. Leiten. Ti-
keldamisiilesanded. — K. Ariva. Lobat-
Sevski geomeetria, — Toeleid Roosi-
nupp. Palindroomid. — H. Espen-
berg. J. Gabovitsi Murdjooned, —
A. Napolski. Nurga ligikaudne tri-

sektsioon. — M. Levin, L. Portjan-
ski. Uhe kolmnurkade pere omadused. —
O. Prinits. Rahvusvahelised matemaa-
tikaoliimpiaadid Moskvas, Bukarestis ja
Keszthelys. -~ Hermann Weyl., — Jaan
Depman. 17. VII 1885 —26. VII 1970, —
Ivar Petersen teoreetilise kiiberneetika dok-
toriks. — E. Tamme. Sulev Ulm arvu-

tusmatemaatika doktoriks. — Matemaatiline
pievakaja. — Kroonika. — Bibliograafia. —
VUlesandeid.



Matemaatika ja kaasaeg. Abimater-
jale matemaatika Opetajatele ja Oppi-
jatele. XIX. Tartu, 1973. 138 Ik, ill.
(TRU.)

Sisu: M. Kilp. Hilberti probleemid. —
S. Baron. Mdnda topoloogilistest ruumi-
dest. — H. Espenberg. Siummeetrilised
politnoomid. — U. Kaljulaid. Poliinoo-
midest ja formaalsetest ridadest. — E. Tiit,
Sotsioloogilise uurimise statistikast. I1I. —
M. Lanin. Matemaatilised mudelid iihis-
konnateadustes. — U. Kaasik, M. Me-
riste, T. Prank  Kahe isiku min-
gud. — A. Leiten. Mahutamistlesan-
ded. — U. Alla. Ceva ja Menelaose
teoreemide iildistus. — M. L evin, 4aMonin-
gaid valemeid kolmnurga geomeetriast. —
A, Tauts. Paberi voltimise iilesanne-
test. — J. Gaboviti. Arvaw. — T. Roo-
sinupp. Koik andmed on timsed. —
Kroonika. — Bibliograafia. — Ules®deid.

Matemaatika Gpetamisest 9. klassis.
1. vihik. Tln, 1972. 44 1lk. (ENSV
Haridusmin.)

Matemaatika- ja mehhaanikaalaseid
toid. XI Tartu, 1371. 272 Ik, ill. (TRU
Toimetised. 281. Vene k., resiimeed
eesti, inglise ja saksa k.)

Sisu:  JI. PooTe, 3. Caxkos, K.
Coonerc. K nsrigecstnaertiio - npod.
IO. Jiennka. — J. Gabovits. Jirjesta-

tud grupoidid ning nende kumerad alamsiis-
teemid, — O. Ivanova., Kaks teorecemi
jdrjestatavatest universaalsetest algebra-
test. — G. Rubanovit§. Jirjestatud
unaarsed algebrad. — U. Kaljulaid.
Nullitegurite puudumisest mdningais pool-
riihmaringides. — U. Kaljulaid. Fun-
damentaalsest ideaalist I16pliku riithma tais-
arvuliste koefitsientidega rihmaringis. —
H. Kilp. Kahe soltumatu muutuja, m
otsitava funktsiooni ja erinevate karakte-
ristikutega 1 jarku kvaasilineaarsed osa-
tuletistega diferentsiaalvGrrandite  siistee-
mid. (Geomeetriline teooria.) — L. Loone,
Tokestatud tuumadest lokaalselt kumeras
ruumis. — M, Abel Jadade ja l6pmatute
maatriksite pooratavus. -- T. Sérmus,
Tauberi tiitipi teoreemid mitmesuguste
summeerimisviiside jaoks. — N. Veske.
Ridade formaalse korrutise summeeruvus
Cesaro menetlusega. — E. Reimers.
Funktsioonide esitamine arvujadade abil. —
H. Tiirnpu. Funktsionaalridade koondu-
vus peaaegu koikjal. — V. Stjopin.
Ortogonaalridade iihest summeerimismenet-
lusest. — S. Baron. Diferentseeritud
Fourier’ ridade absoluutse summeeruvuse
lokaalsuse omadusest. — D. Peradze.
Vea jaotusest lineaarsete vdrrandite lahen-
damisel iteratsioonimeetodiga Hilberti ruu-
mis, — G .Vainikko, M. Slapikie-
ne Uhest S. G. Kreini teoreemist analiiii-
tilise poolriihmi genereerivate operaatorite
hiirituste kohta. — G. Vainikko. Kol-
lokatsioonimeetodi stabjilsusest. —T. Vall-
ner, E. Tamme. Kuuendat jirku dife-
rentsiaalvdorrandi rajaiilesande lahendami-
sest vorgumeetodiga. — G. Vainikko,
A, Pedas. Logaritmilise iseidrasusega
tuumaga integraalvorrandite lahendamisest
kvadratuurvalemite meetodil. — L., Kivis-
tik, T. Saganova. Gomory meetodi

modifikatsioonid osaliselt tiisarvuliste iiles-

annete lahendamiseks. — J. abovits,
Antud logaritmilise tuletisega funktsiooni
korgemat jarku tuletiste arvutamisest. —

E. Virma. Loplike vahede meetod va-
balt toetatud ruudukujulise plaadi piirkoor-
muse uurimiseks. — . Saareste,
K. Soonets. Notke ruudukujulise plaa-
di elastilis-plastsest paindest. —L, Roots,
E. Saks. Trapetsikujuliste plaatide sta-
biilsusest. — J. Lellep. Ummarguste
plaatide diinaamiline koormamine materjalij
korral, millel on erinevad voolavuspiirid
tombel ja survel.

Matemaatika- ja mehaanikaalaseid
toid. XII. Tartu, 1972,303 Ik, ill. (TRU
Toimetised. 305. Vene k. resiimeed
eesti, inglise ja saksa k.)

Sisu: A, Tauts, Uldistatud Bethi
mudelite seos topoloogiliste pseudo-Boole’i
algebratega. — A. Tauts. Valemite sc-
mantiline interpretatsioon iildistatud Bethi
mudelites ja pseudo-Boole’i algebrates. —
A, Parring. Siimplektiliste tasandile
parved afiinses stimplektilises ruumis. —
L. Tuulmets. Fokaalse pseudokongru-
entsi fokaalpinnad ruumis R,, — L. Tuul-
mets, E. Vaga. Ribaucouri fokaalne
pseudokongruents ruumis Ry, — L. Tuul -
mets, T. Piissa. Fokaalsed pseudo-
kongruentsid ruumis R4, mille fokaalpinnad
on nulliga vdrdse Gaussi kdverusega voi
viindega. — V, Spesivdhh, Lie alam-
rithmad maksimaalsete kahemdotmeliste
mittejoonorbiitidega  kompleksses ruumis
FljaiSer. Reaalse projek-
tilvse ruumi P; kahemdotmelistest orbiitidest
ia nende homogeensetest ruumidest. —
K. Riives. Eukleidilise ruumi R, kume-
rate hulktahukate afiinsest klassifikatsioo-
nist ja tunnusest. — E. Kolk. Refleksiiv-
susest ja summeeruvusest Fréchet’ ruumi-
des. — L. Loone. Knoppi tuum ja pea-
aegu koonduvuse tuum ruumis
M. Abel. Moningaid Banachi
viadrtustega funktsionaalalgebrate omadu-
si. — G. Kangro. Jiidkliikmega Tauberi
teoreem Rieszi menetluse jaoks, II. —
T. So6rmus. Moned iildistatud
teoreemid. — I. Ogievetski, A.
gaiko. Tokestalud muuduga kahekordse-
test arvjadadest. — S. Baron, M. Tidht.
Kahekordsete ridade summeeruvustegurid

menetluse Ao""3 jaoks. — H. Tiirnpu.
Funktsionaalridade summeeruvus peaaegu
kdikjal. — H. Tiirnpu. Integraalide
koonduvusest peaaegu kdikjal. — E. Mar -
tin. Ortogonaalridade Kkiirusega summee-
rimisest Euler-Knoppi ja Cesaro menetlus-
tega. — . Kivinukk. Perioodiliste
funktsioonide lidhendamiskiirusest, — M.
Tdédnnov. Moned teoreemid multiplikaa-
toritest. — S. Baron. Mirkused Fourier’
rea, diferentseeritud Fourier’ rea ja kaas-
rea absoluutse summeeruvuse lokaalsuse:
omaduse kohta. — J. Hion. Kumera
hulknurga tippude tdisarvulisusest. —
A. Leiten. Loigete konstrueerimisest
B-algoritmis. — U. Lepik, M. Zimirev.
Loplike elementide meetodi rakendamine
tasapinnaliste 160klainete leviku uurimiseks
paksus plaadis. — E. Virma., Vabalt toe-
tatud ruudukujulise plaadi diinaamikast. —
E. Virma. Ristkilikukujuliste plastsete
plaatide diinaamikast.
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Merzon, V. Teoreetiline mehaani-
ka. Tln., «Valgus», 1972. 271 lk., joon.

Mitt E, Prinits, O. ja Vas-
sil, A. Korgema matemaatika iiles-
anded. 1. — 2. Tartu, 1972. (TRU. Mat,
Opetamise met. kat.) Rotaprint.

1. Oppevahend Bioloogia-Geograa-
fiateadusk. tliopil. 115 lk.

2. 98 1k

Piirikivi, P. ja Tepandi, J.
Programmeerimine arvutil «Nairii-C».
Oppevahend. Tln, 1972. 91 lk. (TPL
Arvutusmat. kat.) Rotaprint.

Programme kdigile. 3. — 6. Tartu,
1972—1973. (TRU. Arvutuskeskus.)
Rotaprint.

3. Noorma, R. ja Kaasik, U.
Elektronarvuti «Nairi-2». 1972. 103 1k,
itl. 2. tr. 1973.

4. Kaasik, U. ja Noorma, R.
Automaatne programmeerimine elekt-
ronarvutile «Nairi-2». 1972. 115 k. 2 tr.
1973.

5. Veldre, S, Veldre, T. ja

Astel, H. Ankeetide todtlemisest.
1972. 56 k., ill.
6. Matemaatilise statistika prog-

rammid. 1973. 92 Ik, ill.

Sisu: O. Nurmeots.
arvutamine, — O. Nurmeots.

Pohistatistikute
Liinklike

katseandmete téotlemine. — S. Koskel
Protsentide vordlemine. — S. Koskel
Empiiriliste jaotuste vordlemine. —
K. Pragi. Algandmete normeerimine ja
korrelatsioonikordajate arvutamine. —
Astel. Osakorrelatsioonimaatriks. —
Einsild. Riihmitamisiilesanne. -~

. Suurima korrelatsiooni tee. --
Vihima kauguse tec. -
Dispersioonanaliiils. -

K. Pragi. Faktoranaliiiis. — T. Veldre.
Transformatsioonanaliiiis.

Reimand, J. Matemaatiline in-
duktsioon. Juhendmaterjal I ja II kur-
suse opil. 2. tr. Tartu, 1973. 14 Ik
(TRU. Mat.- ja Fiiiisikakool. 27.) Rota-
print.

Reimand, J. ja Velsker, K
Elementaarmatemaatika. 1. Algprakti-
kum. 2. tdiend. tr. Tartu, 1972. 148 1k.
(TRU. Matem. oOpetamise met. kat.)
Rotaprint.

Schults, K. Jddvuse seadused
mehaanikas. Juhendmaterjal I ja II
kursuse opil. Tartu, 1972. 25 1k., joon.
(TRU. Mittestats. Matemaatikakool.
24.) Rotaprint.

S6rmus, T. ja Vainikko, G.
Harilikud diferentsiaalvérrandid. Tin,
«Valgus», 1972. 348 1k, ill.
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Zaitsev, I. Kirgem matemaatika.
Opik tehnikumidele. 3. tr. Tln, «Val-
gusy, 1973. 379 lk., joon.

Tamm, V. Kiiberneetika pdhimdis-
teid. Tartu, 1973. 115 Ik, ill. (TRU.
Majandusteadusk. Majanduskiib. ja
stat. kat.) Rotaprint.

Tamme, E. Arvutusmeetodid. 2.
Tin.,, «Valgus», 1973. 276 1k., ill.

Tamme, E. ja Vainikko, G
Matemaatilise fiiiisika vorrandid. 1.
Tartu, 1973. 187 lk., joon. (TRU. Arvu-
tusmat. kat.) Rotaprint.

Tartu iilikool ja koolimatemaatika
areng. Tartus 2.—3. dets. 1972, a.
toimunud konv. materjalid. Tartu, 1972.
104 k., joon. (TRU.) Rotaprint.

Sisu: O. Prinits. Tartu ilikooli
oppejoudude osast koolimatemaatika aren-
damisel. — U. Lepik Prof. G. Ridgo
metoodilistest toekspidamistest korgema
matemaatika Opetamisel. — U. Lumiste.
Artur Oettingen — Tartu XIX sajandi teisc
poole mitmekiilgseid teadlasi. — A. Telg-
m a a. Matemaatika Spetamise iimberkorral-
damine ja arengusuunad Eesti NSV kooli-
des. — A. Vassil. Koolimatemaatika sisu
diinaamikast eesti koolis. — J. Afanas-
jev. Koolimatemaatika aine joukohasuse
uurimisest. — K. Ariva. Aksiomaatiline
meetod kooligeomeetrias. — K. Velsker.
Toendosusteooria ja matemaatilise statistika
elementide koht ning ulatus koolimatemaa-
tikas. — E. Mitt. Hulgateooria ja mate-
maatilise loogika elementide kasutamine
teoreemi ja selle toestamise kisitlemisel. -—
E. Aadusoo. Fiiisika ja matemaatika
fusioneerimise vd&imalustest koolikursuses. -

. Ruga. Mdétlemisoskuse ja arvutamis-
oskuse vahekorrast algklassides. —I. Kull
Konstruktiivsest matemaatikast. — O, Pri -
nits. Matemaatikadpetajate ettevalmista-
misest. — E. Jilrimaie. Matemaatika-
opetajate koolitamisest ENSV-s sdjajire-
setel aastatel. — J. Reimand. Mate-
maalika ja fiilisika Opetajate kontingendi
sltrL;ktthur 1971. a. ja selle muutumisvoima-
ustest.

Teeddr, M. Analiiiitilise geomeet-
ria iilesandeid. Insener-majanduse eri-
alade I kursuse iiligp. Tln., 1972. 22 1k.
(TPI. Majandusmat. kat.) Rotaprint.

Tiidt, U. Matemaatiline planee-
rimine. 1. Lineaaralgebra elemendid.
Tartu, 1973. 96 lk., joon. (EPA)) Rota-
print.

Tiit, E. Matemaatilise statistika
tabelid. 2. Oppevahend. Tartu, 1972.
252 1k, ill. (TRU. Mat. stat. ja prog-
rammeerimise kat.) Rotaprint.

Topnik, E. Teoreetilise mehaani-
ka iilesannetest. 3.—4. Tln., 1971—1973.
(TPI. Teor. meh. kat.) Rotaprint.

3. Diinaamika. 1971. 200 lk., joon.

4. Analiiiitiline mehaanika. 1973.
220 1k., joon.



Vallner, T ja Vallner, U
Nimestike ja regisirite koostamine raa-
lil. TIn., 1972. 77 1k, joon. (Eesti
Teadus- ja Tchnikainform. ning Majan-
dusuuringute Inst.) Rotaprint.

Velsker, S. Arvestustood mate-
maatikast. 111 kursus. Tin., 1973. 37 Ik,
joon. (ENSV MN Riikl. Kutsehar.
Kom. Oppe.-Met. Kab.) Rotaprint.

Velsker, S. Arvestusto6d mate-
maatikast. 11. kl. [Ohtukoolidele.] Tln.,
1972. 40 1k., joon. (ENSV Haridusmin.
ENSV Vabar. Op. Tiiendusinst.)

Velsker, S. Matemaatika kont-

rolltédd o6htukooli VIII klassile. Met.

lisamaterjal &p. TIn, 1972. 67 Ik

(ENSV Vabar. Op. Téiendusinst.)
Ulesandeid matemaatikast. X Kkl.

Materjale X kl. matemaatikadp. kur-
susteks. Tin, 1972, 31 lk. (ENSV
Vabar. Op. Téaiendusinst.)

AHHOTAUMM [ OKJAANOB M BLICTYIIE-
Huit ydyacTHunkoB Brtoporo cosemanwa-
ceMuHapa mnpernogaBaTeseidl MaTeMaTHKM
py3oe benopycckoit, Jlarsuiickoit, JIu-
ToBckoi, Acrouckoir CCP u KaanHuH-
rpaackoit o6aactn. Tasanun, 1973. 80 c.
(M-Bo BBICHI. M cpen. crell. ob6pas3oBa-
nnsg DCCP. UIIN.) Poranpunr.

Bo6uaes H. A, K Teopuu ¢ax-
TOP-METON0B PELIeHUs HEeJHHEMHBIX omne-
patopHblx ypasHenuit. (01.01.01). As-
Toped. AHC. lla COHCKAHHE YuyeH. cTell.

Kauj. ¢mus.-mar. Hayk. Tapry, 1972.
20 c. (TTV))
Bafic6opn 2. M. Hekoropnlie

ACMeKThl CAYyYalHOr0 NOHCKa B MHO-
rOKCTPEMAJIbHBIX 3aja4aX M HEKO~
TOpele HMrpossie 3apauyu. (01.009). Ap-
Toped. AHC. Ha COMCKAHME YUEH. CTell.
n-pa ¢wu3.-mat. Hayk. Tamaun, 1972.
26 c. (AH 3CCP. Orag-uue ¢wus.-mar.
1 TexH. Hayk). Poranpuur.

Bupma 3. A. Hekoropbie meroasl
pelleHnsl 3aay CTATUCTHYECKOr0 M JiH-
HAMHMYECKOro H3ru6a JKecTKo-mJjacTH-
yeckux mnaactuH. (01.023). Asroped.
I'MC. Ha COHCKaHHe YUYeH. CTem. KaHJ.
¢u3.-mar. Hayk. Tapty, 1972. 16 «c.,
un. (TLY)

Boxangy JI. u lOprencon P.
C6opHuK 3aJa4 no nporpaMMHpOBaHHKIO.
(MAJITOJT). Tamamu, 1972. 171 c.
(THH. Kad. BHYHCAUT. MaTeMaTHKH.)
Potanpunr.

Buxauny J., Caunao K. n
WOprencou P. Cucrema craHmapr-
HBIX MPOrPAMM AJFOPUTMUYECKOTO A3bi-
ka «MAJITOJI». Yue6. mocobue. Tax-
un, 1972, 108 ¢, (TITH. Kad. Berunc-

JuT. MateMariki.) Potanpusr.
Feomerpns B VII kaacce. (Meros.
yKaszauuss  gast  yuureaeit)  Tanauw,
1972. 107 c¢., wa. (M-Bo npocpeuenus
3CCP.)
IF'yces B. A, Macaosa I'' T,,
Cemenonuu A, ®. u Uepxacos

P. C. T'eomerpust B VIII kanacce. Me-
TOA. TocobHe K YueOHHKY TIeoMeTpHH
nog, pex. 1. H. Konamoroposa. Tannun,
1973. 67 c., wi. (M-Bo npocpelleHHs
DCCP.) Poranpunr.

Hementbena A. M. Hekoropre
Pa3HOCTHBIE CXeMbl NOCTPOEHHs HesB-

Hoi dynxkumu. (01.01.01).  Astoped.
IAC. HAa COUCKAHMEe YueH. CTeM. KaHl.
¢u3.-mar. nayk. Tapry, 1972. 16 c.
(TTY.)

EC 3BM. OnepaunonHas cucrema
JNOC/EC. Taauun, 1973. (Pecn. suinc-

aur. uentp 1ICY 3CCP.)

Basucuetl ¢oprpan. Onucatue si3bl-
ka. E 10.132,019. O1 114 c., i

Makpokomaugn ¢ CYIIEPBM30-
POM. PykoBoncTBo aas1 nporpaMMu-
cra E 10.132.016 11 86. c., mun.

Metkn wna nuckax. Pykosoactso
gjaa uporpammucta. E 10.132.023 1.
i85 c., wua.

HHCTPYKUMA 10 COCTAaBJEHHUIO W
oopmieHHI0 MaTeMaTH4YecKoro obecne-
yenus LLBM «M-222». V1B, 18/X 1973 r.
Tannuu, 1973. 42 ¢, 1 1. nmporpamMMslL
(I mpoM3B. ymp. 3HEPreTHKH M 3JIeKT-
pudukaunn dCCP «DcToHrnassHepros.)-
Poranpunr.

Keiic Y. A. Hekoropbie cBoiicTBa
VUHBAPHAHTOB  YNpPABAAEMBIX CHCTEM..
IIpenpunt Ne 5. Tammuu, 1972. 50 c.
(AH 3CCP. HH-T KuGEpHETHKH.)

Kuabn X. O. Tleomerpus cucrem
puddepeHuHaNbHLIX YPABHEHHHA NEPBOro:
nopsiiKa ¢ ABYMsl He3aBUCHMMbIMH nepe-
meHHbIMH. (01.006). Aptoped. auc. Ha
COMCKaHHe y4YeH. CTell. KaHL. (u3.-Mar.
nayk. Tapry, 1972. 17 c. (TTVY.)

Kyxkc SI. TI. MuauMaKkcHble OLEH-
KM  napamerpa  JUHEHHOM  MojelM.
{05.13.01). Aproped. muc. Ha coucKa-
KHe y4eH. cTel. Kaui. (H3.-mMaT. HayK.
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Tannun, 1973, 12 ¢. (AH 2CCP. Coser
pu3.-Mat. ¥ Texu. nayk.) Poranpunr.

Kyycuk B. A, Koce T. §l. u
Payn P. K. MNpoueccop BIJTOJ-C.
[Ipenpuur Ne 8. Taaaun, 1973. 54 c.
(Mu-t xubepueruku AH 3CCP.) Pora-
TIPHHT.

Kyycux B. A, Paya P. K. u
Koce I'. §I. PykoBoacTBo mo cucreme
ABTOMATH3AUKH NpPOrpaMMHPOBAHHA
BEJITOJI-22T. Ilpenpuur Ne 4. Tan-
nuH, 1971, 64 ¢ (Al DCCP. Hu-t ku-
GepHeTHUKH.)

Jlaxe A. §I. dusuyecku u reo-
MEeTPHYECKH HeJIMHEiHble TepexojHbie
BOJIHOBbIE IIPOLIECCHI  OCECHMMETPHUHOMK
nedopmauuu ynpyrux o6onoyex W mio-
cKoit pedopmMauud yYNPyrux NJACTHH.
(01.02.04). Asrtoped. muC. la COHCKa-
HHE YueH. cTeil. Kanja. (Us.-MaT. HayK.
Tamaun, 1973. 12 c¢. (AH 3CCP. Coser
¢u3.-MaT. u TexH. Hayk). Porampuurt.

Jlesuu M. M. Hekotopsie BOnpo-
cbl  NMPHOGIHIKEHHOr0O HHTErPHPOBAHHS.
(01.01.07). Astoped. muc. Ha coHCKa-
Hye Y4YeH. CTel. J-pa (pu3.-MaT. Hayk.
Tannun, 1972. 43 ¢. (AH 3CCP. Coser
¢us.-mart. 1 rTexu. Hayk.) Poranpuur.

Jleamen . A. K uarnGy naactu-
YECKHX 3JEMEHTOB KOHCTPYKUHI, UMelo-
KX PA3NHYHbIe TNpeAeNbl TeKy4ecTH
npu pactaxehnu wn cxkaruu. (01.023).
ABroped. ZMc. mHa CcoMCKaHHe YyueH.
cren. KaHn. ¢us.-mart. Hayk. Tapmy,
1971. 13 c. (TTY.) Poranpunr.

Jloline P.-K. P. Hekoropeie BOmN-
POCbI PEJNSITHBUCTCKOM TEOPUH BBICLIMX
cnunoB. (01.04.02). Aptoped. numc. Ha
COHCKaHHE YueH. crell. Kaum. ¢us.-mMart.
nayk. Tammnu, 1973. 16 c., uwa. (TIV.)
Potanpusr.

Jlooue JI. P. flapa B J0KanbHO
BLIYKJAOM TONOJOTMYECKOM BEeKTOPHOM
npocrpaHctee. (01.002). AsToped. mmc.
Ha COHCKaHHe YYGH. CTeIl. Kang. Qus.-
mat. Hayk. Tapty, 1972. 17 ¢. (TIVY))

Makapweuen [O. H., Mun-
nwxk H. I, Mypasuu K C,
Kynpasues C. B. m CyBopo-

va C. I[1. Aare6pa B VII knacce. |Me-
TOR. mocobue mas yuurtens.] Taanun,
1972. 228 c., wi. (Agajg. mex. Hayk
CCCP. HHI1 copmep:kaHua H MeTOLOB
obyuenust. M-Bo npocsentetinss DCCP.)
Poranpuur.
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Makapwouer . H, Mun-
niok H. I', Mypesun K. C., Kyn-
paBues C. B.u Cysoposa C. b.
Aare6pa. VIII [ka. Mertoa. moco6ue
ans yaurens. Maker]. U. 1—3. Tanauw,
1973. (M-Bo npocseutenns ICCP). Po-
TalpPUHT.

Y. 1. 92 c
Y. 2. 147 c.
.3, 139 ¢, ma

MaremaTuka M TeopeTHueckas Me-
xaHuka.” 6. Co6opuux crareit. TaJjuuy,
1971. 111 ¢. (Tpyaw TajsHHCKOrO TiO-
nutexH. un-ta. Cepus A. Ne 312). Po-
TanpHHTY

Conepx.: P. Konnxe. HesblpoxaeHHble
KOHI'DYSHIMH H3OTPONHLIX OPAMBIX C Gec-
KOHEYHO-Y A aJIeHHbIMH KPaTHBIMH tboky-
caMi B 'Ry, — M. Tammepatin O Teo-
pemax Tay6GepoBa THIIA C OCTATOYHbIM YJie-
HoM, — M. Tamwmepaitn [Ipnéanxedue
dyuxknuii U Teopembl abeneBa M TayGepoBa
THN& C OCTaTOYHbIM uJeHoM. — lO. SIpunes.
O6 onHOM BapuaHTe METoAa KOJJIOKAaIHH
IJIsT  DEeIIeHHsT MHOTOMEPHBIX HHTerpasjbHbIX
ypaBHenuff. — lO. SIpueB. O nporpammu-
poBaHHM MeTona ¢eltepOBCKOIl KOJJIOKAIIIH
Ha siapike MAJITOJI. — M. Jlesuu. O6 oxn-
HO 3anave Ha acTpeMyM. — M. Jle B u H. 3a-
MeyaHue o6 OJHOW KBajapaTypHoOH dQopmyJe.
— M, JleBun O dopMysax HHTErpHpo-
BaHHA IO KPYTY M TPEYroJbHUKY. — A,
Heiruy, M. JleBun. OpHa vacTHas 3a-
naya AJad KsBaapaTypHolt dopmyanl. — .
XenHo. Ipynnosbie cucTembl Menrepa.

MaremaTuka W TeoperHyecKas Me-
xanuka. 7. CGopHuk crateir. TamiauH,
1973. 83 c. (Tpyawn TajamHckoro mosu-
rtexil. ni-tra. Cepus A. Ne 345). Pora-
IIPHHT.

Conepx.: I'. Beituep. O aByx dyux-
LHAX OLEHKH UpI aNpOKCHMALHH CHMMeT-
PHYHOrO0 GHHAPHOrO OTHOLUEHHA OTHOLIEHUEM
5KBHBaJIGHTHOCTH. — Buxmaunu O
BKJIIOUEHHH MeTonoB BopoHoro-Hépayuna. —

JlesuH IlocTpoeHue XBYX HaHJIYYIIHX
KBanpaTypHeix ¢opmysa. — H. ITanysep.
O CYMMIPOBaHHH YHCJOBBLIX PSAOB METOAOM
1POGHO-PAUMNOHAJBHBIX MPHOMHKEHHH., — 1.
Xeuno. CsoGomuble Q-cuctemp. — T.
JluitBa. Onpenenenne CoGCTBEHHDLIX Heoce-
CUMMETPHYHBIX KojeGaHuit oGosoyex Bpaule-
HHSI OTPHLIATEeNbHON  rayccoBoii  KDIIBH3HL!
Opil pasHblIX TPaHHYHLIX YCJAOBHAX. — X.
Peabsuk. CocraBieHue audpdepenyuann-
HbIX YpaBsHeHHil ABHXXEHHS NPH MOMOULH aHa-
JoroB KUHerHueckoit sHepruv. — X. Pedab -
BHK, O. Cunbpae Merog ypaBHeHHS:
BO3MOMKHOII  MOIIHOCTH ¢  TNPUMEHEHHeM
o6bekTa HeroJoHoMmnocTi. — A. TiomMma-
HoK. O JBHIKEHHH HapacTaIOULero cJios
YacTHIl No WINIHHAPHYECKO! MOBEPXHOCTIL.

Marepuanol Yerseproit Ipubanrwii-
CKOil reoMeTpHYecKOH KoHdepeHUMH N0
Bonpocam judhepeHuunanbHoii reomer-
pun. (26—29 wionst 1973 r., r. Tapry).



Tapry, 1973. 147 c. (TIY.) Pora-

IIPHHT.

Maxopkuu B. B. Nubdeperuu-
anbHas TreoMeTpusi MHorooGpaswii ru-
nepkBaapuk. (01.01.04). Astoped. mmc.
lia COHMCKaHHe YueH. CTell. Kali. (us.-

mart. mayk. Tapry, 1973. 15 c. (TTV.)
Poraupnnt.

Meac T. 3. KoppeasuuoHHbie
(GyHKuHOHA Bl HAa  QYHKUHOHAJbHBIX

NPOCTPAHCTBAX CAYYANHbIX 3JIEMEHTOB.
(01.01.01). Asrtoped. muc. Ha coucka-
HHC yueH. cTeml. KaHA. U3.-MaT. Hayk.
Taprty, 1973. 17 ¢. (TTY.) Portanpuur.

O pe3yabTaTax KOHTPOJABHBIX pabor
no ¢u3uke u Matemartuke. Tanaud,
1972. 35 ¢ (M-Bo mnpocBelleHHA
3CCP)

OuepkH 1o oGpa6oTke wuHpopma-
oMM M QYHKUHOHAJIBHOMY  aHAJM3y.
Tanann, 1971. 87 c. (Tpyawm Tanmuu-
ckoro mosutexs. ui-ta. Cepus A.
Ne 313.) — Poranpunr.

Conmepx.: JI. K. Buixanay. O6 nu-
TerpUPOBAHHBIX CHCTeMaX oO6paGOTKHM  JHC-
KPETHOH wHHbOpPMALUH, — 0. Muxkaun,
OpraHu3zaunus nNporpaMMHupPOBaliis B cHCTeME
«COOM»., — T. IO, Mukau, M. O. Towm -
Gak., TIlpuugunol  opradnsanuu  GOJALLINX
maccuBoB uudopmanuu B cucreme «COJIOH».
— M. 9. Myaanar. O HHKIHYECKHX pa3s-
Aoxmenusnx o6o6uweHHmx rpados. —
Myaaar, O6 onHOM NpPHHUUIE MaKCUMY-
Ma JJs HeKOTOpPblX (YHKUHMIl MHOXeCTB. —
T. A, Beitnep. O6 annpokCHMamuM CHM-
MeTPHYHOro pecdJIEKCHBHOrO OGHHAPHOTO OT-
HOLIeHHs OTHOWIEHHEM 3IKBHBAJEHTHOCTH. —

A. KpeBaabpa O6 onHoit MeTroaHKe

HHPOPMALHOHHOIO H3YUEHHN AUHAMHYECKUX
cucteM. — M. A 6enb. O Koable Mar-
PHI ¢ YMHOXeNlleM THma cmBepTkn. — IO. B.
Jl amun. Marpuudbsle npeoGpa3soBaHiis 0606-
IEeHHBIX mocjegoBaTenbHocTteli. — 0. B.
Jlamn. TIpumeHeHHe YNOPSAAOUEHHOCTH B

TEOPHH MAaTPHYHLIX mOpeobpasoBaHHit 0606-
UIEHHBLIX [OCJIeL0BaTeNbHOCTE,

[Tpuck JI. PykoBoacTeo no mnep-
dhopupoBaHHI0O Ha  AJTOPHTMHUYECKOM
a3pike «MAJITOJI». Tanauu, 1972, 11 c.
(TTTK. Kad. sbiyucaur. mat.) Pora-
[IPHHT.

PacnosnaBanue oOpasos. (Matepn-
aabl koHQepennuun.) Tapty, 1972. 210 c.
(TryY.) Poraupunr.

Puifisec K. B. Csasnble noarpyn-
not JIn aBuMenuit M MX OPOHUTHI B 3B-
KJAMLOBBIX DPOCTPaKcTBAX Ry M Ri.
(01.01.04). Amtoped). muc. HA COHCKA-
nde yueH. cTen. KaHpi. (H3.-MaT. Hayk,
Tapry, 1973. 22 ¢. (TTY.) Porampunr.

Caapuuit I.-I1. P. O pa3sunocr-
HBIX METOMaX pelleHHs KPaesbiX 3anay
nuddepeHUHANbHBIX yPaBHEHMIT € OT-
KaoHsiuumMest  aprymentom. (01.01.07).
ABtoped. nmuc. Ha COHMCKaHHe YydeH.
cren. Kaug. ¢us.-mat. Hayk. Tapry,
1972. 15 ¢. (TI'Y))

Caanywm B. Miporpammet pas IUBM
«Mmunck-22». Buin. 12, IporpamMmm gns
4AHAJMH34 CIEKTPOB $/I€PHOrO MATHUTHO-
r¢ pesonanca. Ilom pen. 3. T. Jlunun-
maa. Tamaun, 1973. 115 ¢. (AH 3CCP.
Hu-t xubepuernku.) Poranpuur.

Conosbena b. JI. Heeneposanue
anemeHTapHbix OGynkuuit. Temat. pas-
pabotka. 20 nepswix ypokos B XI K
Tanaun, 1973. 44 c. (M-Bo npocseile-
wuss DCCP. Pecn. HH-T ycoBepHICHCTBO-
auns yuuresneii DCCP.) Poranpunr.

Crynenyeckue Tpyanl mo anredpe u
reomerpuu. Tapty, 1972. 103 c. (TTV.
Hayu. ctyn. o-po.) PoranpuHr.

Conepx.: K. Kaapau. Koabla, B KO-
TOPLIX BCE MOATPYNNLI ARAUTHBHOH TPYHILI
ABJSIIOTCS NOAKOJAbUaMH. — P. Poomedas-
o u. Kosibuma B KOTOPEIX BCE€ MYJbTHNJIHKA-
THBHDLIE MOANOJYLPYNOBlL € DYJeM, 3aMKHY-
Thie OTHOCHTEJNBHO B3ATIS  NPOTHBOMNOJOXK-
HBIX 3JIEeMEeHTOB, SIBJSIOTCS OAKONbLLAMH., —
M. MMyycemu, [Jloayrpytinl soaoMopdns-
MOoB rpynn amsapa. — I PyGawumoBwuu.
O6 ynopspouenHulx rpynonjax c
o6pasyromumin, — M., Maasuxkaec,
TPY3HLHST H30TPONHbIX njockoctefl B nceBao-
€BKJIHA0BOM IIpOCTpaHcTBe 'R, — Coe-
cHBB X. O6 OJHOPOJHOM TNPOCTPAHCTBE
kBaapuk B P,. — B CnecusdnlX,

A. OPnsaiftmep. O PeAYKTHBHOCTH OJHO-
POAHLIX MPOCTPAHCTB Map «KBaJAPUKA-JIMHEN-
HbIX 00pa3» B TPEXMEpPHOM MPOEKTHBHOM
npoctpaHcTse Pj.

Tammema IT Il. K Teopun npu-
BejleHus1 KBajgpaTuuHbix dopm, ne Gonee
yem or wecru nepemennnix. (01.01.03).
ABToped. muMC. Ha COHCKaHME YueH.
CTen. KaHA. ®wu3.-mMaT. Hayk. Taniuy,
1973. 12 ¢ (JleuuHrp. roc. yH-T HM.
0. O. Xnaunosa.) Poranpuur.

Tammepann HU. N Taybepopn
TEopeMbl C OCTAaTOYHBIM HWJIEHOM AJist
HEKOTOPbIX MAaTPUYHBIX METOLOB CYMMHU-
posanus. (01.002). Aptoped. muc. Ha
COMCKaHHe ydeH. cTell. KaHM. (PH3.-MarT.
vayk. Tammun, 1971. 14 c. (TI'VY.) Po-
TAIPHHT.

Tandep [0. M. Maremaruueckue
METOAbl HCCAENOBAHUA MOJeEJell pPaBHO-
Becusi HapoaHoro xossiicrBa. (01.008).
Aptoped. naMc. 1Ha  COMCKANME  VyeH.
cren. Kaum. ¢us.-mart. Hayk. Tapry,
1972. 24 c¢. (TT'Y.) PoranpuHr.
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Tonnug 3. K. K pewmennio 3ajpau
No Kypcy TeopeTHUECKOH MeXaHUKH.
1—2. Taanuu, 1972—1973. (TTIK. Kag.
Teop. Mexanuku.) PoTanpumur.

1. Cratuka. 1972, 127 c., na.

2. Kunemartnxa. 1973. 106 c.. um.

Tpyast BouuscaurenbHoro ilearpa.
Bom.  25—28. Tapry, 1972—1973.
(Tr'Y.) Poranpuur.

Buim. 25. 1972. 106 c.

Cogepus.: . A, Toir. Cer 2TBO CTa-
TIHCTHUECCKIIX MeTOo/10B ](»'Iél(‘ClI(l)ll aLlilt (1)ac-
nmosunaasisl obpasos). — M. P JTanwum.
IpaBuio  npuustrnst FpyiiioBoro  pemeaiis, —
T. 3. MeJgac. O0obutenne cXaUIMOCTI IO
BepoarkocTi:  tP-cxoanmocto. — T, 2.
Meunc. Onpezeaenic oGILUX  KOPPCAAILIOH-
HLIX Koa(Qdhnunenstos, — T. 3. Meuac. Cy-
LILeCTBOBAHHE LIHPOKOro OOLLErO  KOPpeds-
WHOHHOCO  Kosdpumienta  iast  cayuaiiHbix

3FJCMEHTOB Ha KOMIIOKTHOM MIlIOKecTBe,

Brmm. 26. 1972. 99 c.
Coaep:x.: T. 2. Meac, Omncanile Knac-
ca OGIllIIX KOPPeTsIlHOIILIX ]\'0’3(1)(])]1[111(}1{1"03

a5 cayvallublx  »A€MENTOB  Ha  KGHEUHOM
Mioxeerge, — 5. A, Tnir. O5 oxHoit
moanndkamstin rpagha KOPpeasii, — M, P.
Jlanum, K. Jdeiiren. [lpumenenne
mn:erTuoro 3aaue

aporvaMMIpOBanIia K

TakcoHoMun, — A, Mappuur. He-
KOTOpbLIE€ BOIIPOCLI perpecciiounoro aHaJisza, —
T. Beabape O dopme u obbeme

TpebyeMoil  nHQopMaI NPl COCTABIEHHIL
CHCTEMBLl  PelleHnsl MeINIIHCKIN 11 COLHO-
Aorigecknx sajgau. — T. . Meac. Tlior-

HOCTbL BEPOSITHOCTIL [LJs1 YIJAa BpalUlenriss npn

OIHOM YACTHYHO HOPMAABHOM pacnpejene-
uin  BepositHocTell Ha rpynne SO(3).
Buin. 27. 1973. 79 c.

Copepx.: T. 3. Meuc. Wupoknii 0606-
UleHHDIH Ko3(diulenT Koppeasaninl ¢ TPH-
BlaJdbHOl rpynuoil g cenapabeabHoro Jo-
KajJbHO  KOMMAKTHOI'O  METPIYecKoro npo-
crtpancrpa. — T. X.-A. Kouaao. O vactuu-
110 HOPMaJAbHOM pacnpejieieHiNl  BEPOsTHO-
creit na rpynne SO(3). — JI.-M. A, Too-
Annr. CratHcrTiyeckle olenkl B ruabéepro-
BLIX npoctpancrBax. — K. K. IIpari Cu-
cTeMa IporpaMm 1o (GpaKTOPHOMY aHadI3y. —
2. A. Tu#r. Ilpoueccn Mapkoa ¢ napa-
MeTpaMll, 3aBHCALLIIMII OT HEKOTOPOro MOA-
npoctpancrea -— MOAEJN NJS ;Le.\iorpad)uqe-
cKoro npormuosa. — M. Jawnnn, 9. A
T nii . MaTtemarnueckass MojelL kadajga B
cliCTeMe KaHAJOB MaCCOBbIX KOMMYHIIKa-
unff. — M. P, JawunH, Meroa KodauyecT-
BEHIION OleHKIl aydlTOPI KAaHaJoB Macco-
BLIX KOMMYHIKAII.

Bem. 28. 1973. 92 c., ua.

Comepx.: 0. 5. Kaasuk, M. K.
ITpsasm. 3amaya HaxOXKAEHHA Mapllipy-
ToB. — X. K. Hapunsa Ilpssmoli aaropiutm
oJsi  pelleHHsT 3ajay  UeJOodNCIeHHOro  Bbi-
uykJaoro nporpammuponanus. — A. K. Jleif -
Ten, Hexoropwe Moaupukauin  32;a4u
KOMMHBOSIKEpa., — dsabwma Pac-
qet TKanW B uBelinoit dadprnke. — K. H.
IOpxaTammMm. HMayueHue sakoHomepHocTeil
onepaTNBHOrO INAHHPOBAHHA NPl NOMOLLN
IIM]ITE!]!]LOIII]Oﬁ MOIEJH Iexa.
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Hlamposcexuil A 1. Ilpumene-
HHE MeTOJ0B TEeopMUM TPynn K Hcchae-
NLOBAHHIO BOJHOBLIX NPOLECCOB B ynpy-
rUX naactuHax u obogoukax. (01.02.04).

Aproped. AMC. Ha COHCKAaHHE YUelL
cTen. Kaui. (us.-mar. Hayk. Taaam,
1973. 24 ¢. (AH 2CCP. Coser ¢us.-
TeXH. ¥ MarT. unayvk.) Poranpuwur.

VI Bcecowsnas koHdepeHunsn no
KCTPeMaNbHbiM 3agauaM. Tesucw no-
iaanos. Y. 1—2. Taamum, 16—19 an-
peass 1973 r. Tanaum, 1973. (AH
SCCP. Mu-1 xubepuernku.) Portanpuur.

4. 1. 181 c.

. 2. 181 c.

Sdps 3. A. Kpuruueckue uHrepsa-
Jibl  HEKOTOPbIX  OXHONApPaMeTpoBbIX
tdyukuuonanos. (01.01.01). Asroped.
JUC. Ha COHCKaHHe Y4YeH. CTem. KaHI,
¢us.-mar. Hayx. Tapty, 1973. 16 c
(TI'Y.) Poranpusr.

Ko6iv, M. and L6hmus, J. Gene-
ralized deformations of nonassociative
algebras. Definition and some simple
examples. Preprint FAI-18 (1972). Tar-
tu, 1972, 26 p. (Acad. of Sciences of

Estonian SSR. Institute of Pflysics
and Astronomy.)
ARTIKLID

Eesti NSV Teaduste Akadeemia
Toimetised.  Fiiiisika. Matemaatika.
Tln.,, 1972.

Nr. 1. Matemaatika-alased artiklid
(vene ja ingl. k., resiimeed eesti, vene
ja ingl. k.):

L. Motus. Pidevate siisteemide duaal-
sest juhtimisest, — Randvee, Ajas

diskreetsete siisteemide koordineerimine. —

Jaaksoo, Nurges. Muutuva
dimensiooniga lineaarse ststeemi minimaal-
sest realiseerimisest. — J. Kuks, V. O!l-
man. Regressioonikoefitsientide lineaarne
minimakshinnang. — J. Kuks. Regres-
sioonikoefitsientide = minimakshinnang. —
V. Aladjev. Homogeensete struktuuride
arvutatavusest. — A. Kalnins. Normaali-
suunalise momendi tasakaalustamatuse efekt
koorikuteteoorias.

Nr. 2. Matemaatika-alased artiklid
(vene k., resiimeed eesti, ingl. ja
saksa k.):

J. Henno. Mengeri siisteemide tihe-
dalt sisestatud parempoolsed ideaalid. —
E. Raik Toendosus- ja kvantiiliunktsio-
naaliga stohhastilise programmeerimise iiles-
annetest. — S. 1 m. Hierarhilise optimi-
seerimise meetoditest.



Nr. 3.
(vene k.,
saksa k.):

J. Henno.
Mengeri
Moningaid
siinteesi

Matemaatika-alased artiklid

resiimeed eesti, ingl. ja

Tihedatest  sisestustest
slisteemides. — . Siimon.

loogiliste skeemide struktuurse
kiisimusi. — . Raik  Stoh-
hastilise programmeerimise lahendusfunki-
siooniga lilesannetest. — M. Myaxaar.
O6 OoNHOM KJacce nOroutnfoIiHX  weneft
Mapkosa. — M. Levin., Kahekordsete in-
tegraalide ligikaudse arvutamise valemi-
test. — U. Jaaksoo. Maatriksi hin-
nangu aproksimeerimisest. — J. Kuks.
Minimaksriski alumine toke. — R. Ta -
vast Blokkmaatriksi faktoriseerimisest,

Nr. 4. Matemaatika-alased artiklid
(vene k., resiimeed eesti ja ingl. kee-
les):

J. Roos. Protsessi senisest kiigust
soltuvate koefitsientidega stohhastilise dife-
rentsiaalvérrandi  lahendi piirjaotus. —

. Straus. Q-mittenegatiivsete operaato-
rite lahutusest regulaarsetes (B, Q)-ruumi-
des. — L. Tuulmets, H. Oid-
idrv. B-fokaalne ja normaalne B-fokaalne
pseudokongruents ruumis Ry, — L. Tuul-
mets. Tamm. Konstantsete inva-
rianlidega  fokaalsed pseudokongruentsid
ruumis R¢. — R. Lepp, E. Raik. Stoh-
hastiliste programmeerimisiilesannete ran-
domiseeritud lahendid. — . Levin.
Parimate kvadratuurvalemite tuletamisest. —
A. Reitsakas. Arvutusmasinate komp-
leks «Minsk-32» — «Ruta-110».

Eesti NSV Teaduste Akadeemia
Toimetised. Fiiiisika. Matemaatika. TIn.,
1973.

Nr. 1. Matemaatika-alased artiklid
(vene ja ingl. k., resiimeed eesti, vene,
inglise ja saksa k.):

U. Kaljulaid Fundamentaalse ide-
aali astmetest, — . Siimon. Uks
mikroprogrammidest vektoraja timberliilimise
funktsioonide moodustamise meetodeid. —
H. Jokk. Teist jirku harilike diferent-
siaalvorrandite  diferentsskeemide koondu-
vius. — L. Motus. Vaba rajaga diferen -
siaalvorrandid stohhastilise juhtimise {iles-
annetes. — V. Sinivee. Molekulaarsete
sfiadriliste  tensorite  keskvéirtused. —-
S. Ulm. Dekompesitsiooninmeetod mate-
maatilise programmeerimise {ilesannete la-
hendamiseks. — R.-K. Loide. Wein-
bergi vorrandi taandamine., — Kadrin
Loide, R.-K. Loide. Foldy-Wouthuy-
seni teisendus U(l, 3)-tiiiipi vorrandite
jaoks. — A. Siimon. Vektoraja iimber-
lillimise funkisioonide minimiseerimise (ks
meetodeid.

Nr. 2. Matemaatika-alased artiklid
(vene ja ingl. k., resiimeed eesti, vene,
ingl. ja saksa k.):

J. Henno. Mengeri siisteemide tihe-
dalt sisestatud vasakpeolsed ideaalid. 1. --
A Siimon. Loogiliste skeemide analiiiiti-
tilise kirjeldamise keele voimaluste laien-
damisest. — V. Aladjev. Mittekonst-
rueeritavusest ja arvutatavusest homogeen-
setes struktuurides. — M. Abel A-vdir-

tustega tokestaiud pidevate funktsioonide
algebra maksimaalsete ideaalide ruumi si-
dusus. — A. Lahe. Plaadi siimmeetrilise
deformatsioonilaine iileminek mittesiimmeet-
riliseks 160klaine tekkimisel.

Nr. 3. Matemaatika-alased artiklid
(vene ja ingl. k., resiimeed eesti, vene,
ingl. ja saksa k.):

H. Jo kk. Teist jirku harilike difereni-
siaalvorrandite diferentsskeemide koonduvus
mittelihtlasel voérgul. — M. Apter. For-
maalne bioloogilise arengu mudel. —
A. Siimon. Signaalide konjunktsioon
potentsiaalses elementide siisteemis. —
I. Keis. Diinaamiliste siisteemide mingi
teisenduste klassiga ekvivalentsest juhtimi-
sest. — R.-K. Loide. Elektromagneti-
line interaktsioon kdérgemate spinnide
jaoks. — . Levin, Parimate kvadra-
tuurvalemite tdpsustamisest.

Nr. 4. Matemaatika-alased artiklid
(vene ja ingl. k., resiimeed eesti, vene,
ingl. ja saksa k.):

O. Vaarmann. Monedest iteratsiooni-
meetodeist mittelineaarsete vdérrandite nor-
maallahendite leidmiseks. — S. M, Maz-
har. Lopmatute ridade absoluutne Cesaro-
summeeruvus. — A, Jo gi. Parimate kvad-
ratuurvalemite mdnede tulemuste (tldista-
mine, — J. Henno. Mengeri siisteemide
tihedalt sisestatud vasakpoolsed ideaalir
I1. — Siimon. Signaalide disjunkt-
potentsiaalses elementide struktuu-
ris. — Poll. Modned iihe ja mitme
muutuja funktsiooni statsionaarsete punk-
tide leidmise interpolatsioonimeetodid. —
. Keis. Diinaamiliste sistecmide lahen-
dite  jdtkamisest ja  tokestatusest. --
A. Roose. Runge-Kutta tiiiipi meetodite
kasutamisest mittelineaarsete vorrandite la-
hendamiseks. — M. K&iv, J. Lohmus.
Kahedimensiooniliste algebrate 16plikud esi-
mest jirku assotsiatiivsed ja alternatiivsed
deformatsioonid. — Engelbrecht.
Deformatsioonilainete iileminekuprotsessi
mittelineaarne mudel sfddrilise siimmeetria
juhul, — I. Randvee. Seostatud alam-
slisteemide oleku hindamisest. — Ingrid
Mauer. Trahvifunktsioonide meetodid
mittekumerprogrammeerimise iilesande la-
hendamiseks. — Riismaa. Kahest
ekstreemumiilesandest orienteeritud hierarl

s1001

liste puude hulkadel.

Gnedenko, B. Matemaatika ja
teaduslik-tehniline progress. — Opilas-
tele NLKP XXIV kongressist. Tin.,
1973, lk. 123—134.

Kaasik, U. Loendamisiilesan-

ded. — Horisont, 1972, nr. 3, lk. 43.

Karu, G. Jidvusseadused 9. klassi
mehaanikakursuses. — Noguk. Kool,
1972, nr. 3, lk. 232—235.

Kenk, K. Teoreetilise mehaanika
opetamise iseidrasustest elektrotehnika
erialal. [TPI.] — Oppemetoodika kiisi-
musi, 9, 1972, 1k. 121—127.

Kureniit, A. ja Tampdld, L.
Maatriksmudelite meetod informatsioo-
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nivoogude uurimisel. — Tehnika ja
Tootmine, 1972, nr. 4, k. 183—186.

Kidrner, M. Opetajate hinnanguid
matemaatika Opetamise kohta 4. klas-
sis. [Kiisitluse tulemustest.] — Noguk.
Kool, 1972, nr. 2, 1k. 135—138.

Kéadrner, O. Matemaatika opeta-
mise monest kiisimusest ja kontroll-
toode lulemustest tasandusklassides. —

Tasandusklassid.  Tin,, 1973, 1k
110—152.
Kédarner, O. ja Telgmaa, A.

Matemaatika kontrolltoodest 4. klas-
sis. — Nouk. Kool, 1973, nr. 10, Ik.
820—826.

Kédrner, O. ja Telgmaa, A.
Matemaatika lestidest 6. klassis. —
Nouk. Kool, 1972, nr. 9, lk. 764—769.

Laigna, K. Transtsendentsele
funktsioonide diferentseerimine kooli-
matemaatikas. — Nouk. Kool, 1973,
nr. 6, lk. 475—477, joon.

Landra, E. Keel ja matemaati-
ka. — Tehnika ja Tootmine, 1973, nr. 8,
k. 441—443.

Lints, A. Matemaatika 3. klas-
sis. — Nouk. Kool, 1972, nr. 7, 1k
586—590; nr. 8, 1k. 656—660.

Léhmus, A. Arvutamisest ligi-
kaudsete andmetega. — Nouk. Kool,
1973, nr. 4, lk. 292—-296.

Lohmus, A. Vaimekustestid ja
oppeedukus matemaatikas. — Oppetoo
teaduslik organiseerimine, 3, 1972,
k. 127—138, joon.

Meldori, M. ja Seier, G. Ar-
vutustehnika Gpetamisest. — Oppeme-
toodika kiisimusi, 10, 1973, 1k. 57—60.

Miidirsepp, P. Matemaatika ja
loovus. [18. ja 19. saj. matemaatiku-

test.] — Horisont, 1972, nr. 10, 1k.
22—25.

Noor, E. Algklasside matemaatika
terminoloogiast ja markidest. — Nouk.

Kool, 1973, nr. 2, 1k. 152—156.

Noor, E. Hulga moiste algklas-
side matemaatika lihtemoistena, —
Nouk. Kool, 1972, nr. 8, 1k. 671—675.

Noor, E. Hulga maiste algklas-
side matemaatika ldhtemaistena. 2. Na-
turaalarva mdiste kujundamine. (Met.
lahtekohti.) — Nouk. Kool, 1972, nr. 9,
Ik. 7567—758.
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Nurk, E. Individualiseeritud ise-
seisvast t06st 5.—7. kl. matemaati-
kas. — Nouk. pedagoogika ja kool, 8,
1972, 1k. 10—24.

Nurk, E. Probleemdppe rakenda-
mise vbimalustest 6. ja 7. kl. matemaa-
tikas. — Nouk. pedagoogika ja kool,
8, 1972, 1k. 109—121.

Nurk, E. Probleemoppe voimalusi
6.—8. klassi matemaatikas. — Nouk.
Kool, 1972, nr. 11, 1k. 940—942; nr. 12,
1k. 1016—1020.

Pelt, J. Millised on lahendamata
ja lahendamatud iilesanded matemaati-
kas? -— Kiisimused ja Vastused, 1972,
nr. 6, lk. 20—26.

Prinits, O. Esimestest eestikeel-
setest matemaatikaopikutest ja nende
autoritest. — Nouk. Kool, 1973, nr. 12,
1k. 1051—1055.

Prinits, O. Professor Gerhard
Rédgo. [In memoriam.] — Loodusuuri-
jate Seltsi aastaraamat, 61, 1972, 1k
266—267.

Roos, H ja Allik, K. Kont-
rolltodde ja eksamite organiseerimine
matemaatikas. — Oppemetoodika kiisi-
musi, 10, 1973, 1k. 130—136.

Ruga, R. Didaktilise materjali

kasutamisest matemaatika opetamisel
6-aastaste laste eksperimentaalklas-
sis. — Nouk. Kool, 1973, nr. 12, lk.
995—998, joon.

Ruga, R. Matemaatika opetamise
suundi algastmel. — No6uk. Kool, 1973,
nr. 7, lk. 573—578.

Ruga, R. Matemaatiliste moistete
kujundamine algopetuses struktuurse
materjali baasil. — Algopetuse aktu-
aalseid probleeme. TIn., 1973, 1k. 90—
105, joon.

Saarsoo, H. Katse vorrelda uue
ja vana programmi jargi t66tanud opi-
laste matemaatika-alaste teadmiste ta-
set 5. klassi astumisel. — Nouk. peda-
googika ja kool, 8, 1972, lk. 75—92.

Saarsoo, H. Kokkuvotteid ma-
temaatika Opetamisest 5. klassis uue
programmi jargi. — Nouk. Kool, 1973,
nr. 2, lk. 132—138; nr. 3. lk. 228—233.

Sarapik, L. Elektronarvutite

-koormusest Eesti NSV arvutuskeskus-

tes. — Tehnika ja Tootmine, 1973,

nr. 8, lk. 416—419.



Sepa, E. Rithmatoo efektiivsusest
iilesannete lahendamisel matemaati-
kas. — Nouk. pedagoogika ja kool,
7, 1972, lk. 9—36.

Sova, E. Matemaatika kontroll-
todde tulemuste sbltuvus programmi
teemadest, Opetaja haridusest ja t66-
staaZist. — Nouk. pedagoogika ja
kool, 8, 1972, lk.-”142—159.

Telgmaa, A. Matemaatika. [Kat.
toost.] — E. Vilde nim. Tallinna Peda-
googiline Instituut. Tln., 1972, 1k. 86—
98

Telgmaa, A. Matemaatikatestide
koostamisest. — Nouk. Kool, 1973, nr.
12, k. 1011—1017.

Undusk, A. Empiirilistest vale-
mitest keskkooli matemaatikakursuses
ja klassivilises té6s. — Nouk. Kool,
1973, nr. 6, lk. 470—475, joon.

Vassil, A. Keskkooli trigonomeet-
riakursuse omandamisest. — Nguk.
Kool, 1972, nr. 3, lk. 223—227.

Anymas H. TIlpasunbra
CTPYKTypa TOATLOTOBKH . CIEIHAJUCTOB
CBA34HHBIX C I[IPUMEHEHHEM BHIYHCJIH-
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KOGUMIKU KAHEKSATEISTKUMNENDA VIHIKU
ULESANNETE LAHENDUSED

Ulesande nr. 1 lahendus. Olgu siseringjoone raadius r. Siis kolmnurga
kaatetid on a-r ja b+4r ning hiipotenuus on a-+-b. Pythagorase teoreemi péhjal

(atr) 2 (b+r)2= (a+b)?,
r’4-(a4-b)r=ab.

millest

Kolmnurga pindala
1 t 1
=;(a-|—r) (b+r) =?[ab—|—r?+ (a+b)r] =?(ab-|—ab) =ab.

N Ulesande nr. 2 lahendus. Et esimesel pdeval saadi iilikondade miitigist kaks
korda rohkem raha kui teisel péeval, siis peab koigi miiiidud iilikondade hin-
dade summa jaguma kolmega. Et kdigi kuue iilikonna hindade summa 392 rbl.
annab jagamisel kolmega jddgi 2, siis peab miiiimata jddnud iilikonna hind
samuti andma jagamisel kolmega jadgi 2. Seega jdi miiimata 68-rublane
itlikond ning iilikondi miiiidi kogusummas 324 rbl. eest. Teisel pdeval miiiidi

1 N
iilikondi ?-324=108 rbl. eest, s. 0. miiiidi iilikonnad hinnaga 48 ja 60 rbl.

Ulesande nr. 3 lahendus. Korrutades siisteemi esimest vorrandit x,-ga, teist
Xp-ga jne., saame

Xi—10xi4+g=0 (i=1, 2, 3, 4) (1)
(siin g=1xxyx3%,). Seega siisteemi lahendiks olevad arvud rahuldavad ruutvor-
randit (1), mistéttu voivad ildse esineda jargmised juhud:
1) koik tundmatud on vordsed;
2) kolm tundmatut on vordsed;
3) tundmatud on paarikaupa vordsed.
Esimesel juhul, kui x;==x,=x3=1x,, saame siisteemist

x;+x8=10.
Siit x,==2, mis annab siisteemi {ihe lahendi
x|:x2=x3=x4=2.
Teisel juhul, kus nditeks x;=x,=x35=x,, saame ldhtesiisteemist
R {x,-|—x21x4=10
xax, =10.

Esimesest vorrandist teist lahutades
.
(X1 — x4)— %1 (X1 — x4) =0,

1 — x5 =0,
X1=i1.
Siit saame siisteemi lahendeiks
X=Xxs=x3=1, xy=9

162



ja A

X1:X2=‘X3=—], xg=11.

Tundmatute tmbertdhistamine lisab veel 6 lahendit. '
Kolmandal juhul, kui nditeks x;=x, ja x3=x,, saame lihtesiisteemist

xl—{—x,xi =10
{ x3—l—x,2 x3=10.
Esimesest vorrandist teist lahutades ‘
‘ ‘ (%1 — X3)— 213 (¥) — %3) =0,

xix3==1.

Vottes lisaks lihtesiisteemi esimese vorrandi, mis taandub kujule
X14-x3 =10,

saame siisteemi lahendeiks

_ N=x=5+27V6, x=x=5-—2Y6
ja
m=x=5-216, x=x=>5+276.

Tundmatute iimbertdhistamine lisab veel 10 lahendit.
Seega on siisteemil 21 reaalarvulist lahendit.

Ulesande nr. 4 lahendus. Olgu kolmnurga kiiljed a, a+d ja a+2d (d>=>0).
Et kolmnurga suurim nurk on 120° siis tema vastaskilg on a+42d. Koosinus-
teoreemi pdhjal

(a+2d)2=a’+ (a+d)2 — 2a(a+d)cos 120°,

2a
3d?4-ad — 2a2=0, d=—§—.

millest

. 3a ba . Ta ‘
Seega kolmnurga kiilgede pikkused on A ja E s. 0. kiiljed suhtuvad

nagu 3:5:7. ‘

Ulesande nr. 5 lahendus. Tingimuste OA<<OB ja OA<COC pdhjal jareldub
vordustest '

. @ r B r oy r
sin —= ,  sin—= ,  sin—= ,
v o2 0OA 2 OB 2 .0C
et -
a .
am?;snr(—, sin —==sin

a .y - ' _ .
Kuna 5 ja ) on teravnurgad, siis «==pf, e=%. Nendest vorratustest ja

vordusest a-+pg-+p=180° saame

v

a a 1
3a=>180°, 90°>2—>30°, 1 >sin2~>2— )

r 1
I>—=—, r<<0AL?r.
047~ 2 =

Seega tipp A asub siseringjoone ja temaga kontsentrilise ringjoone raadiusega
2r vahel voi viimati nimetatud ringjoonel.
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KOGUMIKU UHEKSATEISTKUMNENDA VIHIKU
ULESANNETE LAHENDUSED

Ulesande nr. 1 lahendus. Olgu antud arvudeks x; <<xp<<x3<C{xy<<x;. Seega
xitxe=1, x+x=3, xt+x=I11 ja xtxs=I1. e8]

Et paarikaupa liitmisel saadud summades igaiiks antud arvudest esineb neli
korda, siis

4(x1+xotx5+%,4X5) =1+43+3+6-+6+6+84-9+114-11=64,
X1+XetXa x4+ x5=16.
Arvestades vordusi (1), on niiiid lihtne leida, et
xi=—1I1, x=2, x3=4, x,=4, x;=7T.
Ulesande nr. 2 lahendus.. Olgu linnadevaheline kaugus 2s km, esimese jalg-

km
ratturi kiirus x ja teise jalgratturi kiirus y T Poole tee ldbimiseks

S
kulus esimesel jalgratturili — tundi ning selle aja jooksul soitis teine jalg-
X

rattur (2s — 24) km. Seega
” (25 — 24)x

N

=y. ’ (N

s
Poole tee lidbimiseks kulus teisel jalgratturil — tundi ja selle aja jooksul
Y

sbitis esimene jalgrattur (2s — 15) km. Seega
(2s — 19)y
—_— =X,

N

(2)

Vorrandeid (1) ja (2) korrutades saame
§2 — 265+120=0,
51==6, s3=20.
Seega linnadevaheline kaugus on 40 km. b
Ulesande nr. 3 lahendus. Murdudeks, mis rahuldavad vorratust mg—Zgn,

on murrud
bm bm+1 bm—+42 bn

5 RN

b b b’
Neid murde on arvult bn — bm-+1 ning nende summa on

1
Sl=—2~(bn — bm—4-1) (m+n).

Nende hulgas on taanduvateks murdudeks
bm bm+b bm~2b bn
b b T b T b

Neid murde on arvult n — m~+1 ning nende summa on

1
Sz=2—(n — m+-1) (m-+n).
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Seega otsitav summa on
1

S=S.—52=—2—(b—1)(nﬁ—m2). E

Ulesande nr. 4 lahendus. Loigaku

sirge BD (BD _L EC) ringjoont punk-
tis F. Tombame diameetri BG.

/ FBG=/ACE kui ristuvate haara- F

dega nurgad. Jarelikult WAE=uUFG H
ja ka AE=FG. Seejuures FG| EC,

sest £ BDC=4BFG=90°. Kuna

wCF=UEG (kui paralleelsete sirgete

vahelised kaared), siis ka CF=EG. c A
Tombame FH || GE. Jirelikult EH=FG,
FH=GE. Kolmnurk CFH on vord-
haarne ning tema kérgus FD poolitab

aluse, s.o. CD=DH. Niiid leiame, 8
et 2ED=2(EC — CD)=2EC —(EC —

_FG)=2FC — EC+EA=FEC+EA ja

2CD=CH=EC — FG=EC — EA.

Ulesande nr. 5 lahendus. Olgu progressiooni esimene liige a; ja progres-
siooni vahe d. Valime naturaalarvu n nii suure, et kehtiksid vorratused

a;<<10", d<C10n,
Siis leidub selline naturaalarv k&, et
=< 10m+1 g =107
Jarelikult
10" M <<ap=ar+d<<10"+1 4107 — 1.
Sce aga Titlebki, et arvu ax+1 vasakult teine number on null.

ULELIIDULINE ULIOPILASTE OLUMPIAAD
R. Prank

Esimese tileliidulise iliopilaste ollimpiaadi 1oppvoor toimus Moskvas 23. ja
24. oktoobril 1974. a. Voistlesid 5-liikmelised vdistkonnad 6 alal: matemaatikas,
fuiisikas, keemias, bioloogias, voorkeeltes ning vene keeles ja kirjanduses.
Matemaatikutele pakuti esimesel pédeval lahendada 5, teisel 6 iilesannet. Kerge-
matele iilesannetele leidus 0igeid lahendusi 40 {imber (88 osavotjat), kummalgi
pdeval oli aga kahest iilesandest jagu saanud ainult itks osavotja. Voistluse
voitis Moskva, jargnesid Leningrad ja Ukraina NSV. Eesti vdistkond (koossci-
sus J. Lippus ja P. Normak TRU-st, P. Pajus TPedl-st ning T. Purre ja
H. Rohtla TPI-st) jdi 14-ndaks (18 vdistkonna hulgas). Individuaalselt teenis
eriavhinna TRU V kursuse ulidpilane Peeter Normak, kes ainsana lahendas
oigesti esimese pdeva 4. llesande.

Esimesel pdeval tuli lahendada jargmised {ilesanded:

1. Toestada, et funktsioonid f;, ..., [+ on lincaarselt soltumatud parajasti
siis, kui leidub selline kogum punkte #,, ..., f,, et det llfi(tj)ll:,-zﬁ’:().
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2. Funktsioon [(f) on méiratud poolldigul [0, +o0) ja omab pideva tuletise.

a) Teada on, et f(f)4]'(f) > A, kui /— oo. Toestada, et f(f) > A, kui
t— co.

b) Teada on, et f(f) — [ (f) > A4, kui ¢t — oo. Kas on oige, et [({) = 4, kui

{— 00?
3. Funktsioon f(x) on méaératud poolldigul [0, +o0) ja omab pideva tuletise,
4 o0 o

kusjuures [ |[/(x)|dx <<+ oo. Toestada, et rida 3 [(n) koondub parajasti siis,
0 n =0

kui koondub integraal ff(x)dx.
V]

10
4. Arvutada [ x~dx relatiivse veaga mitte iile 1%. (Noutakse vastust, kuid
1

mitte veahinnangut; In 10=2,3026.)

5. Olgu kolmemootmelises ruumis valitud ristuvad koordinaatteljed ja
kumer hulktahukas V,, mille koik tipud on tdisarvuliste koordinaatidega. Olgu
Vi hulktahukas, mille punktide kohavektorid saadakse V, iga punkti kohavek-
tori korrutamisel arvuga k. Olgu N (V) tidisarvuliste koordinaatidega punk-
tide arv, mis asuvad hulktahukas V voi tema pinnal, ja u(V) hulktahuka V
ruumala. Toestada, et N(V3)— 3N (V,)+3N (V))— =6u(V)).

Teisel pdeval anti jargmised iilesanded:

6. Olgu f(x) loigul [0, 1] pidev funktsioon ning ¢ (x) vahemikus (—oo, +00)
pidev perioodiline funktsioon perioodiga T. Toestada, et

1 1 T 1
lim ff(x)go(nx)dx:Ff(p(t)dtff(x)dx.
0 ] 0

- x
[

7. Millise suurima arvu normaale vdib tdmmata ellipsile punktist valjaspool
ellipsit? Kirjeldada ja joonistada véljaspool ellipsit asuvate punktide hulk, milli-
seid 1dbib maksimaalne arv normaale.

8. On antud kaks trigonomeetrilist poliinoomi p(f) ja g({). Toeslada, et
leidub selline nullist erinev poliinoom R (X, y), ct R(p(?), q(t)) =0.

9. On antud jada keradest, mille raadiuscd lihenevad nullile, kuid sum-
maarne ruumala on lopmatu. Toestada, et kuubi saab tdita 99% ulatuses 16pliku
arvuga nendest keradest.

10. Kovera tipuks nimetatakse punkti, milles koverus on ekstremaalne.
Toestada, ct igal siledal (Iopmatult diferentseeruval) kinnisel kumeral koveral on
vihemalt neli tippu.

11. Kas neljamootmelises ruumis leidub 6 tipu ja 15 servaga kumer hulk-
tahukas?
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eluloolisi andmeid.) Tihe B. jédrel

on antud viited koigile bibliograafia rub-
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e
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