Bakat66 teema: Viterbi-tiilipi algoritmid ja murdepunktid

Téahistus aq., := a4, ..., a, jne

Kadu ja risk. Olgu Y,Y5,... Y, juhuslikud suurused vadrtuste hulgaga {1,..., K}
(el pruugi olla soltumatud ega sama jaotusega ega Markovi ahel). Juhusliku vektori
Y., realisatsiooni tiritame hinnata/prognoosida/esitada mingi (teatavas mottes parima)
konstantse (st mittejuhusliku) vektoriga ay.,, € {1,...,K}". Olgu L : K" x K" — R*
kaofunktsioon, kus L(yi.,, a1.,) on kadu, mis tekib kui y;., on tegelik Y7, realisatsioon ja
a1., on prognoos. Keskmine kadu on risk

R<a1:n> . EL }/inaaln ZL Yi: naaln (}/171 = yl:n)-

Yi:n

Et iildiselt n on suur, siis nimetame vektoreid jadadeks voi ka teeks. Otsime jada, mis
minimeerib riski:
a1, = argmin R(ay.,)

a1:n

Niita, et kui
0, kuiyi., = a1.;

L(yl;n,alsn) = { 17 mujal.

siis a1., on suurima toendosusega:

Y

dl:n = arg maXP(K:n = yl:n)-
Yi:n

Niita, et kui kaofunktsioon on Hammingu kaugus ehk vigade arv

0, kuia =y
L(y1ns @1:n) Zl at, ye),  Uas, yr) :{ 1 mujaf g

siis risk R(aj.,) on keskmine vigade arv ning a.,, on jargmine:

a; = argkgll?.i(KPO/; =k), t=1,....,n
Murdepunktid (change points). Olgu ., vektor/tee. Nimetame indeksit (ajahetke)
t > 1 murdepunktiks kui y;_; # y;. Olgu us., € {0,1}"1. Defineerime kaofunktsiooni

L:K"x2"! 5 Rt

jargmiselt
0, kuiy1=1ujau =0;
- 0, kuiyi1 #yejau =1;
L(y1.p, U2) = (i1, ye),we),  W(yeer, ye), up) = Y . . ’
(Y1:n, U2:n) . ((Ye—1,Ye), ue) (Y1, Ye), ue) A ki =y jau = 1;
B, kuiy1 #y ja u = 0.



Seega u; = 1 tdhendab murdepunkti; A > 0 on murdepunkti valesti prognoosimise hind (st
tegelikult murdepunkti pole) ja B > 0 on murdepunkto mahamagamise hind. Naiteks kui
Y1.8 = 22333411 ja ug.s = 0100110 siis L(22333411,0100110) = 0 aga L(22333411, 1100000) =
A+ 2B. Risk

R(ug,,) = EL(Y1.0; u2.n,).

Ulesanne 1: Leida parim murdepunktide prognoos

o = . Rlus.,).
o =arg = min (u2:n)

Olgu 3., on murdepunktide prognoos. Téhistame 7 < 7 < .-+ < 73 murdepunktide

indekseid /ajahetki (antud prognoosi pohjal). Néiteks kui dig.00 = 1000010000110000000,

siis ]f:4ja. T — 2,7’2 = 7,7'3 = 13,7’4 = 14.

Olgu meil antud niitid murdepunktide arv & ja nende indeksid 7;, ¢ = 1,. .., k, teisonu olgu
meil murdepunktide prognoos @. Neid teid, mille murdepunktid on tapselt 7; on rohkem
kui iiks, kui K = 2, siis on selliseid teid tépselt kaks, kui K > 2, siis rohkem (kui palju?).
Nende seast tuleks valida mingis mottes parim. Néiiteks suurima toendosusega tee

a= arg max p(ylzn)v p<y1:n) = P<Yln - yl:n)' (01)

Y10 L(Y1:n,02:0)=0

Ulesande (0.1) lahend on suurima tdenfiosusega tee nende teede seast mille murdepunktid
on tépselt 7, ..., 7. Kui me avaldises (0.1) olevas kaofunktsioonis L votame A = 0 (j
B > 0), siis (0.1) on suurima tdendosusega tee nende teede seast, mille murdepunktid on
hulgas {71, ..., 7} (aga mitte iga 7; ei pruugi olla murdepunkt). Neid teid on rohkem.
Kui (0.1) olevas kaofunktsioonis L votame B = 0 (ja A > 0), siis (0.1) on suurima
toendosusega tee nende teede seast, mille murdepunktid sisaldavad indekseid {r, ..., 7%}
aga neid murdepunkte voib olla ka mujal. Veendu selles.

Markovi ahel ja L-parim Viterbi algoritm. Olgu niiiid (ja edaspidi) Y3,Y5,..., Y,
mittehomogeene Markovi ahel seisundite hulgaga {1, ..., K'}. Mittehomogeensus tdhendab,
et tileminekutéendosused P(Yi1 = i|Y; = j) =: pe(il7), 4,5 € {1,..., K} soltuvad ajast
t=1,...,n— 1. Vilerbi algoritm leiab ahela suurima toendosusega realisatsiooni — nn
Viterbi voi MAP tee, olgu see v}, :

vy, := arg I?r}axp(ylm).

1:n

Algoritmi kompleksus O(Kn). Pane tihele, et v], ei pruugi olla iihene, kuid kui v{,, ja
0., on kaks erinevat Viterbi teed, siis p(vi.,) = p(v1.,), Olgu p; := p(vi.,) koikide Viterbi
teede iihine toenéosus.

Ulesanne 2: Uldista Viterbi algoritmi (leia vastav rekursioon) nii, et ta leiaks paremuselt
teise, kolmanda, neljanda jne tee. Paremuselt teine tee

2
Ul:n = arg max p(yl:n)-
Y10 P(Y1:n) <P1

2



Jillegi ei pruugi v?,, olla iihene, kuid vastav toendosus ps := p(vi,) kindlasti on.
Paremuselt kolmas tee

3 .
Ul:n T arg max p(yl:n)a
Yi:n :p(ylzn)<p2

jne. Néita, et paremuselt L-nda teed saab leida kompleksusega O(K Ln).

Ulesande (0.1) lahendamise algoritm Markovi ahela korral. Ulesanne 3: Uldista
Viterbi algoritmi (leia vastav rekursioon) nii, et ta lahendaks iilesande (0.1) juhul kui

1. Tingimuses on A > 0 ja B > 0, st koik murdepunktid on ette antud;
2. Tingimuses on A > 0 ja B = 0, st koik murdepunktid sisalduvad etteantud hulgas;
3. Tingimuses on A =0 ja B > 0, st kdoik murdepunktid sisaldavad etteantud hulka.

Teha sama juhul kui iilesande (0.1) asemel on jirgmine iilesanne (viiiksema keskmise
vigade arvuga tee leidmine etteantud hulgast)

1., = arg maX Zpt Ye), pe(ye) = P(Y: = y). (0.2)

Yrn:L ylnu2n

Etteantud murdepunktidega arvuga parima tee leidmine. Praktikas on teinekord
teada murdepunktide arv voi selle iilemine/alumine piir. Ehk otsitakse (mingis mattes)
parimat teed nende teede seast kui on k murdepunkti ( voi tilimalt/vihemalt) & mur-
depunkti. Olgu u(y1.,) tee yi1., murdepunktide arv. Kui headuse kriteerium on téendosus,
siis vaja leida

&Ln = arg max p(ylzn)a (03)

yl:n:ll(yl:n):k
kusjuures mérk = tingimuses voib olla nii > voi ka <.
Ulesanne 4: Uldista Viterbi algoritmi (leia vastav rekursioon) nii, et ta lahendaks iile-

sande (0.3) juhul kui murdepunktide arv on 1) tépselt k, 2) vihemalt k, 3) maksimaalselt
k. Lahenda iilesanne ka siis kui (0.3) asemel on jiargmine iilesanne

dl:n = arg max Zpt yt (04)

ylnﬂyln

Paarikaupa Markovi mudel (PMM). 2D-protsess (X,Y) on Markovi ahel. Var-
jatud Markovi ahel (HMM) on erijuht. Antud Xj., realisatsioon z1.,. Tinglikult on Y;.,
mittehomogeene Markovi ahel, st

P(Yt+1 = j|Y1:t—1 = 11:4—1, Y, = z, Xip = I1;n> = P(YZH = j‘Yt =1, Xip = xl:n)-



Teglikult kehtib ka
P(Y;+1 - ]D/t = i, Xl:n = Il:n) = P(Y;—s—l = ]|Y;E = ’i, Xl:n - xt:n)v

ndita seda. Seega koik iilaltoodud algoritmid ja rekursioonid kehtivad, formaalselt on vaja
asendada toendosused p(yi.,) tinglike toenfdosustega

p(yl:n|$1:n) = P(}/ln - yl:n’Xlzn = xl:n)-

Edasi-tagasi algoritmid voimaldavad efektiivselt arvutada toendosusi P(Yiiir = Gppak)
iga k=0,1,2,--- korral jaigat=1,...,n — k korral.

Ulesanne 5: Esita kéik iilaltoodud algoritmid/rekursioonid PMM jaoks. Kuidas nievad
need algoritmid vilja HMM korral? Kui vaja, arvesta skaleerimist.

Arvutisimulatsioonid.
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