Haskelli interaktiivsete interpretaatorite kasutamine
Haskell on funktsionaalne programmeerimiskeel, mille peal toimub kdesoleva kursuse praktili-
ne Oppetoo.

Haskell-kood jaotatakse kdige valimisel tasemel mooduliteks (Java klassi analoog selles mét-
tes, mis puudutab koodi struktureerimist vaiksemateks osadeks). Haskell-moodulite standard-
ne laiend on _hs. Failinimi ilma laiendita langeb kokku selles defineeritava mooduli nimega;
failinimed transformeeruvad moodulinimedeks koos oma suhtelise teega teegi péhikataloogi suh-
tes, kusjuures eraldajaks on kaldkriipsu asemel punkt. Naiteks standardteegi moodul Data.Char
asub standardteegi pdhikataloogi suhtes failis Data/Char . hs. Tsentraalne moodul on Prelude,
mis asub standardteegi p&hikataloogis failis Pre lude . hs ja millega tulevad kaasa kdige p&hi-
lisemad eeldefineeritud ja sisse ehitatud asjad.

Hugs
Hugs on Haskelli interpretaator, tema koduleht asub aadressil
http://www._haskell .org/hugs/.

Terminali kdsurealt kaivitub Hugs k&suga hugs. Hugsis saab interaktiivselt lasta vaartustada
Haskell-avaldisi, lihtsalt sisestades neid késurealt. Lisaks saab anda ka Hugsi oma kaske, millest
peamised on jargmised:

:g valjumine,

- e tekstiredaktori avamine,

- 1 mooduli sisselugemine (argumendiks failinimi),

- r viimase sisselugemiskasu kordamine,

-t avaldise tulbi kuvamine (argumendiks avaldis),

- 1 info identifikaatorite kohta (argumendiks identifikaatorite loend).
- ? Hugsi kaskude nimekiri,

s eelistuste ja parameetrite nimekiri ja muutmine.

Tekstiredaktorit ei pea muidugi Hugsist kaivitama. Oma programmid vdib teha valmis Ukskdik
milliste vahenditega ja siis Hugsiga sisse lugeda. Hugsi - e on hea selle poolest, et kui editorist
valjuda, sooritab Hugs automaatselt ka kompileerimise. Aga taiesti normaalne on ka variant, kus
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Uhes aknas jookseb Hugs ja teises tekstiredaktor; viimases teeb kasutaja muudatusi ja loeb neid
Hugsi aknas sisse.

Ké&sk :r on kasulik, kui kaib programmifaili muutmine, siis iga kord loetakse samast failist
varske versioon sisse.

Lisaks kasule :-s saab Hugsi parameetrite vaikevadrtusi séttida ka keskkonnamuutujaga
HUGSFLAGS. Naiteks minul on kodukataloogi failis . login rida

setenv HUGSFLAGS "-Eemacs -P.:${MYHSLIB}:${HUGSLIB} -h24M +kls".

Sealhulgas ~-Eemacs seab tekstiredakoriks Emacsi ja —P... failiotsimistee, kus MYHSLIB ja
HUGSLIB on minu defineeritud keskkonnamuutujad, mille véartuseks on vastavalt mu enda
Haskell-teekide ja Hugsi teekide kataloogid.

Hugsi standardteek ulikooli arvutivdrgu failisuisteemis asub kataloogis
/opt/local/lib/hugs/libraries.

Pdhimoodul Prelude loetakse Hugsi kaivitamisel automaatselt sisse.

Ulesandeid

-

. Kaéivitada Hugs.
2. Teises aknas visata silm peale Hugsi standardteekidele.

3. Lugeda Hugsis vabal valikul sisse mdni moodul standardteegist; see vdiks olla nt Data.Char,
mida edaspidi niikuinii vaja tuleb (kuna see moodul on Haskell-98 standardis, saab ta katte
ka ilma paketinimeta Data).

4. Lasta Hugsil véartustada lihtsaid Haskell-avaldisi, nt moni aritmeetiline avaldis nagu
2 + (-3),pivms.

5. Lasta Hugsil kuvada lihtsate avaldiste tltpe.
6. Lasta Hugsil anda infot mdne teile tuntud identifikaatori kohta.

7. Lahkuda Hugsist.



GHCi

GHC on Haskelli kompilaator, mille koduleht asub aadressil
http://www.haskell .org/ghc/.

GHC on arendatud Glasgow ulikoolis (GHC on lihend nimetusest ‘Glasgow Haskell Compiler’).
Interaktiivne keskkond kannab nime GHCi (‘GHC interactive’).

GHCi kaivitub terminali kasurealt kdsuga ghci. Standardteegid on saadaval vaid kompi-
leeritud kujul — dlikooli arvutivérgus asuvad nad kataloogis Zopt/local/lib/ghc-
<versioon>/i1mports/ —, algtekste ndha ei saa. Hugsi ja GHC teekide algtekstid on siiski
valdavalt samad, kuna périnevad samast repositooriumist.

Interaktiivse keskkonna kasud -q, - t, -1, -?, S on sarnased Hugsiga. Standardteegi moodu-
lite sisselugemisel tuleb kasutada kasku -m, oma moodulite puhul aga : I ja - r nagu Hugsis.

Ulesandeid

8. Proovida katt ka GHCi peal.

Haskelli siintaksi pohielemendid

Haskell-programmi osad klassifitseeruvad, peale vétmesdnade ja -simbolite, peamiselt avaldis-
teks, néidisteks ja deklaratsioonideks.

Avaldisega (ingl expression) esitatakse ks vaartus olemasolevate muutujate vaartuste kaudu.
Naiteks kui x vaartus on 2, y véartus on 3 ja + véartus on liitmine, siis avaldise X + Yy véartus
on 2 + 3 = 5. Lihtsaimal juhul on avaldis lihtsalt muutuja, nt muutuja pi on Ghtlasi avaldis.

Naidis (ingl pattern) kannab avaldisega duaalset eesmaérki esitada Uhe vaartuse kaudu muu-
tujate vaartused. Néiteks kui naidise (a , b) véartus on paar (2, 3), siis a vaartuson 2 ja b
vaértus on 3. Muutujate defineerimiseks kasutataksegi Haskellis naidiseid. Ka néidis koosneb
lihtsaimal juhul lihtsalt Ghest muutujast.

Et véltida voimalikke vastuolusid muutujate vaartuste leidmisel, ei tohi Ukski néidis sisaldada
uhtki muutujat mitu korda. Nt ndidis (a , a) on illegaalne, sest nt véartuse (2, 3) puhul pole
muutuja a vaartus theselt méaratav.

Deklaratsiooni (ingl declaration) lilesanne on midagi uut defineerida. Enamasti antakse dek-
laratsiooniga vaartus Uhele voi mitmele uuele andmemuutujale ning selline deklaratsioon saa-
dakse avaldisi ja naidiseid sobivalt kombineerides.

Programmitekst on deklaratsioonide kogum.



Lihtsamad avaldised

Haskellis on véga palju erinevaid avaldiste liike. Lihtsamad, mida vaatame siin jaotises, ei sisalda
naidiseid ega deklaratsioone; hiljem jduame ka keerulisemateni.

Nagu juttu oli, on avaldise Uheks erijuhuks muutuja. Haskelli leksika seab muutujanimedele
piiranguid. Muutujanimed peavad kas koosnema tahtedest, numbritest ja alakriipsust, alates see-
juures véiketéhega, voi koosnema stiimbolitest

+_* /\_<’>7&?I’$7:J!’?7'J%’\7@’~’#’ (1)

mispuhul ta ei tohi alata kooloniga.

Muutujatele vastanduvad konstruktorid (ingl constructor), mis on, nagu muutujadki, ato-
maarsed avaldised (st avaldised, mis ei koosne vaiksematest slintaktilistest objektidest), kuid
kujutavad endast 18ppvaéartust, mida enam edasi ei teisendata. Sellised on naiteks numbritega
Kirjutatud arvulised konstandid O, 1, 1.5 jne, simbolkonstandid* A’ ,’ z’ jne, tdevaartused
True ja False ning tihja listi mérkiv [ ]. K6ik need on eeldefineeritud moodulis Prelude.

Haskelli leksikareeglite kohaselt konstruktorinimed, mis pole erikujulised, algavad suurtéhe voi
kooloniga. Tavakujulised konstruktorid on eelmises 16igus vaadelduist tbevaartused, lejaanud
on sisseehitatud erikujulised.

Vaatame edasi avaldiste moodustamist infiksoperaatoritega. Eelmises jaotises tdendoliselt
proovisite juba interaktiivses keskkonnas vaartustada aritmeetilisi avaldisi nagu nt 2 + (-3),
2 * pi / 3, kus avaldised on konstrueeritud atomaarsetest avaldistest infiksoperaatorite +,
*, / abil. Nimetus ‘infiksoperaator’ tuleb sellest, et nende loomulik kasutus on infiksne, st oma
argumentide vahel. Haskelli leksikareeglite kohaselt on identifikaatori loomulik kasutus infiksne,
kui ta koosneb stimbolitest nimekirjas (1).

Astendamiseks on olemas kaks infiksoperaatorit ~ ja **; neist esimene sobib juhul, kui asten-
daja on naturaalarv, teine on ujukomaarvude astendamiseks. Standardteegi moodulis Data.Ratio
defineeritud infiksoperaator % votab kaks tdisarvu ja annab vélja nende jagatise ratsionaalarvuna.
Ratsionaalarvude 18ppkuju defineeritakse seal kui esitus taandumatu murruna.

Ka vordlusoperatsioonid on infiksoperaatorid. Nende abil saame kirjutada pi == 3,
2+2 /=5 97O "9 <= (9 ™9 ™9 mis kdik on suntaktiliselt ning
tlubiliselt korrektsed avaldised. Operaatorid == ja /= tdhendavad vastavalt vordust ja mittevor-
dust.

Loogiliste avaldiste tegemiseks on kasutatavad infiksoperaatorid && ja | |, mille vaartusteks on
vastavalt konjunktsioon ja disjunktsioon. Vaartustamist alustatakse vasakust argumendist. Kui
&& vasak argument on vaar, siis paremat argumenti ei vaartustata. Kui | | vasak argument on
tdene, siis paremat ei vaartustata.

Infiksoperaatoritega seonduvad atribuudid prioriteet ja assotsiatiivsus. Kdrgema prioriteediga
operatsioonid tuleb sulgudeta avaldises teha enne madalama prioriteediga operatsioone. Arit-
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meetiliste operatsioonide prioriteetide jarjekord on sama mis matemaatikas, st astendamised on
kdrgema prioriteediga kui korrutamine ja jagamine, mis omakorda on kérgema prioriteediga
kui liitmine ja lahutamine. VVordlusoperatsioonid on aritmeetilistest operatsioonidest madalama
prioriteediga. Loogilistest operatsioonidest on && kdrgema prioriteediga kui | | ning nad mdle-
mad on madalama prioriteediga isegi vordlusoperatsioonidest.

Infiksoperaator saab olla vasak-, parem- v8i mitteassotsiatiivne. Vasakassotsiatiivse operaatori
esinemisi tuleb rakendada vasakult paremale, paremassotsiatiivse operaatori esinemisi paremalt
vasakule. Néaiteks astendamine on paremassotsiatiivne, seega avaldis 9 ~ 9 ~ 9 on ekviva-
lentne avaldisega9 ™ (9 ™ 9), mitte avaldisega (9 ~ 9) ™ 9. Mitteassotsiatiivsete ope-
ratsioonide mitmekordse esinemise puhul on jarjekorra naitamine sulgudega kohustuslik.

Prioriteete margivad Haskellis arvud 0-st 9-ni, kdrgemaid prioriteete tahistavad suuremad arvud.
Késk : 1 interaktiivses interpretaatoris annab infiksoperaatorite puhul teada lisaks tulbile ka
prioriteedi ja assotsiatiivsuse.

Ulesandeid

. . . i . : 22
9. Kirjutada interaktiivse interpretaatori kasurealt avaldis, mis kontrollib, kas n < - < V10.
Kasutada vdimalikult vahe sulgusid.

10. Arvutada interaktiivses interpretaatoris arvu 1.6 esitus taandumatu murruna.

Asjavaadeldutega sarnasel kujul on naiteks avaldis (2 , -3), mille vaartuseks on paar (2, —3).
Paar voib olla ka keerulisemate komponentidega,nt (1 + 1 , 2 - 5), mille vééartus on sa-
muti (2, —3). Paari komponendid ei pea olema uht tadpi, nt C A’ , False) on korrektne
avaldis.

Paneme tahele, et mis iganes avaldised paari komponentideks ka ei ole, tema véartus on ikka
paar. Sulud ja koma arvutuse kaigus ara kaduda ei saa. Seet6ttu on paarimoodustamise néol tege-
mist konstruktoriga. Erinevus Ulalvaadeldud konstruktoritega on, et nood ei omanud argumente,
paarimoodustamine aga kujutab endast binaarset operaatorit.

Vaatame lisaks operatsioonide infikssele rakendamisele ka prefiksset rakendamist, mis tdhendab,
et rakendatav funktsioon asumas oma argumendi ees, mis on isegi levinum kui infiksne kasutus.
Haskelli leksikareeglite kohaselt on identifikaatori loomulik kasutus prefiksne, kui ta koosneb
thtedest, numbritest ja alakriipsust.

Haskellis eraldatakse funktsioon oma argumendist uldiselt tuhikuga, nt kujul log 5. Tuhiku
asemel on lubatud ka muu mittethi tihisimbolite jada. Kui kas funktsioon v8i argument on sul-
gudes, voib vahet ka mitte olla, nt variandid log(5), (10g9)5, (109) (5) on kdik korrektsed
ja tdhendavad sama mis log 5.

Prelttdis on defineeritud véga palju vaga erinevaid funktsioone, mille tavakasutus on prefiksne.
Néiteks matemaatilised funktsioonid sin (siinus), cos (koosinus), tan (tangens), asin (arkus-
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siinus) jne, 1og (naturaallogaritm), exp (eksponentfunktsioon alusel e), abs (absoluutvéértus)
jms, loogiline funktsioon not (eitus) jpm. Moodulis Data.Char on veel ord, mis leiab stimboli
koodi, tema pdordfunktsioon chr, mis leiab koodi jérgi simboli, 1sUpper, mis kontrollib, kas
argumentstimbol on suurtdht, toUpper, mis teisendab simboli, kui see oli vaiketdht, vastavaks
suurtaheks, veel stiimboli klassikuuluvust kontrollivaid ja teisendavaid ning muid funktsioone.

Prefiksse rakendamise kasutamisel tuleb arvestada, et see seob identifikaatoreid tugevamini igast
infiksoperaatorist ning lugema hakatakse vasakult. Teisiti 0eldes, kui votta prefiksset rakenda-
mist infiksoperaatorina, mille argumendid on funktsioon ja tema argument, siis selle operaatori
prioriteet on 10 ja ta on vasakassotsiatiivne.

Ulesandeid

11. Kontrollida ujukomaarvuliste arvutuste tapsust, avaldades arvu = mdne arkusfunktsiooni
kaudu ja vOrreldes muutuja pi vaartusega.

s

12. Kompleksmuutuja funktsioonide teoorias defineeritakse i' = e 2. Arvutada see arv interak-
tilvse interpretaatoriga.

13. Kontrollida tihe avaldise véaartustamisega, kas simbol koodiga 7 on suurtaht.

Funktsioon show teisendab oma argumendi stringiks. See funktsioon on defineeritud arvudel,
sumbolitel, tdevaartustel ja paljude teiste tlupide esindajatel, kuid mitte kdigil Haskellis ette
tulevatel objektidel. Néiteks funktsioonide stringiks teisendamine on standardteegis eeldefinee-
rimata. Samuti v@ib juhtuda, et show on kill defineeritud, kuid mingil p&hjusel nii, et tule-
mus ei kajasta paris tapselt vaartuse originaalset struktuuri. Naiteks ratsionaalarvude 16ppkuju
taandumatu murruna kasutab konstruktorit =%, kuid ratsionaalarvulised vaartused teisendatakse
stringikujule ilma koolonita, justnagu % oleks konstruktor.

Funktsiooni show lisab interaktiivne interpretaator kdigile késurealt antud avaldistele (t6si, mitte
sisend-véljund-tiupi avaldistele, kuid neid me pole veel dppinud), et arvutuse tulemust véljasta-
da.

Ulesandeid

14. Anda interaktiivse interpretaatori kasurealt avaldis, milles funktsioon show on rakenda-
tud mdnele arvule, simbolile vGi tdevaartusele ilmutatult. Mis vahe on saadavas vastuses
vorreldes sellega, kui show on puudu? Selgitada.

Paaridega seonduvad standardfunktsioonid fst ja snd, mis paarile rakendades annavad
vastavalt esimese ja teise elemendi. Standardfunktsioonidest annab paari valja nditeks
properFraction, mis vétab argumendiks ujukomaarvu ja annab véaartuseks paari tema téis-
ja murdosaga.



Ulesandeid

15. Kirjutada interaktiivse interpretaatori kasurealt avaldis, mille vaartus on arvu e'® murdosa.
Mis juhtub, kui astendaja on suurem, nt 100?

Infiksoperaatoritest saab spetsiaalse suntaktilise konstruktsiooniga moodustada nn sektsioone
(ingl section), mis kujutavad endast avaldist, mille vaartus on funktsioon ja mida rakendatakse
prefiksselt. Sektsioonid jagunevad vasak- ja paremsektsioonideks. Vasaksektsioon (ingl left
section) ndeb valja kujul (a @ ), kus a on avaldis ja @ on infiksoperaator. Sellise avaldise
vadrtus on funktsioon, mis iga argumendi y korral annab véartuseks a & ¥, kus e tahistab e
vaartust. Analoogselt ndeb paremsektsioon valja kujul ( & b), kus & on infiksoperaator ja
b avaldis. Sellise avaldise vaartus on funktsioon, mis iga argumendi x korral annab véartuseks
z®b.

Néiteks (* 2) on funktsioon, mis korrutab oma argumendi 2-ga. Sama véartusega on ka
(2 *), sest korrutamine on kommutatiivne. Avaldised (/7 2) ja (2 /) on aga erineva vaar-
tusega: esimene on funktsioon, mis jagab oma argumendi 2-ga, teine aga funktsioon, mis jagab
arvu 2 oma argumendiga. Nii vaartustub nditeks (* 5) 7 arvuks 35, (3 ~) 2 arvuks 9 ja
(™ 3) 2arvuks8.

Vasaksektsioone saab moodustada kdigist infiksoperaatoritest. Paremsektsioone saab moodus-
tada koigist infiksoperaatoritest peale miinuse, sest kirjutis kujul ( - a) laheks segi negatiivse
arvuliteraaliga -a.

Ulesandeid

16. Proovida interaktiivse interpretaatori kasurealt rakendada mdne mittekommutatiivse in-
fiksoperaatori vasak- ja paremsektsiooni.

17. Selgitada kirjutise ( = []) sisu.

Listiavaldised

Listidega tegelemisel on tarvis infiksoperaatorit -, mis oma vasaku argumendi lisab parema ar-
gumendina saadud listi ette. Listi esimest elementi nimetatakse listi peaks (ingl head), llejaa-
nud elementide listi listi sabaks (ingl tail). Niisiis - eraldab mittetihja listi puhul tema pea
ja saba. Kuna list Haskellis on Uht tlupi objektide ahelandmestruktuur, siis - vasak argument
peab olema sama tulpi mis parema argumendina saadud listi elemendid, muidu tekib tlubiviga.
Néiteks 2 - [] véartuseks on list, mille ainus elementon2,1 - 3 - 5 - 7 - 9 = []
vaartuseks aga 5-elemendiline list, mille elemendid on jarjest 1, 3, 5, 7, 9. Viimasest néitest néh-
tub, et operaator - on paremassotsiatiivne, st sulgudeta kirjutisa - b : ¢ tdhendab sama mis
a > (b = o).



Seejuures ka - on konstruktor, teda arvutusprotsess ei puutu.

Ulesandeid

18. Selgitada valja operaatori - prioriteet. Kuhu ta paigutub senituntud infiksoperaatorite
prioriteetide jarjestuses?

19. Lasta interpretaatori kdsurealt véértustada 3-elemendiline list, mille elemendid on baitide
arvud vastavalt kilobaidis, megabaidis ja gigabaidis.

20. Lasta interpretaatori kasurealt vaartustada 2-elemendiline list, mille esimene element utleb,
kas tan 27° > 0.5, ja teine, kas 30 < °® < 31.

21. Kirjutada interpretaatori kasurealt mittetthi list, mille elemendid on omakorda listid.

Kuna listid on praktilises funktsionaalses programmeerimises pdhilised andmestruktuurid, on
Haskellis nende jaoks sisse ehitatud spetsiaalsed siintaktilised konstruktsioonid, mis tihti lubavad
liste kirjutada luhemalt kui véimaldaksid tksi konstruktorid - ja [].

Pohilisim neist on listi esitamine komadega eraldatud elementide loeteluna kantsulgudes. Nai-
teks Ulalvaadeldud listid 2 - []Jjal - 3 - 5 : [] on selles notatsioonis vastavalt [ 2]
ja[1, 3, 5, 7, 9].Funktsioon show tekitab listidest titpiliselt just sellise esituse.

Veel on kasutatav eristintaks aritmeetilise progressiooni esitamiseks. Uldine progressioon esi-
tatakse kahe esimese elemendi ja piiri kaudu kujul [ a,b .. ¢]: selle kirjutise vaartus on
list, mille elemendid vdetakse jarjest aritmeetilisest jadast esimese elemendiga @ vahega @ — b
parajasti senikaua, kui elemendid j&ddvad arvust ¢ samale poole kui arv a. Naiteks vdinuk-
sime listi [1, 3, 5, 7, 9] samavaérselt kirjutada kujul [ 1, 3 .. 9], samuti kujul

[1, 3 .. 10]. Kuiprogressioon on sammuga 1, vdib teise elemendi &ra jatta. Naiteks aval-
dise[ 1 .. 10] vaartuseks on list jarjekorras arvudest 1 kuni 10.
Ulesandeid

22. Koostada aritmeetilise jada slintaksiga avaldisi ja anda neid interaktiivse interpretaatori ké-
surealt. Proovida nii positiivse kui negatiivse vahega progressioone ning kummalgi juhul
nii esimesest elemendist suurema kui vaiksema vaartusega piiriga.

23. Mis saab, kui vahe on 0? Ldpmatu arvutuse katkestab <Ctr/>+c.
Haskellis vdib legaalse avaldise vaartus olla ka I6pmatu andmestruktuur. Sellise avaldise téielik

vadrtustamine jaab tstklisse, kuid laisk vaartustamine teeb vdimalikuks sellise avaldise valutu
kasutamise, kui kontekst on selline, mis ei nbua tema téielikku vaartustamist. Iga listi struktuur



ehitatakse mallu ainult niikaugele, kui programmi téitmise seisukohast tarvilik. Seega kui 1dpma-
tul listil laheb reaalselt vaja vaid I6plikku algusjuppi, vBib 16pmatuid liste Kirjeldav programm
normaalselt oma t60 I6petada. Lopmatud listid on head programmeerimise mugavuse mattes,
sest Ulesande seisukohalt kunstliku piiri sissetoomine teeks koodi tunduvalt kohmakamaks.

Ldpmatut listi on kdige lihtsam tekitada aritmeetilise jada stintaksiga, jattes piiri dra. Naiteks
[1, 3 .. ] véaartuseks on list jarjekorras kdigi paaritute naturaalarvudega, [ 1 .. ] véar-
tuseks aga list jarjekorras kdigi positiivsete naturaalarvudega.

Haskellis programmeerides puutume tihti kokku mitte ainult eraldiseisvate I6pmatute lis-
tidega, vaid andmestruktuuridega, mille komponentideks on I6pmatud listid. Naiteks
(a1, 3.. 1 ,1[2, 4 .. 1) on paar, mille kumbki komponent on I6pmatu list.
Testides niisugust andmestruktuuri, on oht osa kogustruktuurist ara kaotada. Naiteks kui
laseksime seda paari lihtsalt k&surealt vaartustada, néeksime ainult paarituid arve, arvutus ei
jouaks kunagi paari teise komponendini. Ometi on ka paarisarvud olemas, selles veendumiseks
piisab lihtsalt votta struktuurist teine komponent: snd ([1, 3 .. ] , [2, 4 .. ])
annab tulemuseks paarisarvudest koosneva listi.

Stringid on Haskellis simbolite listid. Vastavus on selline, et tiihi string kujutab endast tiihja listi;
mittetlihja stringi pea on tema esimene sumbol ning saba tema alamstring alates teisest simbolist
kuni IGpuni. Seda tasub arvestada, kui stringe kasutavaid funktsioone defineeritakse. Stringide
tavapérane kirjapilt katkematu simbolite joruga jutumérkides on Haskellis kasutatav, kuid see
on sisseehitatud eristintaks. Ka funktsioon show tekitab kdigist simbolite listidest sellise kuju.

Stimbolite listidel on kasutatavad ka teised senivaadeldud eristintaksid: kantsulgudes elementi-
de komadega eraldatud loend ning aritmeetiline progressioon. Viimane baseerub kooditabelil:
simboleid loetakse nagu neile vastavaid koode.

Ulesandeid

24. Kirjutada interaktiivse interpretaatori kasurealt avaldisi, mille vaartuseks on string “Tere!”.
Kasutada erinevaid suntaktilisi konstruktsioone.

25. Kirjutada interaktiivse interpretaatori kdsurealt voimalikult lihike avaldis, mille vaartuseks
oleks ladina tahestik stringina.

Prelliudis defineeritakse veel (ks listidega seonduv infiksoperaator, nimelt ++ — konkatenat-
sioon. Kui a ja b véartusteks on sama tudpi elementidega listid, siis a ++ b vaartus saadakse
o kopeerimisel b ette. Naiteks [ 1, 2] ++ [1, 3, 6] véartuseks on list elementidega jér-
jekorras 1, 2, 1, 3, 6. Seejuures arvutuse kéigus ehitatakse parempoolse listi ette vasakpoolse
koopia, parempoolset listi ei uurita Gldse. See tdhendab, et konkatenatsiooni teostamine sdltub
ainult vasakpoolse listi pikkusest. Sellel pdhjusel on konkatenatsioon paremassotsiatiivne, sest
nii on arvutus efektiivsem. Arvutades avaldist (a + + b) ++ ¢, kopeeritakse kdigepealt list
a listi b ette ja seejarel mdlemad koos listi ¢ ette. Esimest listi kopeeritakse kaks korda. Sulgude
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parempoolse paigutuse korral kopeeritakse iga listi tlimalt tks kord. Efektiivsuse vahe on seda
suurem, mida rohkem liste jarjest tuleb konkateneerida.

Listide puhul peaks tundma funktsioone head ja tai l, mis annavad vastavalt argumentlisti
pea ja saba, kui need eksisteerivad. Funktsioon nul I kontrollib, kas argumentlist on tiihi. Need
funktsioonid to6tavad konstantse keerukusega, t66 ei s6ltu listi pikkusest.

Prelttdis on listifunktsioonidele pihendatud véga suur osa. Kdige lihtsamad neist lisaks seni-
dpituile on length, sum ja product, mis arvutavad vastavalt oma argumentlisti elementide
arvu, elementide summat ja elementide korrutist. Esimene neist on korrektselt rakendatav igat
tlupi elementidega listidele, teised kaks aga ainult arvulist tliiipi elementidega listidele. Veel on
kasulik teada funktsiooni reverse, mis votab argumendiks listi ja annab véartuseks timberpdo-
ratud listi. See funktsioon rakendub korrektselt mistahes tiiiipi elementidega listidele. Kdik selles
I6igus vaadeldud funktsioonid to6tavad argumentlisti pikkuse suhtes lineaarses ajas.

Infiksoperaator ! ! v@tab vasakpoolseks argumendiks listi, parempoolseks argumendiks taisarvu
ning leiab antud listis antud jarjekorranumbriga elemendi, kui selline on olemas. Seejuures ele-
mente nummerdatakse alates O-st, niietnta !! O ja head a on iga listitiipi a korral sama
vadrtusega. Listi viimase elemendi annab funktsioon last.

Kuna listi elemendid Gldiselt ei paikne mélus kompaktselt, vaid lististruktuur ehitatakse malus
ules jarjestikuste viitade ahelana, nii et listitlupi muutuja viitab selle algusele, ei ole listi kauge-
maid elemente vBimalik konstantse keerukusega leida. Operaator 1! to6tab seepérast lineaarses
ajas oma teise argumendi suhtes, last aga lineaarses ajas listi pikkuse suhtes.

Ulesandeid

26. Kirjutada interaktiivse interpretaatori kdsurealt voimalikult lihike avaldis, mille vaartuseks
oleks Uhes stringis ladina tahestik suurtédhtedest, millele jargneks ladina téhestik vaiketah-
tedest.

27. Arvutada ladina tahestiku tahtede arv.
28. Arvutada kdigi 3-kohaliste 1-ga I0ppevate arvude summa ja korrutis.

29. Leida suuruselt kolmeteistkiimnes 2005-ga jaguv arv esimese 100000000 naturaalarvu seas.
Kirjutada selleks niisugune avaldis, mis ei sisalda Uhtki aritmeetikatehet.

Vigased avaldised

Avaldis voib olla vigane mitmel pdhjusel. Moni selles esinev identifikaator voib olla definee-
rimata. Selle avastab iga ststeem kohe ja ei hakkagi avaldist vaartustama. Seega on tegemist
staatilise veaga. P6himotteliselt sama viga tekib, kui identifikaator on defineeritud moodulis, mis
on sisse lugemata.
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Olukorras, kus avaldise osad ei klapi omavahel tlubiliselt, nditeks funktsiooni argument pole
seda tldpi, mida funktsioon ootab, tekib tliubiviga. Haskellis on ka tlibivead staatilised, need
avastatakse staatilisel analliiisil enne véaartustamisprotsessi alustamist. Kuna Haskelli tlibisis-
teem on vaga keeruline, on ka tlubivigu Gsna mitut erinevat liiki.

Erinevalt C-st ja Javast ei tee Haskelli stintaks vahet identifikaatoritel, mille vaartuseks on funkt-
sioon, ja identifikaatoritel, mille vaartuseks on néiteks arv. Kui funktsiooni kasutada kohas, kus
peab olema arv, ei teki siintaksi-, vaid tibiviga. Identifikaatorid, mille v&&rtuseks on funktsioon,
nagu nditeks 1og, on sintaktiliselt tavalised muutujad.

Ulesandeid

30. Anda interaktiivse interpretaatori kdsurealt avaldis, mis sisaldab (a) véiketdhega algavat
defineerimata identifikaatorit, (b) suurtdhega algavat defineerimata identifikaatorit. Lugeda
mdlemal korral veateadet ja saada aru.

31. Lugeda veateadet, mille interaktiivne interpretaator annab avaldisele reverse * A’ . See
on uks v@imalik liik tliibivigu — otsene tlibiviga. Plilida teate mottest aru saada.

32. Lugeda veateadet, mille interaktiivne interpretaator annab avaldisele, kus mdni funktsioon
on kohas, kus peaks olema arv, ntasin log. Selline on teine levinud tutbivealiik — tlubi
vajalike omaduste mittetuletatavus. VVorrelda tliibiveateadet sellega, mis jargneb avaldisele
A" + 1 — viga on sama liiki. Seega funktsioon funktsiooni argumendiks ei olnud siin
méaérav. Pluda ka siin asjast aru saada.

Mdnikord vdib juhtuda ka, et interaktiivne interpretaator annab ilma védartustamisele asumata
veateate avaldisele, mis on téiesti korrektne. Ka see on olemuselt tilbiviga — see juhtub siis,
kui avaldis on niisugust tttpi, mille jaoks puudub stringiksteisendamisfunktsioon show. Kuna
interaktiivne interpretaator lisab avaldistele omatahtsi selle funktsiooni, tekibki tliubiviga.

Ulesandeid

33. Anda interaktiivse interpretaatori kasurealt mdni paljas funktsioon ja jatta meelde tekkiv
veateade: see jargneb alati juhul, kui vaartuse jaoks on funktsioon show defineerimata.

Kui funktsiooni head voi tai I rakendada tuhjale listile, on avaldis kill igati korrektne, kuid
vadrtustamisel tekib taitmisaegne viga. Taitmisaegseid vigu saab programmeerija ka ise tekitada
funktsiooniga error, mis saab argumendiks stringi ja 16petab t60, andes selle stringi veateatena
valjundisse.

Tapsemalt on siin tegemist nn stinkroonse (ingl synchronous) veaga, mis tdhendab seda, et
vea pdhjus tulenes arvutusprotsessi sisemistest omadustest. Sellele vastanduvad astinkroonsed
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(ingl asynchronous) vead, mille pdhjused peituvad keskkonnas, nt mélu tletditumine, protses-
sile saadetud signaal jms.

Teoorias Utleme, et head vaartus tiihjal listil on bottom, samuti tai I véaartus tuhjal listil ning
error vadrtus mistahes stringil. Tlubiprobleeme ei ole, sest igal tltbil loetakse olevat oma
bottom véértuste hulgas sees.

Bottom on vaéartuseks koigile korrektsetele avaldistele, mille vaartustamise kaigus ei teki avaldise
valistasemele 16pliku ajaga uhtki konstruktorit. Bottomi pdhjus vdib olla tditmise I6ppemine
stinkroonse veaga enne thegi konstruktori véljatulekut nagu see on eelmise 18igu ndidete puhul,
aga samuti I6pmatu arvutus, mille jooksul ei teki iialgi Ghtki konstruktorit vélistasemele.

Konstruktori véljatulemine annab teatavat informatsiooni vastuse kohta, kuna ta on oma ole-
muselt pusiv, mistdttu on motet seda bottomist eristada. Ldpmatu list ei ole bottom, sest tema
valjaarvutamisel tekib kogu aeg uusi :-konstruktoreid. Enamgi, 16pmatu listi tkski alamlist ei
ole bottom. Listi, mille mdni alamlist on bottom, nimetatakse osaliseks (ingl partial). Lop-
likuks nimetatakse koiki ulejaanud liste. P66rame tahelepanu, et listi elementide kohta polnud
siin midagi 6eldud.

Ulesandeid

34. Anda interaktiivse interpretaatori kdsurealt korrektne avaldis, mille vaartustamisel I6peta-
takse to0 teie ette antud veateatega. VVOrrelda veateatega, mis jargneb head [] véartusta-
misele.

35. Kontrollida interaktiivse interpretaatoriga, et head ja tai I tootavad ka I6pmatutel listidel.

36. Anda interaktiivse interpretaatori késurealt avaldis, mille vaartus on list, mis pole ise bot-
tom, kuid mille mingi alamlist on bottom. Mis juhtub, kui k&sta arvutada sellise listi pea?

37. Anda interaktiivse interpretaatori kdsurealt avaldis, mille vaartus on I8plik list, mille m&ni
element on bottom. Arvutada selle listi pikkus.

38. Milline on funktsioonide length, sum, product, reverse, last vaartus (a) tihjal
listil, (b) I6pmatul listil, (c) osalisel listil?

39. Katsetades interaktiivse interpretaatoriga, uurida, mis on ++ vaartus listidel I, ja I, kui (a)
[; on Idpmatu, (b) /; on osaline, (c) /; on 16plik, kuid I, 18pmatu, (d) /; on I16plik, kuid I,
osaline.

40. Kas materjalis toodud kirjeldus ! I kohta peab paika, kui list on (a) I6pmatu, (b) osaline?

41. Nimetame funktsiooni agaralt vaartustavaks, kui mistahes argumendil vélja kutsutult
vadrtustatakse kbigepealt argument kuni valimise konstruktori ilmumiseni. Demonstreerida
interaktiivses interpretaatoris, et funktsioon error ei ole agaralt vaartustav.
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Lihtsamad andmedeklaratsioonid, naidised

Selles jaotises algab juba tGeline programmeerimine — oma deklaratsioonide kirjutamine. Kik
selle ja jargmise jaotise deklaratsioonid voiks koondada moodulisse Syntax failis Syntax. hs.

Vaatleme selles peatiikis ainult kdige pohilisemaid deklaratsioone, mis defineerivad andmemuu-
tujaid. Peale nende on Haskellis voimalik defineerida ka tulbimuutujaid, uusi tidpe ja vaartusi
ning tidbiklasse.

Selles jaotises vaatleme kdige lihtsamaid andmemuutujadeklaratsioone, mis koosnevad vordus-
margiga eraldatud naidisest (vasakul pool) ja avaldisest (paremal pool). Selline deklaratsioon
defineerib (Uldiselt vdibolla koos teiste deklaratsioonidega — selliseid juhte praegu ei vaatle)
muutujatele, mis vasakus pooles esinevad, vaartused. Peatiiki alguses Gppisime, et néidis on sin-
taktiline konstruktsioon etteantud vaartuse jargi muutujate vaartuse leidmiseks. P6himate on, et
parema poole avaldise vaértuse jargi madratakse vasaku poole muutujate vaartused.

Etteantud véartuse jargi muutujate vaartuse leidmine naidisest aga alati ei dnnestu. Vaartus voib
naidisega sobituda (ingl match) vdi mitte. Kui vaartus sobitub ndidisega, méarab see tlupiliselt
kdigi naidises esinevate muutujate vaartused (kuid nn laisaks sunnitud néidiste puhul ei pruugi
see nii olla). Kui vaartus ndidisega ei sobitu, pole muutujate vaartuse leidmine vdimalik.

Kontrollimaks sobitumist, vaartustatakse avaldist ainult niipalju, et sobitumine v3i mittesobitu-
mine selguks, mitte tingimata I6ppvastuseni. See on Haskelli laisa vaartustamise (ingl lazy
evaluation) tuum.

Selles jaotises vaatame muuhulgas ule kdik Haskelli peamised néidiseliigid ja dpime, milliste
vadrtustega nad sobituvad. Puutumata jadvad ainult méned vahemtéhtsad ndidiseliigid. N&idised
néevad suures osas valja nagu avaldised ja neis kehtivad samad infiksoperaatorite prioriteedid
ja assotsiatiivsused kui avaldistes. Kuigi selles jaotises vaatleme naidiseid vaid kdige lihtsamas
kasutuses, on naidistega opereerimise pohimotted samad igal pool.

Esimene vdimalus on, et ndidis vasakul pool on lihtsalt muutuja. Néiteks deklaratsioon
k = 10 (2)

defineerib muutuja k vaartuseks 10.

Ulesandeid

42. Kirjutada deklaratsioon (2) oma moodulisse. Testida seda interaktiivses interpretaatoris.

43. Lisada deklaratsioon, mis defineerib muutuja e véartuseks e.

Muutujandidisega sobitub mistahes vaartus, isegi bottom, sest avaldisi muutujandidisega sobita-
misel ei vaartustata. Muidugi kui defineerida

k = error "VIGA"
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ja lasta siis k vaartustada, tekib viga, kuid see ei teki naidisesobitamisel, vaid pérast seda, pa-
rema poole avaldise vaartustamisel. Hiljem vaatleme olukordi, kus on véimalik ka interaktiivse
interpretaatori abil demonstreerida, et muutujaga sobitub isegi vigane vaartus.

Teine pdhiline juht on néidise konstrueerimine mitmest osast, mis on omakorda néidised, kasuta-
des konstruktorit. Kuna andmekonstruktor sisuliselt moodustab oma argumentidest andmestruk-
tuuri, siis selle konstruktori abil ehitatud vaartuse jargi on argumentide vaartused theselt vélja
loetavad, nii et selline konstruktsioon tdesti sobib naidiseks. Tutpiline ndide on deklaratsioon

X, y)=(6, 0.2), 3)
mis méaarab x vaartuseks 5 ja y vaartuseks 0.2.

Ulesandeid

44. Defineerida tUhe deklaratsiooniga kaks muutujat, mille vaartusteks on vastavalt Teie ees- ja
perekonnanimi stringina. Anda interaktiivse interpretaatori k&surealt avaldis, mille vaartu-
seks oleks Teie taisnimi eesnimega ees. Seejarel anda avaldis, mille vaértuseks oleks Teie
ametlik taisnimi perekonnanimega ees. Tulemused peavad vastama eesti keele reeglitele.

45. Kirjutada oma moodulisse deklaratsioon, mis defineerib muutujate q ja r véartusteks vas-
tavalt arvujarjendi 0.50001, 0.50002, . . ., 1.49999 arvude korrutise téis- ja murdosa. Anda
interpretaatori kasurealt avaldis, mille vaartuseks on korrektne eestikeelne lause, mis utleb,
mis on téisosa ja mis on murdosa.

46. Kirjutada deklaratsiooniga (3) analoogiline deklaratsioon, mille vasakus pooles on keeruli-
sem naidis.

Kuna : on konstruktor, siis on meil véimalik kasutada néidiseid kujul p : g. Triviaalne néide
oleks deklaratsioon

p:ps=1:3:47:1I1 4)

mis annab muutujale p vaartuseks 1 ja muutujale ps véartuseks3 - 4 : [], st2-elemendilise
listi elementidega 3 ja 4.

Soovi korral vdime rohkem elemente algusest muutujatega valja tuua, nditeks deklaratsioon
p:qg:9gs=1:3:4:1]l
defineerib p véértuseks 1, q vaartuseks 3 ja gs véartuseks listi, mille ainus element on 4.

Kasutades listide esitust elementide loeteluna, saame deklaratsiooni (4) samavééarselt kirjutada
kujul

p:ps=1[1 3, 4].
Seda erisuintaksit lubab Haskell kasutada ka naidistes.
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Ulesandeid

47. Modifitseerida deklaratsiooni (4) paremat poolt nii, et ps véartuseks saaks tihi list. Teha
seda nii eristintaksiga kui ilma.

48. Kas saab kirjutada deklaratsiooniga (4) samavéarse deklaratsiooni, mis kasutab listinaidist

elementide loetelu kujul?

Kuna stringid on stiimbolite listid, on korrektne ka naiteks deklaratsioon
C - cs = "Heil",

sest vasakul olev ndidis sobitub iga mittetiihja listiga, muuhulgas stringiga “Hei!”. Selle dekla-
ratsiooni tulemusel saab c vaartuseks H-tdhe ning cs stringi “ei!”.

Ka stringide erisuntaksit stimbolite joruga jutumarkide vahel saab kasutada naidistes.

Konstruktori abil moodustatud naidisega sobivad ainult sellised vaartused, mis on konstrueeri-
tud naidises esitatud konstruktoriga vaartustest, mis sobituvad vastavate alamnéidistega. Vigased
vaértused nende hulka ei kuulu.

Naiteks kui modifitseerida deklaratsiooni (4) nii, et paremale poole jaab ainult [], siis parema
poole vaartus pole saadav : abil ja seetdttu vasakul oleva ndidisega ei sobitu. Muutujate p ja ps
vadrtust pole vdimalik méarata. Kuigi selline deklaratsioon on igati korrektne ja kompileerub,
annab p vdi ps véartustamine tditmisaegse vea.

Samuti pole deklaratsioon
(O, x1) = (log 5, 9) ®)

kasutatav, kuigi ta on igati korrektne ja kompileerub. Muutuja x1 vaartustamine nduab kdigepealt
tema deklaratsiooni parema poole véartuse sobitamist vasaku poolega, mis ei tule vélja, sest
In5 # 0, ndidisega O aga sobitub ainult vaartus 0.

Deklaratsiooniga (5) sarnasel kujul deklaratsioonist
(zzz , x2) = (error "VIGA" , 9) (6)

dnnestub aga x2 véartus 9 kétte saada, sest niiid on esimeses komponendis muutuja, millega
sobitub isegi vigane vaartus. Muutuja zzz véartustamine tekitaks muidugi vea.

Ulesandeid

49. Toksida sisse deklaratsioon (5) ja vaadata jarele, kuidas interaktiivne interpretaator selli-
sel juhul kéitub, kui néidisesobitus ebadnnestub. Jatta meelde veateate véljandgemine, et
teinekord tunneks ara.
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50. Toksida sisse ka deklaratsioon (6) ja kontrollida interaktiivses interpretaatoris, et kuigi zzz
vadrtustamine annab vea, dnnestub x2 vaartus katte saada.

51. Olgu meil deklaratsioonid
p:qgz:as=/[]1],
p:ag:9gs=1[1:3:[l,
[p - ps] = "Has" : "kell" : [].

Iga deklaratsiooni kohta otsustada, (1) kas ta on tiibikorrektne, (2) kui jah, siis mis saab
muutuja p véartuseks. Kontrollida oma otsust interpretaatoriga. Kui moni otsus osutus va-
leks, kirjutada deklaratsioon samavéarselt imber kujul, kus listide esitust elementide loe-
teluna ei kasutata, ja uurida selle kuju pealt, miks otsus vale oli.

Néidise moodustamisel konstruktoriga viitavad muutujad struktuuri omavahel 1dikumatutele osa-
dele. Néiteks naidises (x , Y) viitavad X ja y paari erinevatele komponentidele, mis omava-
hel ei I6iku. Haskell lubab ka olukorda, kus nédidise muutujate vaartustest iks on teise osa. Seda
vBimaldab nn kuinaidis (ingl as-pattern), mis konstrueeritakse siumboliga @ muutujast ja
suvalisest néidisest.

Néiteks vdiksime tdiendada deklaratsiooni (3) vasakut poolt selliselt, et lisaks muutujate X ja 'y
vadrtuse maaramisele kirjutataks kogu paari vaartus muutujasse z:

zo(x , y) = (, 0.2). (7

Niisiis on @ sisuliselt defineeriv vdrdus nagu = , ainult et tema mdlemal pool on naidised.
Kuindidise konstrueerimisel tuleb arvestada, et @ seob tugevamini kdigist infiksoperaatoritest
jaisegi funktsioonirakendamisest (piltlikult 6eldes on @ prioriteediga 11; niisama piltlikult vdib
néiteks odelda, et paarikonstruktor on prioriteediga —1, sest paar peab alati sulgudes olema).

Ulesandeid

52. Vaatleme deklaratsiooni
t: ts@(u : us) = "string".

Millised véartused omandavad selle deklaratsiooni tulemusel muutujad t, u, ts ja us?
Madelda enne ja siis kontrollida interaktiivse interpretaatoriga.

53. Kirjutada véimalikult liihike deklaratsioon, mis defineerib muutuja eee véaartuseks arvu e
ja muutuja eeeL i st véartuseks listi, mille ainsaks elemendiks on seesama vaartus.
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54. Kirjutada ks deklaratsioon, mis defineerib muutujate c1, c2, c3 vaartuseks vastavalt 1,
2, 3 ning muutuja d vaartuseks (2, 3). Ukski avaldis paremal pool argu kordugu.

Veel (ks ndidiseliik on jokker (ingl wildcard), mis ei anna vaartust Uhelegi muutujale. Muus
osas on jokkeriga opereerimine samasugune kui muutujaga, lihtsalt vaartus, mis temaga sobi-
tatakse, unustatakse dra. Haskellis téhistab jokkerit Uksik alakriips (st alakriips, mis ei kuulu
identifikaatori koosseisu). Naiteks on taiesti legaalne deklaratsioon

= 15.

Selline deklaratsioon on muidugi téiesti kasutu. Kill aga on jokkerit mdnikord maistlik kasutada
suurema naidise koosseisus. Vaatleme néiteks deklaratsiooni (7), mis defineeris muutujad X, vy,
z. Oletame, et meil on vajalik kasutada muutujaid x vaartusega 5 ja z vééartusega (5, 0.2), kuid
y vadrtusega 0.2 tarvis ei lahe. Siis v8ib deklaratsioonis (7) y asendada jokkeriga:

zoa(x , ) =G, 0.2).

Mittekasutatavate muutujate asendamine jokkeriga teeb programmi loetavamaks, sest sadstab
lugejat nende muutujate tdhenduse meelespidamisest.

Ulesandeid

55. Kirjutada voimalikult lihike deklaratsioon, mis defineerib muutuja ae vaartuseks strin-
gi “ARKTIKA-EKSPEDITSIOONI MALESTUSED” ja muutuja ae” véartuseks stringi
“ANTARKTIKA-EKSPEDITSIOONI MALESTUSED” ning muid muutujaid ei defineeri.

Oeldakse, et naidis on laisk (ingl irrefutable), kui iga vairtus sobitub temaga. Vastasel korral
Oeldakse, et naidis on agar (ingl refutable). Samavaarselt vdiks Oelda, et ndidis on laisk, kui
vigane vaartus bottom sobitub temaga, ja agar, kui bottom ei sobitu temaga. Masina to6 aspektist
vaadates on néidis agar, kui avaldise véartuse sobituvuse kontroll nbuab avaldise vaartustamist
vahemalt valimise konstruktori ilmumiseni, ja laisk, kui see kontroll ei nGua avaldise vaartusta-
mist Gldse.

Senidpitud naidistest on muutuja ja jokker laisad ning kdik konstruktoriga ehitatud ndidised aga-
rad. Kuindidised on laisad vdi agarad vastavalt sellele, kas @ parem naidis on laisk vdi agar.

Viimane néidiseliik, mida vaatleme, on laisaks sunnitud naidis. Igast ndidisest saab moodus-
tada laisa ndidise, lisades tema ette tilde (llejd&nud osa ndidisest tuleb siis ttpiliselt sulgudesse
panna).

Néiteks kui deklaratsioonis (5) sundida néidis O laisaks, kirjutades tema ette tilde, siis vaartus
In 5 sobitub temaga kdigest hoolimata ning x1 vaartustamisel viga ei teki.

Laisaks sundimine seega vOimaldab mdnikord ennetada taitmisaegset viga, kui ta tekib meie
vajaduste suhtes n-6 perifeersetel péhjustel nagu siin, kus x1 vaartustamisega kaasneb millegi
muu (paari teise komponendi) sobitamine ndidisega, mis iseenesest ei puutu asjasse.
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Laisaks sundimine muudab naidisesobitaja selle naidise suhtes n-6 pimedaks, ta ndib néidiseso-
bitajale kui jokker ja temas esinevad muutujad jddvad naidisesobitamisel vaartustega sidumata.
Juhul, kui edasise arvutuse kéigus mond neist muutujatest siiski vajatakse, avatakse naidis ja
pldtakse vaartus sobitada tagantjarele. Laisaks sundimise tulemus ongi pohimdtteliselt naidise-
sobitamise edasilikkamine ajaks, kui selgub, et see on tbesti vajalik. Kui arvutusprotsess 16peb
enne, st ndidisesobitamine ei olnud vajalik, siis see jaabki tegemata.

Laisaks sundimisega peab olema ettevaatlik, sest kui vaartus, mida sellise néidisega sobitatakse,
oma struktuurilt néidisele ei vasta ja lastakse vaartustada moni selle ndidise sees olev muutuja,
siis temale véartuse leidmine pole voimalik ja tekib taitmisaegne viga. Néiteks deklareerides

~(p - ps) = L1,

tekib p voi ps vaartustamisel taitmisaegne viga sellest hoolimata, et vaértus ndidisega sobitub
— kuna parema poole vaéartuse struktuur naidise struktuurile ei vasta, pole muutujatele vaartusi
kuskilt votta.

Ulesandeid

56. Kontrollida analoogselt muutujanéidisega, et laisaks sunnitud néidisega sobitub ka vigane
vaartus.

57. Olgu meil deklaratsioon
~x, (a, b)) =@, error "VIGA").

Selgitada, miks muutuja x vaartustamine I16peb veateatega, kuigi vasakul esineb tilde. Tdsta
antud deklaratsioonis 1 sumbol Gmber nii, et X vaartustamine annaks vaartuseks 1.

Naidiseid sisaldavad avaldised, keerulisemad andmedeklaratsioonid

Alustame avaldistest, mille vaartus on funktsioon. Niisugused avaldised algavad vétmesimbo-
liga\ , millele jargnevad simbolikombinatsiooniga -> eraldatud néidis ja avaldis. Noole
moodi kombinatsioon -> nagu varem vordusmérkki jagab Kirjutise vasakuks ja paremaks
pooleks. Simbolit\ loetakse “lambda”. Kogu selle n-6 lambdaavaldise vaartuseks on funkt-
sioon, mis igal oma argumendil annab tulemuseks parema poole avaldise véaartuse, kus muutujate
vadrtused tuletatakse argumendi sobitamisel vasaku poole néidisega.

Néiteks avaldis\ x -> x * x vaartuseks on ruutfunktsioon. Kui lastakse véértustada aval-
dis kujul (\ x -> x * xX) a mingi a Korral, siis sobitatakse a vasaku poole naidisega ehk
muutujaga X, mis defineerib muutuja x véértuse vordseks a vaartusega, ning antakse tulemuseks
parem pool, seegaa * a.
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Lambdaavaldise vasakus pooles esinevad muutujad on lokaalsed, néhtavad ainult selle lamb-
daavaldise piires. Naiteks x eelmise 18igu néiteavaldises on lokaalne muutuja, tema nahtavus
piirdub ainult selle lambdaavaldisega. P6himdtteliselt tohivad lokaalsete muutujate nimed lange-
da kokku globaalsete muutujate nimedega, sellisel puhul varjutatakse vastavad globaalsed muu-
tujad lokaalse muutuja ndhtavuspiirkonnas, nad pole seal kasutatavad.

Avaldise\ (x , _) -> xvdaartuseks on paari projektsioon esimesele argumendile, st sama
mis prelutdis defineeritud muutujal Fst. Jokkeri asemel voiks olla ka mdni x-st erinev muutuja,
aga kuna seda muutujat kuskil ei kasutata, on jokker sobivam.

Niisiis lambdaavaldiste puhul on liikumise jarjekord vastupidine eelmises jaotises Opitud dekla-
ratsioonidega vorreldes: kui seal liikus véaartus avaldisest nédidisesse ja maaras 16ppkokkuvottes
naidise muutujate vaartused, siis siin lilguvad muutujate vaartused naidisest avaldisse ja maara-
vad nii funktsiooni véartuse, ndidise muutujate vaértused aga maérab argument.

Ulesandeid

58. Testida ruutfunktsiooni interaktiivse interpretaatori kasurealt.
59. Kuidas testida, et\ (x , ) -> xjafst onsama véartusega?

60. Kirjutada lambdaavaldis, mille vaartus on funktsioon, mis vdtab argumendiks arvupaari ja
annab vaartuseks komponentide vahe absoluutvaartuse.

61. Kirjutada lambdaavaldis, mille vaartus on sama mis prelddis defineeritud muutujal (a)
head, (b) tail (seejuures neid muutujaid kasutamata). Kus véimalik, kasutada jokkerit.

62. Kirjutada véimalikult luhike ja véimalikult vahe muutujaid kasutav avaldis, mille véartus
on funktsioon, mis vdtab argumendiks paari ja annab vélja kolmiku, mille esimesed kaks
komponenti v8rduvad argumentpaari esimese komponendiga ja viimane komponent on ar-
gumentpaar ise.

Kui meil on ruutfunktsiooni vaja tihti kasutada, tahaksime kindlasti tema jaoks spetsiaalse muu-
tuja defineerida, nagu naiteks muutuja fst vaartuseks on preliddis defineeritud teatav projekt-
sioonifunktsioon. See on taiesti tehtav eelmises jaotises vaadeldud tiiipi deklaratsiooniga:

sqr =\ X -> X * X
Samas on funktsioonide defineerimiseks olemas ka eraldi deklaratsiooniliik. Erinevalt siiani vaa-

delduist on niisuguses deklaratsioonis vasakul rohkem kui tiks ndidis. Ruutfunktsiooni saaksime
sellega Gimber kirjutada kujul

sgr X
= X * X’
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Niisiis lambda on kadunud, naidis lambda alt on liikunud vasakusse poolde ning avaldis lambda
alt moodustab ksi terve parema poole. Niisugune deklaratsioon defineerib muutuja sqr véartu-
seks funktsiooni, ilma et temas leiduks selle v&artusega avaldist.

Niisugune viis funktsioone muutujatele vaartuseks anda on pisut mugavam kui eelmine ja ena-
masti eelistataksegi seda.

Ulesandeid

63. Leida moodulist Prelude funktsioonide fst ja snd ning head ja tai I definitsioonid ja
saada neist aru.

64. Defineerida uue meetodiga muutuja d i FF, mille véértus on kirjeldatud tilesandes 60.

65. Voimalikult lihikese ja voimalikult vahe muutujaid kasutava deklaratsiooniga defineerida
muutuja ime l 1k, mille vaartus on kirjeldatud tlesandes 62.

Kuna jargnevalt dpitavad avaldised on liiga pikad, et neid interaktiivse interpretaatori kasurealt
sisestada, siis kasitleme neid ainult deklaratsioonide koosseisus.

Mitmerealised avaldised ja deklaratsioonid vdivad halva paigutuse korral kompilaatori segadusse
ajada ja ta vOib suntaksiveast teatada, kuigi Teil vdisid olla parimad kavatsused. Paigutades koodi
nii, nagu on toodud néidetes, selliseid probleeme ei teki.

K®oige tldisem kontrolle sisaldav konstruktsioon on valikuavaldis. Otsustus tehakse naidiseso-
bitamiste abil. Naiteks jargmine triviaalne funktsioon teisendab t6evaartuse vastavaks arvuks:

tdevaartusArvuks x
= case Xx of
True
-> 1 ) (8)

-> 0
Jargmine funktsioon votab argumendiks listi ja annab vaartuseks eestikeelse teksti, mis Gtleb,
kas listis oli elemente null, Uks voi mitu:

primLoenda xs
= case length xs of

0
-> "Null"

1 (9)
-> "Uks"

o> "Mitu"
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Jargmine funktsioon v6tab samuti argumendiks listi ja kui see on mittethi, siis annab véaartuseks
listi, mis on argumendist saadud esimese elemendi Umbertdstmisel listi 16ppu, tihjal listil aga
annab tuhja listi:

UksLOppu xs
= case xs of
z - zs

-> 7s ++ [ Z] (10)

-> [

Siintaksi poolest on valikuavaldise igale néidisele vastav juht nagu tavalise definitsiooni parem
pool, milles vordusmarkide asemel on nooled. Valikuavaldise véaértus vordub tldjuhul esimese
sellise parema poole avaldise vaartusega, millele vastava vasaku poole néidisega pdiseavaldise
(st vdtmesbnade case ja of vahelise avaldise) vaartus sobitub. Kui sellist ndidist ei leidu, on
valikuavaldise vaartus bottom. Erandiks on olukord, kus paiseavaldise véartus on bottom ja esi-
mene naidis on agar — sel juhul on kogu valikuavaldise vaartus bottom. Asi on selles, et bottomit
pole alati voimalik tuvastada (nimelt kui pdhjuseks on I6pmatu arvutus) ja seega pole voimalik
nduda, et bottomit jarjest mitme agara néidisega sobitataks.

Deklaratsioonis (8) oleva valikuavaldise puhul kdib taitmine jargnevalt. Muutuja x véartustatak-
se niikaugele, et saaks kontrollida sobituvust esimese naidisega True. Kui x vaartustamine viib
vadrtuseni True, siis sobitamine dnnestub ja kogu avaldise vaartuseks saab 1. Kui X vaartus-
tamine viib vaartuseni Fal se, siis sobitamine ei dnnestu ja minnakse jargmise naidise juurde.
Siin on jargmine ndidis jokker, millega sobitub triviaalselt iga vaartus, muuhulgas Fal se, seega
kogu avaldise véartuseks saab 0. On veel ks v8imalus — x véartus on bottom (rohkem vdima-
lusi pole, sest x peab olema tdevaartustiupi, muidu poleks antud avaldis korrektne). Sel juhul
vatab esimene agar néidis True ta rajalt maha ja kogu avaldise vaartus on samuti bottom.

Funktsiooni primLoenda defineerimine deklaratsiooniga (9) on tegelikult védga ebadnnestu-
nud, sest esimese naidisega sobitumise kontrolliks tuleb argumentlisti pikkus valja arvutada (sest
enne ei ilmu konstruktorit), see on aga lineaarse keerukusega listi pikkuse suhtes. Kui list on vé-
ga pikk, siis tootab primLoenda véga kaua, enne kui midagi mdistlikku valja annab. Veel
hullem, list v6ib olla I6pmatu vdi osaline, mispuhul primLoenda jadbki métlema vdi 16petab
t00 veateatega, samas kui kahe esimese elemendi leidmise jarel vdiks vastuse “Palju” vélja anda.

Ulesandeid

66. Kirjutada tdisarve tOevaartuseks teisendav funktsioon intValue, mis 0 puhul annab
False ja kdigi tlejaanud arvude puhul True.

67. Kirjutada eelmise tlesande funktsiooni modifikatsioon intValue”, mis I6petab t66 Teie
etteantud veateatega, kui argument pole 0 ega 1.
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68.

69.

70.

71.

Kirjutada funktsioon primLoenda uus definitsioon, mis tootaks listi pikkuse suhtes kons-
tantse keerukusega. Funktsioon peab vastuse valja andma ka I6pmatul listil ja osalisel listil,
milles on vahemalt tiks element.

Kirjutada funktsioon es i paar, mis votab argumendiks listi ning, kui selles on vahemalt 2
elementi, annab véartuseks paari kahest esimesest elemendist, vastasel korral 16petab oma
etteantud veateatega. Funktsioon peab to6tama konstantse keerukusega listi pikkuse suhtes.

Kirjutada funktsioon esiSuureks, mis vGtab argumendiks stringi ja annab véartuseks
stringi, mille saab argumentstringist esimese tdhe suureks muutmise teel, kui string on mit-
tetdihi, ja argumentstringi enda vastasel korral.

Oletame, et funktsiooni primLoenda, mis on defineeritud lesandes 68, l&heb vaja ainult
stringide jaoks. Kas on voimalik kirjutada alternatiivne definitsioon, mis sisaldab naidistena
vaid stringindidiseid?

Kui funktsiooni definitsiooni parem pool koosneb valikuavaldisest, mille pdiseavaldis langeb
kokku argumendindidisega ja argumendinéidise muutujad mujal ei esine, nagu see on deklatsioo-
nis (8) ja (10), saab Haskellis seda funktsiooni samavaérselt defineerida ka ilma valikuavaldist
sisse toomata, kirjutades iga valiku jaoks eraldi deklaratsiooni. Kooditlkkide liikumine paremast
poolest vasakusse on analoogiline ulal nahtud néidise liikumisega lambda alt vasakusse poolde.

Nditeks funktsioonid téevaartusArvust ja UksLOppu oleksid sellisel viisil defineeritud
kumbki kahe deklaratsiooniga:

toevaartusArvuks True
=1

tbéevaartusArvuks _ ’
=0

UksLoppu (z : zs)
= zs ++ [ Z]
UksLOppu _
=0

Ulesandeid

72.

Defineerida uue meetodiga funktsioon intValue” llesandest 67 ja primLoenda ules-
andest 68.

Taolist funktsiooni nagu tdevaartusArvuks ei defineerita praktikas aga tihelgi seni késitle-
tud viisil, sest Haskellis on tdevéartusnaidistega sobitamiseks eraldi stintaktiline konstruktsioon
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— tingimusavaldis. Selle abil saab sama funktsiooni defineerida vahem kohmakalt deklarat-
siooniga

toevaartusArvuks x
=if xthen 1 else O

Tingimusavaldis on lihtne ja sarnaneb teiste keelte if-konstruktsiooniga. See sarnasus on siiski
mdnevdrra petlik. Kdigepealt tuleb tdhele panna, et Haskellis peab tingimusavaldisel alati olema
nii then- kui else-haru ning need peavad olema sama tilipi. Teiseks pange téhele, et tegemist on
tdepoolest avaldisega, mitte mingi deklaratsiooni ega kasuga. C-s ja Javas on tema analoogiks
konstruktsioon <tingimus> ? <avaldis> : <avaldis>, mitte if-konstruktsioon.

Tihti, eriti kui tingimusi on rohkem kui ks, on tingimusavaldiste asemel mugavam kasutada
valvureid (ingl guard). lga valvur on téevaartustiipi avaldis ehk tingimus, ta asub pustkriipsu
jarel ning talle jargneb vahemargiga eraldatult avaldis, mis tuleb valida selle tingimuse taidetuse
korral. Valvurid oleks sobilik rajastada tiksteise alla.

Oletame, et on vaja kirjutada funktsioon arvuKlass, mis arvulise argumendi korral annab
vaartuseks teksti “Negatiivne”, “Null”, “Uks”, kui argument on vastavalt negatiivne, 0 voi 1,
ja “Suur” tlejd&nud juhtudel. Siis tingimusavaldis laheks suhteliselt kohmakaks, sest kahe haru
asemel on siin neli, tingimusavaldisi tuleks tiksteise sisse panna. Ka valikuavaldisega pole lood
paremad. Erinevalt valikuavaldisest deklaratsioonis (9) on siin kaks “suurt juhtu”, mis h6lmavad
paljusid arve, pole véimalik kumbagi eraldi Uhegi ndidisega parajalt katta, peaksime jélle the
hargnemiskonstruktsiooni teise sisse panema. Valvurid annavad meile vGimaluse neli juhtu thel
tasemel kirjeldada:

arvuKlass x
| x <0
= "Negatiivne"
| X ==
= "Null" . (11)
| X ==
= " Uks"
| x> 1
= "Suur”

Kui valikuavaldise puhul toimus tihe véartuse sobitamine jérjest paljude néidistega, siis siin toi-
mub paljude vaartuste (tingimuste) sobitamine jérjest Uihe nédidisega (True).

Jarjekord on ka valvurite puhul tlalt alla ja valitakse parem pool, millele vastav valvur esime-
sena True annab. See tahendab, et kui viimane valvur ammendab kdik eelmistest Ulejadvad
juhud, vdib tema asendada tGevaartusega True — mdlemal juhul vaartustub valvur tdevéartu-
seks True — ja see on efektiivsuse mottes kasulik, kuna (ks arvutus jaab ara. Et True viima-
se valvurina vdib koodi loetavust halvendada, on preliiidis defineeritud muutuja otherwise,
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mille véartus on True ja mis on mdeldud viimase ammendava valvurina kasutamiseks. Néaiteks
deklraratsioon (11) on samavaarselt umberkirjutatuna

arvuKlass x
| x <0
= "Negatiivne"
| X ==
= "Null"
| X ==
= " Uks"
| otherwise
= "Suur”

Ulesandeid
73. Leida moodulis Prelude koht, kus otherwi se defineeritakse.

Valvureid saab samamoodi kasutada ka valikuavaldise all kohe naidise jarel. Néiteks ttleme,
et list on tore, kui tal on olemas positiivne esimene element, ja kéib kah, kui esimene element
on null. Kui listi esimene element on negatiivne vdi on list tuhi, siis ta ei sobi meile. Jargnev
funktsioon paneb paika listi klassi sellises mottes:

listiKlass xs
= case xs of

See néide demonstreerib ht pdhimaottelist erinevust valikuavaldise ja valvurikonstruktsiooniga
kaitumisel. Paneme tahele, et ndidise z - _ all valvurid ei ammenda kdiki vdimalikke juhte.
Kui juhtub, et tkski valvur ei sobi, siis poérdutakse tagasi Uhe taseme vorra véljapoole, valides
naidiste nimekirjast jargmise. Valvurite nimekirja I8ppemine iseenesest ei tekita taitmisaegset
viga. Kui aga naidised otsa saavad, siis enam valjapoole tagasi ei poorduta ja antakse viga nagu
juba Ulalpool seletatud.
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Funktsiooni IistiKlass samavaarne definitsioon mitme deklaratsiooniga on

listiKlass (z : )
| z>0
- n :)II
| Z ==
- II:III
listiKlass _

- n :(II
On voimalik ka samavaarne definitsioon tihe deklaratsiooniga, kasutades laisaks sundimist:

listiKlass xs@~(z : )
| null xs || z<O
=" :("
| z>0 : (12)
=" :)"
| otherwise

Kuna argumendis on laisk néidis, sobitub iga argumentlist triviaalselt ja minnakse funktsiooni
keha juurde. Kui argumentlist on tlhi, vaartustub esimese valvuri disjunktsiooni vasak pool ja
seega ka kogu valvur tdeseks ilma disjunktsiooni teist poolt uurimata ning vaartuseks saadakse
“:(”. Tanu | | laiskusele niisugune definitsioon t66tab: kui | | nGuaks ka oma parema argumendi
vadrtustamist, jargneks siin viga, kuna muutujat z pole vdimalik madrata. Kui list on mittetd-
hi, siis esimese valvuri disjunktsiooni vasak pool vaartustub vaaraks ja seega vaartustatakse ka
disjunktsiooni parem pool. On vaja muutujat z, kuid kuna niiud on list mittetiihi, dnnestub list
jooksvalt sobitada ndidisega z - _ ja z madrata. Edasi on juba selge — kaitutakse vastavalt z
suurusele.

Ulesandeid

74. Kas deklaratsioonis (12) disjunktsiooni poolte vahetamisel saadakse samavaarne deklarat-
sioon?
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Lokaalsete deklaratsioonidega konstruktsioonid

Avaldistes, mis muidu laheksid liiga pikaks, saab osade vaartusi omistada lokaalsetele muutuja-
tele, kasutades let-avaldist nagu naiteks deklaratsioonis

letndide x

= | et
y = x + 0.5
a=X*X+3*X*y+2*y*y
b =sinx -3 * sin Xx * cosy + cos X
in
b / a* 100

Lokaalseteks deklaratsioonideks vdivad olla igasugused andmedeklaratsioonid. Let-avaldise
vadrtus vordub votmesona i n jérel oleva avaldise véartusega. Lokaalsete muutujate skoop hol-
mab parajasti kogu selle let-avaldise.

Juhul, kui arvutusi sisaldavad avaldised kipuvad vaartustuma korduvalt, tasub lokaalse deklarat-
siooniga nende avaldiste vaartused muutujatega siduda. See vBimaldab kilplaslikest arvutustest
vabaneda, sest muutujad vaartustatakse Haskellis tlimalt Uiks kord.

Ulesandeid

75. Kirjutada funktsioon summanal i, mis votab argumendiks arvupaari ja annab vaartuseks
selle paari komponentide summa siinuse ja summa enda suhte. Sama summat ei tohi arvu-
tada korduvalt. Koik vajalikud oma abimuutujad defineerida lokaalselt.

76. Kirjutada funktsioon taisMurdNal i, mis votab argumendiks reaalmurdarvu a ja annab
vadrtuseks arvu |a | - (a), kus |z] ja (z) tahistavad vastavalt arvu z tais- ja murdosa.

Kui mond avaldist kasutatakse korduvalt mitmes valvuris vdi mitmele valvurile jargnevates aval-
distes, siis let-avaldist pole voimalik kasutada, kuna valvurid koos paremate pooltega ei moodus-
ta kokku avaldist. Selleks puhuks on olemas where-konstruktsioon, mis vdimaldab defineeri-
da tle kogu parema poole (mis hélmab kdiki valvureid ja nendele vastavaid avaldisi) néhtavaid
lokaalseid muutujaid. Where-konstruktsioon kirjutatakse kogu parema poole 18ppu (st Gldjuhul
alla) votmesona wher e jarele.

Jargnev néitefunktsioon veerand votab argumendiks ujukomaarvu ja, interpreteerides seda
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nurga suurusena, tuvastab, millises veerandis on vastav nurk:

veerand X
| sin > 0 && cos > 0
="1" ++ v
| sin > 0 & cos < 0
= "11" ++ v
| sin < 0 & cos < 0
="111" ++ v
| sin < 0 & cos > 0.
= "1V'" ++ v
| otherwise
= "vahepeal”
wher e
sin = Prelude.sin X
cos = Prelude.cos X
v = " veerandis"

See ndide demonstreerib ka, et lokaalsed muutujanimed vdivad globaalseid ja isegi standardtee-
gis defineeritud muutujaid varjata. Antud olukorras defineeritakse lokaalselt tile muutujanimed
sin ja cos. Kuna nad defineeritakse preliitidi vastavanimeliste muutujate kaudu, tuleb origi-
naalsetele prelliidi muutujatele viitamisel kasutada kvalifitseerimist, st moodulinime lisamist
nime ette.

Ulesandeid

77. Kirjutada funktsioon sumbol id, mis vGtab argumendiks téisarvu ja annab vaartuseks
teksti, mis Utleb, kas sellele arvule kooditabelis vastav siimbol on suurtéht, vaiketaht, num-
ber v6i midagi muud; kui antud arvule kooditabelis midagi ei vasta (st arv pole 18igus 0-st
255-ni), siis anda seda utlev tekst. Uhtki avaldist ei tohi arvutada korduvalt. Kik vajamine-
vad oma abimuutujad defineerida lokaalselt. Vajalikke kontrollfunktsioone otsida moodulist
Data.Char voi Prelude.

Viimane stintaktiline konstruktsioon, mida siin jaotises vaatame, kannab komprehensioonsiin-
taksi (ingl comprehension syntax) nime. See on analoogne matemaatikast tuntud viisile esi-
tada hulki teatud kitsenduste kaudu nagu nditeks kujus {x2 1<z < 10}, mis mérgib hulka
kdigist 10-st vaiksemate positiivsete tdisarvude ruutudest. Haskellis saab vastava listi koostada
avaldisega[ X * x | X <- [1 .. 9]].Muutujax l&bib jarjekorras kbik listi[ 1 .. 9]
elemendid ja tulemuslist moodustub vastavatest avaldise x * X véartustest samas jarjekorras.

Komprehensioonstintaksis vib muutujatele seada ka lisatingimusi. Nditeks kui meid arvu 5 ruut
ei huvita, siis v8ime selle ruutude listist vélja jatta, Kirjutades avaldise

[Xx * x| x<- [1.. 9], x /=05]. (13)
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Samuti vBib korraga kasutada mitut muutujat. Naiteks avaldise

[(X , yY) | Xx<-[1.. 9, y<-[1.. 9, x<=y]. (14)

vaértus on list arvupaaridest, mille mélemad komponendid on positiivsed ja 10-st vdiksemad ning
teine komponent pole esimesest vdiksem. Pangem téhele paaride jarjekorda, sest see kajastab
muutujate vadrtuste muutumise jarjekorda, mis on alati sama: parempoolsemad muutujad kerivad
kiiremini.

Komprehensioonstintaksi elemente kujul p <- a nimetatakse generaatoriteks (ingl genera-

tor), lisatingimusi aga jéllegi valvuriteks (ingl guard). Generaatori vasakuks pooleks on néi-
dis, paremaks listittitpi avaldis. Valvur on suvaline tingimus, st tdevaartustiupi avaldis.

Kui generaatoris p <- a juhtub, et listi @ moni element ndidisega p ei sobitu, jaetakse ta liht-
salt vahele, viga uldjuhul ei teki (tekib ainult siis, kui element on bottom). Naiteks jargnevalt
defineeritud funktsioon pead v6tab argumendiks listide listi ja annab vaartuseks selle listi kdigi
mittetlihjade elementide esimesed elemendid:

pead Xss
=[x | x  _ <- xss]° (15)
Kasutades deklaratsioonis (15) defineeritud funktsiooni pead, saame suvalise listide listi / mit-
tethjade elementide arvu leida muidugi avaldisega length (pead a), kus a = [. Kui aga
ainult nende arv huvitabki, siis vdime pead asemel defineerida otse seda arvutava funktsiooni
néiteks kujul

mittetuhjadeArv xss

=sum [1 | _ : _ <- xss]’ (16)

Naidises on ka listi pea asendunud jokkeriga, kuna summa arvutamisel ei lahe tema vaartust
vaja. Naidis ei seo sobitamisel Uhtki muutujat, kuid konstruktsioon kooloniga dtleb jatkuvalt,
et sobituvad vaid mittetihjad listid. Komprehensioonavaldise vaartus on list, milles on (ks ele-
ment 1 argumentlisti iga mittetiihja elemendi kohta. Nende summeerimisel ilmselt saame listi
elementide arvu nagu vaja.

Ulesandeid

78. Kirjutada komprehensioonsiintaksiga avaldis, mille v&artus on sama mis avaldisel (13), kuid
ei sisalda valvureid.

79. Kirjutada komprehensioonsiintaksiga avaldis, mille v&artus on sama mis avaldisel (14), kuid
ei sisalda valvureid.

80. Kirjutada avaldis, mille vaartus on kolmas taisruut, mis on suurem kui 100000.
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81. Kui deklaratsioonis (15) sundida generaatori vasak pool tildega laisaks, kas ja kuidas see
muudab defineeritava funktsiooni véaartust?

82. Kui deklaratsioonis (16) sundida generaatori vasak pool tildega laisaks, kas ja kuidas see
muudab defineeritava funktsiooni véaartust?

83. Kas listide listi mittetiihjade elementide arvu leidmise funktsiooni saaks samavéérselt defi-
neerida ka deklaratsiooniga

mittetuhjadeArv xss »
= length [error "Jube viga" | _ : _ <- xss]’

Komprehensioonstintaksi kasutamisel tuleb valvurid panna nii varakult kui vdimalik, st iga val-
vur panna kohe nende generaatorite jarele, mis defineerivad valvuris esinevad muutujad. Kui
valvuri ees on generaatoreid, mis defineerivad muutujaid, millest valvur ei séltu, tekitab see tar-
betu tdokulu arvutuse kéigus, sest valvuri vaartust kontrollitakse selle lisamuutuja kdigi vaartuste
korral uuesti. Néaiteks avaldise

[(X , yY) | Xx<-[1.. 6], vy<-[10 ™ x .. 100000], x >= 5]

vadrtus on list, mille ainus element on (5, 100000), kuid selle arvutamine votab kaua aega, sest
t00 kaigus proovitakse l&bi nditeks kbik paarid (1,y), kus 10 < y < 100000. Kui tuua valvur
parempoolse generaatori ette, saame sama vaartusega avaldise, mille vaartus leitakse vélkkiirelt.

Lisaks generaatoritele ja valvuritele voib komprehensioonavaldise sees esineda ka lokaalseid
andmedeklaratsioone. Lokaalsete andmedeklaratsioonide plokid algavad v6tmesdnaga let ja
nad eraldatakse komadega nagu generaatorid ja valvuridki.

Funktsioonid funktsiooni vaartusena ja argumendina

Haskellis on k&ik funktsioonid formaalselt iheargumendilised — td6tavad mingist kindlast Gihest
tlubist A kindlasse tulpi B. Mitmeargumendiliste funktsioonide asemel peab niisiis Haskellis
uheargumendilistega l&bi ajama. Selleks on kaks standardset voimalust.

Esimene on kasutada funktsioone, mille argumendittitip on korteeZitutp. Niisugused funktsioo-
nid votavad argumendiks korteeZi, mis ju sisaldab endas mitut eraldi vaartust — nii sGltubki
funktsiooni véaartus sisuliselt mitmest parameetrist. Kuna korteeZistintaks Haskellis on koma-
dega eraldatud komponendid Umarsulgudes, on funktsiooni rakendamine korteezile Haskellis
aravahetamiseni sarnane mitmeargumendilise funktsiooni rakendamisele standardsetes impera-
tilvsetes keeltes. Seega vOib kinnitada, et Uheargumendilisuse néue on puhtformaalne kitsendus,
mis keelt sisuliste valjendusvBimaluste poolest sugugi vaesemaks ei tee.

Funktsioonid Fst ja snd on triviaalsed naited kaheargumendilisi funktsioone kirjeldatud mottes
uheargumendiliselt lavastavatest funktsioonidest. Nad annavad lihtsalt emma-kumma oma argu-
mentidest vadrtusena valja ja teise viskavad &ra. Pisut sisukam on ulesannetes 60 ja 64 kirjutatud
vahe absoluutvaartust arvutav funktsioon.
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Haskellis lisandub siiski ks miinusmoment korteeZide kasutamise juures. Kuna korteeZ kujutab
endast andmestruktuuri, mitte lihtsalt Uksikute parameetrite loetelu, siis korteeZide kasutamise
puhul kulub mingil maéaral ressurssi nende andmestruktuuride tekitamiseks ning nende sobita-
miseks néaidistega. See on hind, mida Haskelli korteezidega programmeerija maksab tavaliste
imperatiivsete keelte mitmeargumendiliste funktsioonide kasutamisega vorreldes.

SeetOttu kasutatakse Haskellis enamasti teist vBimalust mitmeargumendiliste funktsioonide la-
vastamiseks: kasutada funktsioone, mille véartustiup on funktsioonititip. Paljuargumendilise
funktsiooni asemel kirjutatakse theargumendiline funktsioon, mis votab vaid esimese neist ar-
gumentidest ja annab tulemuseks funktsiooni, mis votab argumendiks jargmise argumendi jne,
niikaua kui argumente on — I6puks antakse vélja vajaliku funktsiooni véértus kogutud argu-
mentidel. Vahe imperatiivsete keelte paljuargumendilise funktsiooniga on niisiis selles, et see
Haskellile tliupiline konstruktsioon votab argumente Ukshaaval, mitte (ihekorraga.

Olgu f korteeziargumendiga funktsioon. Siis funktsiooni, mis saadakse funktsioonist f &sjakir-
jeldatud skeemi jargi, nimetatakse funktsiooni f curried-kujuks. Funktsioone, mis on mingi
funktsiooni curried-kujuks, nimetatakse curried-kujul funktsioonideks.

Néiteks funktsioonile\ (x , _) -> xvastav uutmoodi funktsioon on
\' X ->\ _ ->x

Ta votab argumendiks ihe objekti ning annab vaartuseks funktsiooni, mis vdtab omakorda teise
objekti ning annab esimese objekti vaartuseks. See funktsioon on tegelikult preltiudis defineeri-
tud ja kannab nime const. Niisiis funktsioon const on funktsiooni fst curried-kuju.

Curried-kujul funktsiooni, mis arvutab kahe arvu aritmeetilist keskmist, kirjeldaks avaldis
\'a->\ b->G+b) /2
Sama kolme argumendi korral oleks

\'a->\b->\c->(a+b+c) /73

Curried-kujul funktsioonide jaoks on olemas ka Kirjutamist lihtsustav eristintaks, mis voimaldab
korduvad lambdad ja nooled kaotada, jattes alles ainult esimese lambda ja viimase noole ning
kirjutades kbik argumendid lihtsalt Giksteise jarele neid vajadusel tihistimbolitega eraldades. Ka-
he ja kolme arvu aritmeetilist keskmist arvutavad funktsioonid oleks selle siintaksiga vastavalt
\'ab->(G+b)/72ja\ abc->(Ca+ b+ c) / 3. Selle erisintaksiga li-
sandub ndue, et sama lambda alla kogutud néidiste reas ei tohi tkski muutuja esineda korduvalt
— seni kehtis see ndue vaid igas naidises eraldi.

Curried-kujul funktsioonide rakendamine argumentidele ei ndua mingeid lisateadmisi. Nai-
teks funktsiooni const rakendamiseks argumendile 5 kirjutame ikka jérjest const 5. Tu-
lemuseks on siin funktsioon, seega saame veel korra rakendada — néiteks argumendile 0.2:
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(const 5) 0.2. Vastavalt const definitsioonile on viimase avaldise véartuseks 5. Funkt-
sioonid kujul const =z argumenti ei loe — on laisad —, seega on sama vaartus ka naiteks
avaldisel (const 5) (error "E").

Taolises kirjutises nagu (const 5) 0.2 vdib sulud &ra jatta, kuna funktsiooni rakendamine
jarjestkirjutamisega on vasakassotsiatiivne, sta b ¢ = (a b) c. See on veel (iks omadus, mis
teeb curried-kujul funktsioonide kasutamise Haskellis mugavaks.

Ulesandeid

84. Kirjutada ja testida interaktiivse interpretaatori kasurealt funktsiooni snd curried-kuju.

85. Kirjutada ja testida interaktiivse interpretaatori kasurealt Glesandes 64 kirjutatud funktsioo-
ni curried-kuju.

Standardteegis on lisaks juba tuttavale funktsioonile const defineeritud veel tohutult palju
funktsioone curried-kujul. Valdav enamik mitmeparameetrilisi arvutusskeeme on realiseeritud
curried-kujul funktsioonidena.

Arvulistest funktsioonidest on curried-kujul div ja mod, mis votavad ikshaaval argumentidena
kaks arvu ja annavad véartuseks vastavalt tdisarvulise jagatise ja jaagi esimese arvu jagamisel
teisega. Néiteks avaldised div 10 7 jamod 10 7 annavad vadartuseks vastavalt 1 ja 3, sest
10 jagamisel 7-ga on jagatis 1 ja tekib jaak 3.

Curried-kujul funktsioon subtract annab arvulisel argumendil véaartuseks funktsiooni, mis
oma argumendist lahutab selle arvu. Néiteks subtract 2 vaartus on funktsioon, mis oma ar-
gumendist lahutab arvu 2, nii et nditeks subtract 2 3 vaartus on 1. Funktsiooni subtract
thele argumendile a rakendades saab konstrueerida asendaja puuduvale sektsioonile kujul

(- a).

Veel vdib kasulik olla curried-kujul funktsioon compare, mis votab lkshaaval kaks argu-
menti jarjestatud vadrtustega tldbist ja annab tulemuseks nende vdrdluse tulemuse thdbist
Ordering. Voimalikud vaartused selles tibis on konstruktorid LT, EQ ja GT, mis tdhenda-
vad compare a b tulemusena vastavalt, et a vaartus on vadiksem b véartusest, a vaartus on
vordne b vaartusega ja a vaartus on suurem b vaartusest.

Listifunktsioonidest vdiks nditeks tuua funktsioonid take ja drop. Mdélemad vdtavad argu-
mendiks luhikese téisarvu n (st objekti tlibist Int) ja annavad vélja funktsiooni, mis votab
argumendiks mingi listi /. Tulemuseks on esimesel juhul list, mis koosneb listi I esimesest n
elemendist jarjekorda muutmata, kui /-s on vdhemalt n elementi, ja tervest listist /, kui [-s on
vahem kui n elementi, teisel juhul aga Ulejdanud elementidest. Nditeks take 2 [ 5, 6, 7]
vaértuseks on 2-elemendiline list elementidega 5, 6 ja drop 2 [5, 6, 7] véartuseks on
1-elemendiline list elemendiga 7.
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Samuti curried-kujul funktsioon ellem votab kshaaval argumentideks objekti ja sama tidipi
objektide listi ning annab véartuseks tdevaartuse vastavalt sellele, kas objekt esineb listis voi
teda ei leitud seal — kui list on Idpmatu ja objekt seal ei esine, tekib 16pmatu arvutus ilma
valjundita. Naiteks

elem 2 [1, 3] =* False,
elem 2 [1 .. | =*True,
elem (-2) [1 .. ] jadb Idpmatusse tsuklisse, vaartus on bottom.

Laiemalt vaadates on aga koik Haskelli infiksoperaatorid tegelikult curried-kujul funktsioonid.
Néiteks muutuja + ja avaldis\ a b -> a + b on sama véartusega. Veel enamgi — kaiki
Haskelli identifikaatoreid, mille vaartuseks on curried-kujul funktsioon, saab kasutada infiksselt.
Infiksse ja mitteinfiksse kasutuse jaoks on eraldi stintaks. Nagu juba dppisime, tuleb loendi (1)
sumbolitest koosnevaid identifikaatoreid vaikimisi kasutada infiksselt, tahelisi identifikaatoreid
aga vaikimisi infiksselt kasutada ei saa. Loendi (1) simbolitest koosneva identifikaatori kasuta-
miseks mitteinfiksselt tuleb ta panna Umarsulgudesse. Néiteks 2 + (-3) ja(+) 2 (-3) ar-
vutatakse iihtmoodi. Oigupoolest esimese variandi kirjutab juba kompilaator imber teise varian-
dina. Tahelise identifikaatori kasutamiseks infiksselt tuleb ta panna tagurpiditlakomade vahele.
Néiteksmod 10 7jal0 ‘ mod' 7 arvutatakse ihtmoodi — kompileerimise ajal asendatakse
teine variant esimesega.

Funktsioonidele div ja mod on preluddis nende infiksse kasutamise jaoks ka prioriteet ja as-
sotsiatiivsus defineeritud: mdlemad on vasakassotsiatiivsed ning korrutamise-jagamisega sama
prioriteediga.

Kui on vaja arvutada samade arvude jaoks nii jagatis kui jadk, on efektiivsem kasutada funkt-
siooni divMod, mis vdtab Ukshaaval arvulised argumendid nagu ka div ja mod, kuid annab
vadrtuseks paari, milles on jagatis ja jadk. Analoogselt ka funktsioonide take ja drop vééartuse
valjaarvutamisel samade argumentidega tehakse valdavalt sama t66d, mistéttu mdlema valja-
arvutamise vajaduse korral on efektiivsem kasutada funktsiooni spl 1 tAt, mis votab samad
argumendid nagu take ja drop, kuid annab vaartuseks paari, mille komponentide vaartused on
samad mis vastavalt funktsioonide take ja drop rakendamisel samadele argumentidele.

Ulesandeid

86. Leida list, mis koosneb jarjekorras 43 vahimast kolmekohalisest 1-ga 16ppevast arvust. Teha
seda kahel viisil, millest Uks saadakse teisest prefiksse ja infiksse kasutuse asendamisel
uksteisega.

87. Kirjutada avaldis, mille vaartus on sama mis avaldisel [ 1.2, 3.5], nii et ei kasuta ei
listide eristintakseid ega Uhtki nime infiksselt.
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88. Arvutada nii jagatis kui jadk arvu 10000000 jagamisel arvuga 4649, lastes vaartustada vaid
uhe véimalikult lihikese avaldise, kus prefiksset rakendamist ei esine.

Curried-kujul funktsioonide defineerimisel muutujate vaartuseks on muidugi véimalik kasutada
siiani kasitletud viise. Naiteks kolme arvu aritmeetilist keskmist arvutava curried-kujul funkt-
siooni vOib anda muutuja ar 1'tm3 véartuseks tikskdik kummaga deklaratsioonidest

aritm3 =\ abc-> (G +b+c) /3

aritm3 a
=\ bc->(+b+c) /3

Samas vOib paremalt poolt ka rohkem argumendinaidiseid vasakule Ule tuua, asetades nad nii
nagu curried-kujul funktsiooni rakendamisel ikka:

aritm3 a b
=\ c->(@+b+c) /3

aritm3 a b c
=(a+b+c) s/ 3
Niisugune argumentide liigutamine poolte vahel ei muuda deklaratsiooni tdhendust.

Sama muutujat vdib defineerida ka mitme deklaratsiooniga, mille vasakul pool on rohkem kui
uks argumendindidis. Sellisel juhul valitakse tegelike argumentide jargi esimene deklaratsioon,
mille argumendinéidistega tegelikud argumendid koéik vastavalt sobituvad. Naiteks funktsiooni
risti, mis votab tUkshaaval argumentideks kaks listi ja, kui need mdlemad on mittetiihjad,
annab vélja esimese listi peast ja teise listi sabast koostatud listi, vastasel korral aga tiihja listi,
vdib defineerida jargmiselt:

risti (X : ) (C :vys)
=X I Vys
risti _

=0

Esimene deklaratsioon laheb kdiku parajasti juhul, kui mdlemad argumendid on mittetuhjad lis-
tid, sest parajasti siis sobituvad mdlemad argumendid vastavate naidistega. Ulejainud juhtudel
laheb kéiku teine deklaratsioon, sest seal argumentidele tingimusi ei seata.

(17)

Kui muutuja, mille vaartus on curried-kujul funktsioon, defineeritakse mitme deklaratsiooniga,
lisandub ndue, et kdigis neis deklaratsioonides oleks vasakus pooles thepalju argumendindi-
diseid. Definitsiooni (17) teise deklaratsiooni asendamine deklaratsiooniga

risti =\ _ _ -> ] (18)
annab siintaksivea, kuigi ksikuna vottes on ta endise deklaratsiooniga samavéarne.
Muus osas kdik senivaadeldud reeglid kehtivad. Vasakus pooles voib defineeritavat muutujat

kasutada isegi infiksselt.
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Ulesandeid

89. Leida moodulist Prelude funktsiooni const definitsioon ja saada sellest aru.

90. Defineerida viimatiseletatud moel oma moodulis funktsioon curriedD i ff, mis on Ules-
andes 64 defineeritud funktsiooni curried-kuju.

91. Defineerida eelmise tlesande funktsioon nii, et deklaratsiooni vasakus pooles oleks ta ka-
sutatud infiksselt.

92. Kirjutada funktsioon takeLdpust, mis téotab nagu take, aga votab elemente listi 16-
pust. Nditeks takeLdpust 2 [ 3, 2, 4] vaartustamine peab andmal[ 2, 4].

93. Kirjutada oma moodulisse muutuja risti definitsioon (17), kontrollida, et see to6tab,
ja asendada siis teine deklaratsioon deklaratsiooniga (18). Jatta meelde veateade, mis tekib
nidd mooduli kompileerimisel: niisugune tekib, kui sama muutuja erinevad deklaratsioonid
omavad vasakus pooles erinevat arvu argumendinéidiseid.

94. Kas definitsiooni (17) teise deklaratsiooni arajatmisel saadav definitsioon on algsega sama-
vaarne?

95. Kas definitsioon, mille saame definitsioonist (17) m6lema deklaratsiooni argumendinéidiste
nihutamisel deklaratsiooni (18) eeskujul paremasse poolde, (a) kompileerub, (b) on algsega
samavaarne?

96. Defineerida curried-kujul funktsioon, mis votab tikshaaval argumentideks kaks listi ja an-
nab vaartuseks listi, mille elementideks on kdik need objektid, mis esinevad esimese voi
teise listi esimese elemendina, igatiks tépselt ks kord.

Curried-kujul funktsioonid on funktsioonid, mille vaartused on omakorda funktsioonid. Haskel-
lis saab muidugi ka funktsiooni argument olla funktsioon.

Funktsioone, mille argumendiks on funktsioon, nimetatakse korgemat jarku funktsiooni-
deks (ingl higher-order function). Niimoodi nimetatakse mdnikord ka funktsioone, mille
vaartus on funktsioon, st curried-kujul funktsioone. Need kaks erinevat k&sitlust saavad algu-
se erinevatest formaalsetest definitsioonidest, mis defineerivad véartuse jargu naturaalarvuna.
Jark loetakse kdrgemaks, kui ta on suurem kui 1. Mdlemal juhul vBrdub vaartuse jark tema
tlubi jarguga. Mdlemal juhul on tiubi jark vdrdne 0-ga parajasti siis, kui tegu pole funktsioo-
nitiilibiga. Oeldes teisiti, mittefunktsioonid on 0. jarku funktsioonid, funktsioonid aga vahemalt
1. jarku funktsioonid. Tahistades tiiiibi ¢ jarku (ihes méttes ord ¢ ja teises mdttes ord’¢, saa-
me, et nii ord¢ = 0 kui ord’t = 0 kehtivad parajasti siis, kui ¢ ei esitu kujul © — v. Kui
aga t = uw — v mingite tulpide « ja v Kkorral, siis ord¢ = max(ord v + 1,ord v), kuid
ord’ t = max(ord’ u, ord’ v) + 1. Kui funktsiooni argument ja vaartus on mdlemad mittefunkt-
sionaalsed, on mdlema definitsiooni jargi tegemist 1. jarku funktsiooniga. Samas curried-kujul
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funktsioonid on teise definitsiooni jargi juba kdrgemat jarku funktsioonid (jark suurem kui 1),
kui esimese definitsiooni jargi on naiteks + veel 1. jarku funktsioon.

Korgemat jarku funktsioonid on funktsionaalses programmeerimises véga olulised, andes (he
vdimaluse koodi abstraktsioonitaseme tostmiseks ja koodikorduse valtimiseks. Seda ndeme I&-
hemalt selles kursuses hiljem; praegu teeme ainult pdgusa n-6 ametliku tutvuse, kuna funktsioone
argumendiks votvate funktsioonide kasutamine ega defineerimine ei seondu ihegi uue stintakti-
lise konstruktsiooni ega reegliga.

Eelnevalt funktsioonide prefiksse kasutusega seoses tuli valja prefiksset rakendamist markiva jar-
jestkirjutamise vBimalik ké&sitlus vasakassotsiatiivse infiksoperaatorina prioriteediga 10. Kui nii,
siis prefiksne rakendamine on kérgemat jarku funktsioon, kuna ta vdtab argumendiks funktsioo-
ni.

Prefiksse rakendamise jaoks on preltitidis defineeritud ka tks péris infiksoperaator $. Nii naiteks
avaldise log 5 kohal vdib samavéérselt kirjutada log $ 5, avaldise take 2 [5, 6, 7]
kohal agatake 2 $ [5, 6, 7] vOiisegi (take $ 2) $[5, 6, 7].

Arvestada tuleb aga prioriteedi ja assotsiatiivsusega: operaatoril $ on need tavalise jarjestkirju-
tamisega vOrreldes vastupidised. Ta on paremassotsiatiivne prioriteediga 0. See on kasulik, kuna
erinevates situatsioonides vdib mugavam olla nii ks kui teine &&rmus. Naiteks vGtmaks aval-
disega[ -100, -97 .. 0] ++ [1, 4 .. 100] méaé&ratud listist vahejuppi 21. kuni 40.
elemendini, vdib Kirjutada avaldise

take 20 $ drop 20 $ [-100, -97 .. O] ++ [1, 4 .. 100].

Ilma $-operatsioonita tulnuks kasutada sulgusid, mis tekitanuks ménevdrra halvemini loetava
avaldise

take 20 (drop 20 ([ -100, -97 .. O] ++ [1, 4 .. 100])).

Operaatori $ tahenduses pole mingit sisulist erinevust tavalisest funktsioonirakendamisest. Kir-
jutiskujul f $ =z kirjutatakse lihtsalt imber kujul f z. Haskellis on olemas veel tiks funktsioo-
nirakendamisoperaator $1, mis erinevalt senistest vaartustab kdigepealt argumendi kuni valimise
konstruktori ilmumiseni vdi vea tekkimiseni (funktsiooni puhul senikaua, kui ilma argumendita
on vBimalik vaartustada) ja alles seejarel rakendab tulemusele funktsiooni. Prioriteet ja assotsia-
tilvsus on tal samad mis operaatoril $.

Operaatori $! abil on voimalik vajadusel funktsioone agaraks sundida. Néiteks kui avaldised
const 5 (error "E") jaconst 5 $ error "E" annavad mdlemad vaartustamisel
tulemuseks 5, siis const 5 $! error "E" tekitab vadrtustamisel taitmisaegse vea veatea-
tega “E”. Kui error "E" asemele panna length [1 .. ], siis esimesed kaks varianti
annavad ikka véartuseks 5, viimane variant aga jaab I6pmatusse tsiklisse.

Operaatori $! erinevust operaatorist $ nditab véga ilmekalt avaldiste

error "fun" $! error "arg" (29)
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ja
error "fun" $ error "arg" (20)

vadrtustamine. Kui (19) véartustamisel tuleb valja argumendi viga, siis (20) vaartustamisel funkt-
siooni viga. Sama lugu on mistahes vigaste vdi I6pmatusse arvutusse minevate funktsiooni ja
argumendi korral.

Olgu 16puks toodud ka tiks ndide kérgemat jarku funktsiooni defineerimisest muutuja véaartuseks.
Jargnev deklaratsioon seob muutujaga kdrgem funktsiooni, mis vdtab argumendiks funktsiooni
ja annab vaértuseks selle funktsiooni vaartuse kohal O:

kérgem f
N(dd néiteks kBrgem cos annab vaartuseks arvu 1, sest kdrgem cos = cos 0 = 1. Samuti
onkdrgem (2 +) jakdrgem (subtract 5) korrektsed avaldised: esimese vaartus on 2,
teise vaartus —b.

Funktsiooni kdrgem voib rakendada ka curried-kujul funktsioonidele, sest ainus tingimus, mi-
da definitsioon (21) funktsiooni kdrgem argumendile tegelikult seab, on see, et see argument
votaks argumendiks arvulise objekti. Naiteks aritmeetikatehted kdik sobivad. Nii naiteks on kor-
rektne avaldis kdrgem ( *), mille vaartuseks on nulliga korrutav funktsioon ehk konstantne 0.
Iga infiksoperaatori & korral on avaldis kbrgem & véartuselt vordne sektsiooniga(0 &) .

Ulesandeid

97. Mitmendat jarku funktsioon on kummagi késitluse kohaselt (a) eelnevalt defineeritud funkt-
sioon ar itm3, (b) $, kui ta on rakendatud argumentidele 1og ja 5?

98. Leida moodulist Prelude operaatori $ definitsioon ja saada sellest aru.

99. Defineerida oma moodulis muutuja ? vaartuseks postfiksne funktsioonirakendamine
(funktsioon oma argumendi jarel, st argument esimese ja funktsioon teise argumendina).

100. Teha labi avaldiste kérgem (2 +) ja kérgem (subtract 5) sammsammuline
vadrtustamisprotsess ja veenduda, et tulemuseks on vastavalt 2 ja —5. (kGrgem on defi-
neeritud deklaratsiooniga (21).)

101. Kasavaldiskdrgem ( - [ 88]) ontulbikorrektne? Kui jah, siis leida selle avaldise vaar-
tus, tehes labi sammsammulise vaértustamisprotsessi. (k6rgem on defineeritud deklarat-
siooniga (21).)

102. Kas avaldis kdrgem take on tlibikorrektne? Kui jah, siis kirjeldada selle avaldise vaar-
tust. (kdrgem on defineeritud deklaratsiooniga (21).)
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Rekursioon

Rekursiivseks (ingl recursive) nimetatakse definitsiooni, mille parem pool sisaldab muutujat,
mida see definitsioon defineerib. Vaartustamine rekursiivse definitsiooni jargi tekitab iteratiivse
protsessi: Kirjutades defineeritava muutuja asemele avaldise, mille see definitsioon temaga seob,
vOib tulemuses esineda seesama muutuja, mida tuleb siis omakorda asendada.

Rekursioon vdib olla otsene v6i vastastikune (ingl mutual). Eelmises 18igus kirjeldatud re-
kursiivsed definitsioonid tekitavad otsese rekursiooni. Oeldakse, et kaks definitsiooni on vas-
tastikku rekursiivsed (ingl mutually recursive), kui leidub niisugune definitsioonide ja-
da ¢, 91,...,9, = D, et mblemad vaadeldavad definitsioonid esinevad selles ning iga
1=0,...,n—1Kkorral ®,,, kasutab muutujat, mis on defineeritud definitsioonis ;. Ka vastastik-
ku rekursiivsed definitsioonid vdivad tekitada iteratiivse protsessi analoogselt otseselt rekursiivse
definitsiooniga.

Kuna muutujate vaartuse muutmine on vOimatu, ei saa Haskellis olemas olla ka imperatiivsetes
keeltes tavaparaseid tsiikleid. Koik tsuklilised protsessid tulebki programmeerida rekursiooniga.

Selle osa jaoks vOiks teha uue faili, nt nimega Rec . hs.

Rekursiivselt defineeritud funktsioonid

Funktsiooni rekursiivsel defineerimisel tuleb funktsiooni k&itumine suuremate argumentide kor-
ral avaldada funktsiooni vaartuste kaudu vaiksematel argumentidel. Tihti on vaja spetsifitseerida
ka baasjuht voi -juhud, milles rekursiivset péérdumist ei toimu. Kui baasjuhud puuduvad, toimu-
vad rekursiivsed poérdumised 18putult — I6pmatu listi arvutamisel see ongi eesmark.

Seejuures suurem-vaiksem seos on erinevatel juhtudel erinev. See vdib kokku langeda arvude
suurusjarjestusega — see tdhendab, et funktsiooni argumendid on arvulised. Baasjuhuks on siis
thdpiliselt funktsiooni kditumine argumendil 0. Samas vdib tegu olla struktuurse rekursiooniga,
kus funktsiooni kditumine suurematel andmestruktuuridel spetsifitseeritakse funktsiooni vaar-
tuste kaudu vaiksematel andmestruktuuridel. Andmestruktuuriks on vaga tihti just listid. Sellisel
juhul definitsioon tdpiliselt satestab funktsiooni vaartuse mittetthjal listil funktsiooni vaartuse
kaudu selle listi sabal ning tulpilise baasjuhuna séateatatakse funktsiooni véartus tthjal listil.

Rekursiivselt defineeritava taisarvuliste argumentidega funktsiooni tidpilisteks néideteks on mdo-
ne rekurrentselt defineeritud jada liikmeid arvutavad funktsioonid. Uks tuntumaid rekurrentselt
defineeritud funktsioone on faktoriaal. Matemaatiliselt antakse ta seostega

0l'=1, Vn>0(n!=(Mn—1)!-n).

Selle definitsiooni saab sisuliselt otse imber kirjutada Haskelli koodiks. Loenguslaididel on an-
tud rida faktoriaali definitsioone, millest enamik on otseselt rekursiivsed ning need, mis ei ole,
kasutavad kaudselt rekursiooni, st kasutavad standardteegi muutujaid, mille definitsioon on re-
kursiivne vdi kasutab omakorda kaudselt rekursiooni.
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Kui funktsioonile antud matemaatiline spetsifikatsioon ei ole rekurrentne, kuid tema arvutamine
nduab tsuklilist protsessi, peab rekurrentse seose ise tuletama. Olgu meil nditeks vaja program-
meerida funktsioon f matemaatilise definitsiooniga

n

f(n):2i4:14+...+n4,

i=1

st f(n) on n esimese positiivse tdisarvu 4. astmete summa. Tuleb leida rekurrentne seos f(n) ja
f(n — 1) vahel, milleks on

f(n) = f(n—1)+nt, (22)

sest selleks, et f(n — 1)-st ehk esimese n — 1 positiivse téisarvu 4. astmete summast saada f(n)
ehk esimese n positiivse taisarvu 4. astmete summa, piisab talle liita puuduv liige n*. On vaja
ka rekursiooni baasjuhtu — selleks vGtame vahima vdimaliku argumendi, mille korral antud
funktsiooni spetsifikatsioon veel mdtet omab, ehk n = 0; ilmselt sobib f(0) = 0 (siis kehtib seos
(22) ka n = 0 korral). Lisades veateate andmise negatiivse argumendi puhul, saame Haskelli
definitsiooniks

suurSumma n
= case compare n O of
GT
-> suurSumma (n - 1) + n ™4
EQ
-> 0

. (23)

-> error "suurSumma: negatiivne liidetavate arv"

Iga funktsioon, mis antakse argumendil » kui summa mingi teise funktsiooni vaartustest argu-
mentidel 1-st n-ni, on analoogiliselt rekursiivselt defineeritav. See tuleneb asjaolust, et summa-
operaator pohimotteliselt on matemaatiliselt rekurrentselt defineeritav. Seejuures argumendil 0
on funktsiooni vaartus alati 0, sest 0 on liitmise Ghikelement. Sama kehtib ka korrutamise korral,
ainult et argumendil 0 on funktsiooni vaartus 1 — korrutamise Uhikelement. Faktoriaal néiteks on
sellest erijuht, kus argumendil n korrutatakse kokku identsusfunktsiooni vaartused argumentidel
1-st n-ni.

Rekurrentse vdrrandi matemaatilise spetsifikatsiooni otsene t6lge Haskelli koodiks on kasutatav
ainult 1. jarku vorrandite puhul. Kérgemat jarku rekurrentse vorrandi puhul annab see naiiv-
ne lahenemine eksponentsiaalse keerukusega to6tava koodi, seetdttu tuleb kasutada kavalamaid
meetodeid.

Votame nditeks Fibonacci jada, mis matemaatiliselt antakse seostega

F() = 0, Fl = 1, Vn > 2 (Fn = Fn—l + Fn—Z)-
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Vorrand on 2. jarku, sest elemendid on méaratud 2 eelneva kaudu. See jada ldistub loomuldasa
ka negatiivsetele indeksitele valemiga

vn < 0 (F, = (-1)™'F.,).

Kui kirjutaksime Haskelli koodi otse matemaatiliste seoste pdhjal, v@iksime saada nditeks defi-
nitsiooni
fib n

| n>=2

= fib (n - 1) + fib (n - 2)

| n>=0 . (24)

=n

| otherwise

= (if odd nthen 1 else -1) * fib (-n)

Kasutatud standardfunktsioon odd kontrollib, kas argument on paaritu arv. Selle koodi jargi
arvutades toob iga Fib valjakutse 1-st suuremal argumendil kaasa kaks uut véljakutset, valja-
kutsete arv kasvab eksponentsiaalselt. Lineaarse keerukuse saavutamiseks tuleks pidevalt hoida
kaks viimast vahetulemust korraga kéttesaadavana, igal tasemel peab piisama tihekordsest rekur-
siivsest valjakutsest.

Uks vBimalus selleks on defineerida abifunktsioon, mille véartuseks oleksid paarid kahest jar-
jestikusest Fibonacci arvust, ja anda otsitava funktsiooni vaartus kui abifunktsiooni t66 tulemuse
Uks komponent:

fib n
| n>=0
= let
fib O
=@, D
fib n
= let
(u, v) . (25)
= fib (n - 1)
in
v, u+v)
in
fst (fib n)
| otherwise

= (if odd nthen 1 else -1) * fib (-n)

Ulesandeid

103. Kirjutada oma moodulis veel Uks faktoriaalifunktsiooni fact definitsioon, mis kasutab
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funktsiooni compare; negatiivse argumendi puhul peab ta t66 I6petama olukorda identi-
fitseeriva veateatega.

104. Kontrollida interaktiivse interpretaatoriga, et koodiga (25) defineeritud fib to6tab vastu-
vOetava ajaga méarksa suuremate argumentide korral kui koodiga (24) defineeritud Fib.

K®oik funktsioonid listidel, mis teevad midagi madramata arvu komponentidega, tuleb program-
meerida rekursiooniga. Loenguslaididel on rida nditeid ka sellest.

Eeldefineeritud funktsioonide abil on Haskellis vdimalik vdga palju kasulikke arvutusi &ra rea-
liseerida. Siiski ei ole vaid eeldefineeritud funktsioone kasutav arvutus alati kdige efektiivsem.
Vo6tame nditeks avaldised kujul

(elem a | , delete a [). (26)

Juba tuttav funktsioon ellem votab objekti ja sama tlupi elementidega listi ja annab vééartu-
seks True parajasti siis, kui antud objekt esineb antud listis. Moodulis Data:List defineeritakse
funktsioon de lete, mis votab samasugused argumendid ja annab vaartuseks listi, mille saab ar-
gumendist argumentobjekti esimese esinemise eemaldamisel, kui argumentobjekt argumentlistis
esineb, vastasel korral annab vaartuseks listi enda. VVaartustades avaldist (26), otsivad mdlemad
funktsioonid sama objekti esinemist samast listist ja seda t66d teeb kumbki teisest s6ltumatult
ise. Seega kui mdne objekti ja listi jaoks on vaja rakendada nii funktsiooni e lem kui funktsiooni
delete, mis vOib praktikas kergesti ette tulla, on motet kirjutada uus funktsioon, mis arvutab
soovitud tdevadrtuse ja listi Ghekorraga ning annab nad paarina vastuseks. Kood vdiks olla

eemaldaEsimene a (X : Xs)
|a::
= (True , Xs)
| otherwise
= let
(tv , us) = eemaldaEsimene a Xxs °
in
(tv , X I us)
eemaldaEsimene _

= (False , [D

(27)

Defineerime siin paaride kasutamise nditena veel funktsiooni split2, mis vGtab argumendiks
listi ja jaotab tema elemendid Ule the kahte listi, andes tulemuseks listipaari:

split2 (x : xs)

= | et
(us , vs) = split2 xs
in i (28)
(X - vs , us)
split2 _
=1 . D
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Ulesandeid

105. Leida moodulist Prelude funktsioonide ! I, take, drop, spl 1 tAt definitsioonid ja saada
neist aru.

106. Kirjutada oma moodulisse definitsioon (28) ja veenduda interaktiivse interpretaatori ké&su-
rida kasutades, et defineeritud funktsioon spl 1t2 I6pmatul argumentlistil on paar kahest
IGpmatust listist.

107. Kirjutada curried-kujul funktsioon eemaldaKdik, mis tagastab argumentobjektil = ja
argumentlistil / paari, mille esimene komponent on tdevaartus, mis (tleb, kas x esineb listis
[, ja teine komponent saadakse [-st kdigi = esinemiste eemaldamisel.

108. Defineerida curried-kujul funktsioon FlatZip, mis votab argumendiks kaks listi ja koos-
tab listi, mille elemendid tulevad vaheldumisi hest ja teisest listist, niikaua kui votta saab.
Kui Uhe listi elemendid l8pevad, siis teise listi Ulejaddv osa jadb muutmata kujul vastuslisti
I16ppu. Sisuliselt on tegu koodiga (28) defineeritud funktsiooni spl1t2 jarelpoordoperat-
siooni curried-kujuga.

Monikord ei piisa listirekursiooni puhul sellest, et programmeeritakse rekursiooni baas vaid tiihja
listi jaoks. On vaja eraldi spetsifitseerida ka funktsiooni kéitumine theelemendilise listi jaoks.
Niisugune on néiteks funktsioon, mis kontrollib, kas kdik elemendid listis on v@rdsed. Anname
sellele kaks vBimalikku naitedefinitsiooni.

Esimene on otsene definitsioon:
kdikVordsed (x - xs@(y : _))
= X == y && kdikVdrdsed xs
kdikVordsed _ ’
= True

(29)

Kuna funktsiooni vaartus tuhjal ja Gheelemendilisel listil on sama, dnnestub need kaks juhtu
kokku vétta ja piirduda kahe deklaratsiooniga. Algoritmi tldp&himdtteks on kontrollida, kas iga
kaks jarjestikust elementi on vordsed.

Teine definitsioon

kdéikVvordsed (x : Xxs)
= let
k6ikVordsed (z : zs)
= X == z && koikVordsed zs
kdikVordsed _
= True
in
k6ikVordsed xs
k6ikVordsed _
= True

(30)
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saab hakkama mittetuhja listi juhu Ohtse kirjeldamisega, kuid kasutab selleks abifunktsiooni,
mille kutsub valja argumentlisti sabal ja mille defineerib omakorda rekursiooniga. Algoritmi
uldpdhimatteks on kontrollida, kas kdik elemendid vorduvad esimesega.

Definitsioon (30) nditab muuhulgas seda, et lokaalselt saab varjata isegi sellessamas deklaratsioo-
nis defineeritava muutuja. Definitsiooni (30) esimene deklaratsioon defineerib globaalset muu-
tujat kb 1kVordsed, kuid defineerib lokaalselt samanimelise muutuja k6 1kVérdsed, mille
vaartus on hoopis teine. Lokaalne kd 1kVOrdsed on nédhtav |et-avaldise piires.

Jargnevalt defineeritud funktsioon eraldaSegment votab argumendiks listi ja I6hub selle ka-
heks listiks esimeselt kohalt, kus elemendid ei lahe mittekahanevalt:

eraldaSegment (X : Xxs)
= let
eraldaSegment x xs@~(y : ys)
| null xs || x>vy

= (x] , xs)
| otherwise
= let (31)
(us , vs) = eraldaSegment y ys
in
(X - us , vs)
in
eraldaSegment x Xxs
eraldaSegment _
= . D

Selle abil saab defineerida funktsiooni segmendid, mis antud listi jargi teeb tema segmentide
listi, st tulemuslisti elementideks on maksimaalsed mittekahanevad I16igud argumentlistis:

segmendid []

= [
segmendid xs
= let . (32)
(us , vs) = eraldaSegment xs
in

us : segmendid vs

Definitsioon (32) on kull rekursiivne, sest teine deklaratsioon sisaldab p66rdumist enda poole,
kuid rekursiooniskeem on ebatavaline, kuna rekursiivne podérdumine ei toimu listi saba poole.
Kui argument on mittetuhi list — kéiku l&heb siis teine deklaratsioon, sest esimese deklaratsiooni
argumendindidisega ta ei sobitu —, kutsutakse valja funktsioon eraldaSegment, mis annab
katte esimese segmendi ning jarelejadva osa — rekursiivne pdérdumine tehakse viimasele.
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Ulesandeid

109. Naidata, millised nime kdi1kVdrdsed esinemised definitsioonis (30) téhistavad globaal-
set ja millised lokaalset muutujat.

110. Kirjutada funktsioon jarjestatud, mis votab argumendiks arvude listi ja annab vaartu-
seks True vOi Fal se vastavalt sellele, kas list on 18plik ja mittekahanevalt jarjestatud voi
leidub listis element, mis on talle eelnevast vaiksem.

111. Kirjutada funktsioon vahed, mis leiab etteantud arvude listi jargi listi, mis koosneb argu-
mentlisti kahe jarjestikuse elemendi vahedest.

112. Kirjutada funktsioon kuniKorduseni, mis v6tab argumendiks listi ja annab vélja selle
listi algusosa kuni esimese elemendini, mis vdrdub talle jargneva elemendiga, kui selline
koht listis leidub, vastasel korral annab valja argumentlisti enda.

113. Kas definitsioonis (32) esimese deklaratsiooni darajatmisel saadud kood defineerib sama
funktsiooni kui algne kood?

114. Kirjutada Ulesandes 107 defineeritud funktsiooni eemaldaKdik abil funktsioon
korduvad, mis votab argumendiks listi ja annab tulemuseks paarikaupa erinevate
elementidega listi, mis koosneb parajasti argumentlistis korduvatest elementidest.

Vastastikku rekursiivsete funktsioonide korral vdib t66 kéigus tsukliline tagasip66rdumine sama
funktsiooni poole aset leida mdne teise funktsiooni valjakutse kaudu. Néiteks deklaratsioonidega
uksnul O

Uksnul n
=1 : nuliks (n - 1)

nuliks O

nultks n
=0 : dksnul (n - 1)

defineeritud funktsioonid Uksnul ja nuliiks on omavahel vastastikku rekursiivsed, sest nad
kutsuvad kumbki teineteist valja.
Ulesandeid

115. Mis on funktsiooni Uksnul vaartus mittenegatiivsel argumendil »n? Mdoistatage peast ja
siis testige arvutil.

Kui meile pakub nditeks huvi ainult ksnul ja funktsiooni nuliiks ainus valjakutse asub
Uksnul kehas, vBib nultiks definitsiooni viia let-avaldisega Uksnul lokaalseks definitsioo-
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niks. Niisiis vdivad Haskellis vastastikku rekursiivsed olla ka funktsioon ja tema kehas lokaalselt
defineeritud funktsioon.

Ulesandeid

116. Kirjutada funktsioon vahe lduv, mis vdtab argumendiks stringi ja annab véartuseks strin-
gi, mille igal paarituarvulisel kohal on algse stringi vastaval kohal oleva tahe suurtaheline
variant ning igal paarisarvulisel kohal algse stringi vastaval kohal oleva tahe véiketaheline
variant.

Kui rekursiivne protsess kutsub vélja mingi arvutuse, mis ei soltu rekursiooni parameetritest,
tuleks see arvutus viia rekursioonist valja, et seda sooritataks nii vahe kordi kui vdimalik.

Akumulaatorid

Akumulaator (ingl accumulator) on rekursiivse funktsiooni formaalne argument, milles véaar-
tustamise kéigus asuvad arvutuste vahetulemused.

See téhendab, et rekursiivsel po6rdumisel antakse uuendatud vahetulemus selles argumendis kaa-
sa. Tihti on akumulaatoriteks spetsiaalselt selle eesméargiga loodud lisaargumendid.

Akumulaatoreid v3ib kasutada tisna mitmel eesmargil. Uks neist vdib olla lihtsalt imperatiivse
programmeerimisstiili jargmine. Imperatiivses programmeerimises kujuneb arvutuse I6pptule-
mus tadpiliselt valja mingi perioodiliseelt uuendatud véartusega muutujas. Kuna funktsionaalses
programmeerimises muutujate vaartused ploki sees ei muutu, saab sellist arvutustookaiku lavas-
tada vaid rekursiivsete funktsioonide formaalsete argumentidega, mis saavad votta uue vaartuse
igal jarjekordsel podérdumisel funktsiooni poole.

Funktsionaalses keeles ndeb imperatiivset paradigmat ahviv programm muidugi vélja tsna teist-
moodi kui imperatiivses keeles, taoline stiil koodi loetavust vaevalt et parandab. Akumulaatori
kasutamise sisulistest eesmarkidest kdige levinum on pikkade vaartustamata avaldiste véltimine
arvutuse kaigus ja seega malu kokkuhoid.
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Anname koodiga (23) defineeritud funktsioonile suurSumma uue definitsiooni

suurSumma n
| n>=0
= | et
suurSumma a i
| # <=n
= suurSumma (a + 1 ~4) (i + 1)
| otherwise
= a

(33)

in
suurSumma 0 1
| otherwise
= error "suurSumma: negatiivne liidetavate arv"

Juhud, kus argument on mittenegatiivne, on kokku voetud ja realiseeritud endisest erinevalt,
akumulaatoriga lokaalse abifunktsiooniga, mille nimi on samuti suurSumma (lihtsuse maottes,
et ei peaks uut nime valja motlema).

Lokaalse abifunktsiooni definitsiooni saab kdigepealt votta kui imperatiivse programeerimisstiili
jargimist, sest arvutus toimub sarnaselt sellele, mida imperatiivses keeles 4. astmete summat ar-
vutava funktsiooni programmeerimisel tehtaks tsiikli sees. Lokaalse suurSumma esimene argu-
ment a on akumulaator, tema vaartustena jooksevad arvutusprotsessi kéigus labi vahetulemused,
teine argument 1 aga mangib tsukliindeksi rolli. Valvur 1 <= n taidab tsikli jatkamistingimuse
rolli, sest parajasti siis, kui tema annab True, toimub rekursiivne pé6rdumine. Algselt on aku-
mulaatori véartus 0, sest valine suurSumma kutsub let-avaldises valja sisemise suurSumma
argumendiga 0. Igal rekursiivsel podrdumisel antakse suurSumma uueks akumulaatorargumen-
diks akumulaatori jooksva vééartuse ja jooksva tsukliindeksi 4. astme summa ning tsukliindeksiks
jooksvast tsiikliindeksist jargmine naturaalarv. Niimoodi tekib akumulaatorisse 1* liitmine, 2*
liitmine jne. Kui 1 vaartus on saanud suuremaks n vaartusest ehk kbik vaartused 1-st kuni n
vadrtuseni on labitud, antakse funktsiooni vaartusena valja akumulaator, kuhu ongi t66 kéigus
kogunenud just vajalikud liitmised.

Samas definitsioonis on lihtsasti margatav ka akumulaatori kasutamise teine eesmérk. Varasema
definitsiooni (23) jargi vaartustades ei teki enne rekursiooni pdhjani jdudmist tihtki summaaval-
dist, mis ei sisaldaks muutujat suurSumma, mistdttu liitmiste sooritamine saab pdhimaotteliselt
alata alles rekursioonisligavusest tagasipoordumisel, enne tuleb aga kbik need liitmised pika aval-
disena méllu mahutada. Uues definitsioonis on aga olemas summaavaldis, kus liidetavad tund-
matuid ei sisalda — nimelt akumulaator rekursiivsel véljakutsel — ja mida on seega voimalik
jooksvalt véértustada, et malu saasta.

Katsetades selgub aga, et definitsioon (33) praktiliselt polegi parem kui definitsioon (23). Suu-
rim argumendi vaartus, mille korral suurSumma arvutamine mélu Uletditumist ei pdhjusta, on
definitsiooni (33) kasutades enam-vahem sama mis definitsiooni (23) puhul. Asi on selles, et
Haskell vaartustab vaikimisi kdike laisalt ja kuna definitsioonis (33) pole midagi, mis nduaks
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akumulaatori vaartustamist, siis seda ka ei toimu ja akumulaator kogub endasse vaid jarjest pi-
kenevat véartustamata summaavaldist. Et olukorda parandada, tuleb akumulaatorit operaatoriga
$1 jooksvalt vaartustama sundida. Piisab see operaator sobivasse kohta lisada:

suurSumma n
| n>=0
= let
suurSumma a i
| 1 <=n
= ($1) suurSumma (a + 1 M 4) (i + 1)
| otherwise
= a
in
suurSumma 0 1
| otherwise
= error "suurSumma: negatiivne liidetavate arv"

(34)

Avaldis ($!) suurSumma (a + §I ™ 4), mis on muidugi samavairne avaldisega
suurSumma $! a + 1 ™ 4, paneb arvutusprotsessi iga kord enne suurSumma rekur-
siivset véljakutset avaldist a + 1 ~ 4 véartustama. Niimoodi defineeritud funktsiooni vdib
edukalt kasutada mitu suurusjarku suuremate argumentide korral kui eelmisi versioone.

Seejuures avaldist 1 + 1 see $1 véartustama ei sunni, kuid seda polegi vaja, kuna see avaldis
vadrtustatakse kohe parast rekursiivset podrdumist esimest valvurit vaartustades niikuinii.

Ulesandeid

117. Kirjutada oma moodulisse deklaratsioonid (23), (33), (34) ja neid kahekaupa vélja kom-
menteerides kontrollida igatihe puhul, kui suure argumendiga on Hugs vdimeline niimoodi
defineeritud funktsiooni arvutama ilma mélu Gletditumiseta.

118. Arvu x kahanevaks faktoriaaliks naturaalarvu & jargi nimetatakse arvu

@ =xz(xz—-1)...(x—(k—-1)).

Anda oma moodulis akumulaatoriga definitsioon curried-kujul funktsioonile kfact, mille
vadrtus argumentidel = ja k£ on (x),. Akumulaatoris peab toimuma jooksev vaartustamine.
Negatiivse teise argumendi korral peab ta andma vastavasisulise veateate.

Akumulaatorid on mdnikord kasulikud ka ajalise keerukuse véhendamiseks. Néiteks vaatleme
loengumaterjalis toodud naidet listi tmberpd6oramisest. Naiivne definitsioon

reverse (X : XS)
= reverse Xs ++ [X]
reverse _

=0

(35)
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viib ruutkeerukusega arvutuseni, sest kui tahistada n-ga argumentlisti pikkust, siis protsessi kai-
gus vasakult konkateneeritavate listide pikkused on 0,1,...,n — 1, mille summa on ruutpoli-
noom n suhtes. Akumulaatori kasutamine vdimaldab liste podrata lineaarse keerukusega:

reverse
= let
reverse as (X I XS)
= reverse (X : as) Xxs
reverse as _ )
= as
in
reverse []

Siin on akumulaatoriks lokaalse funktsiooni argument as.

Ka kdrgemat jarku rekurrentsete vorranditega antud jadade liikmete efektiivseks arvutamiseks
vOib kasutada akumulaatoreid. Eelmises jaotises vaadeldud viis Fibonacci jada liikmete leid-
miseks lineaarse keerukusega pole ka parim, sest igal rekursioonisammul konstrueeritakse uus
paar, andmestruktuuri tekitamine malus aga nduab lisaressurssi. Selle asemel vdib korraldada
summade leidmist akumulaatoris. Et kogu aeg on vaja teada 2 vahetulemust, peab ka akumulaa-
toreid olema 2. Tulemus on jargmine:

fib n
| n>=0
= |let
fi _ 0

fi (36)

ol o
=00 O QD

b n
ibb @G+b) (n-1)
in
fib 0 1n
| otherwise
= (if odd n then 1 else -1) * fib (-n)

Koodi (36) eelis arvutuskiiruses koodiga (25) vorreldes on siiski vaid marginaalne.

Ulesandeid

119. Mangida paberil 1&bi avaldise fib 5 vaartustusprotsess definitsiooniga 36.

120. Anda koodiga (28) defineeritud funktsioonile spl 1t2 kahe akumulaatoriga definitsioon.
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121. Kirjutada definitsiooni (36) pdhjal Fib selline definitsioon, mille jargi arvutades toimub
akumulaatoris jooksev vaartustamine.

On veel ks tidpiline olukord, kus akumulaatoritehnika on hédavajalik — 16pmatute listide ele-
mentide omavaheliste suhete analliisimine.

Olgu meil néiteks vaja mistahes listi kohta kontrollida, ega temas ei ole korduvaid elemente.
Pidades silmas vaid 18plikke liste, vdib programmeerija Kirjutada definitsiooni

kordusteta (X : Xxs)
= not (elem x xs) && kordusteta xs
kordusteta _ '
= True

(37)

Kui list on tihi, antakse True, sest tiihjas listis Ukski element ei kordu. Mittetihja listi puhul
peab elementide mittekorduvuseks olema taidetud parajasti kaks tingimust: et esimene element
ei esine jargmiste hulgas (kontrollib not (elem x Xxs)) ja et nende jargmiste elementide
hulgas ei esine kordumisi (kontrollib kordusteta xs rekursiivselt). Niisiis tundub, et defi-
nitsioon on korrektne.

Paraku see definitsioon ei kBlba kuskile, kui argumentlistid ei pruugi olla I6plikud. Naiteks 18p-
matul listil, mille esimene element on 0 ja kdik tlejadnud elemendid vorduvad 1-ga, jdab funkt-
sioon 16pmatult t66le, kuna algoritm, mille definitsioon (37) realiseerib, kdigepealt kontrollib,
kas esimene element tagapool esineb — kuna tagapool on I6pmata palju elemente ja neist tkski
esimesega ei vOrdu, jaab see osa I6pmatult tédle. Samas on selge, et piisaks vaid teise ja kolman-
da elemendi vordlusest tegemaks kordumiste esinemine kindlaks.

Algoritm, mis siinkohal aitaks, peaks tegema vordlusi teises jarjekorras. Parem algoritm vordleb
iga elementi temast eespool olevatega, mitte tagapool olevatega nagu teeb (37). lgale elemendile
eelneb listis vaid I6plik arv elemente ja seetdttu jGuab niisugune algoritm suvalise kahe elemendi
vordlemiseni 16pliku arvu vordluste jérel.

Definitsioon

kordusteta
= |l et
kordusteta as (X : Xs)
= not (elem x as) && kordusteta (x : as) Xs
kordusteta _
= True

(38)
in
kordusteta []

realiseeribki korduvuste leidmise sellise algoritmiga. Akumulaatoris as hoitakse jooksvalt ar-
gumentlisti alguselemente, mille omavahelised vordlused on juba tehtud. See definitsioon leiab
esineva korduse ules isegi juhul, kui list on osaline.
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Ulesandeid

122. Kui definitsioonis (38) konjunktsiooni pooled &ra vahetada, kas definitsioon muutuks hal-
vemaks, paremaks voi pole vahet?

123. Kirjutada funktsioon disjunktsed, mis votab tikshaaval kaks listi ja kui nad on I6plikud
vOi I6pmatud ja sisaldavad ihiseid elemente, siis annab vélja tdevéaartuse False, kui aga
mdlemad listid on I8plikud ja Ghiseid elemente ei sisalda, annab valja True. Kuidas see
funktsioon to6tab, kui ks listidest on osaline?

124. Kirjutada funktsioon uur iKoImikud, mis votab argumendiks listi ja annab valja True,
kui listis leidub kolm erinevas positsioonis elementi, mis moodustavad aritmeetilise prog-
ressiooni, vastasel korral kui list on 18plik, siis annab vélja False.

“Jaga ja valitse” tehnika

“Jaga ja valitse” (ingl divide and conquer) tehnika puhul jagatakse argument igal rekursioo-
nisammul kaheks v@imalikult vordseks “osaks” ja kombineeritakse otsitav vaartus rekursiivse
poordumise tulemustest neil osadel. Mdnikord voimaldab see keerukuses voita.

Olgu meil néiteks vaja programmeerida tavaline arvu astendamine téisarvuga, mis positiivsel
astendajal defineeritaks korduva korrutamise kaudu, negatiivsel aga lisaks pdordarvu leidmise
abil. Kandes matemaatilise definitsiooni naiivselt tile Haskelli, saaksime definitsiooni

aste a n
= case compare n O of
GT
->astea (n-1) *a
£ (39)
-> 1

-> 1/ aste a (- n)

Arvutus selle definitsiooni jargi sooritab positiivse astendaja korral niipalju operatsioone, kui
suur on astendaja vaartus. Teisi sonu, see definitsioon to6tab lineaarse keerukusega astenda-
ja suhtes. Samas saab korduva ruututdstmisega korrutamiste arvu oluliselt vahendada, sest nii
leiame sama arvu astmed logaritmilise korrutamiste arvuga. Naiteks a® leidmisel pole métet ra-
kendada arvutusskeemi 1 +5 a +5 a®* ¥ a® & a* S a® S a® B o7 S a®, sooritades 8
korrutamist, kuna lihtsam on leida sama vaartus skeemi a > a®> = a* > a® jérgi, kus sqr
tahistab ruututdstmist, tehes vaid 3 korrutamist.

See kaval viis astme arvutamiseks rakendab “jaga ja valitse” tehnikat. Arvu astme arvutamiseks
leitakse samal meetodil sama arv poole vaiksemas astmes ning tdstetakse tulemus ruutu. Kujuta-
des astet ette pika korrutisena, jagab see viis astme arvutamiseks tegurid kahte vordsesse gruppi,
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leiab samal viisil tulemuse kummalgi gruppidest ning korrutab need. Vit keerukuses tuleb sel-
lest, et kuna grupid on vOrdsed, piisab algoritmi rakendada vaid thel neist, tulemuseks teisel
grupil voib arvutusi tegemata votta sama arvu.

Uldjuhul tuleb veel kaituda pisut erinevalt paaris ja paaritute astendajate korral, sest paaritut
tegurite arvu ei 6nnestu tapselt pooleks jagada, umbes pooleks jagamine aga antud juhul vitu
ei anna. Paaritute astendajate puhul tuleb Uks tegur eraldada, nii et jarele jaéb paarisarv tegureid,
viimastega kdituda juba kirjeldatud moel ning tulemust 16puks korrutada algul eraldatud teguriga.
Saame definitsiooni

aste a n
= case compare n O of
GT
-> | et
(q , r) = divMod n 2
z = aste a (
in ’
if r=0then z * zelse z * 2z * a

(40)

EQ
-> 1

->1 / aste a (- n)
mis erineb definitsioonist (39) vaid positiivse astendaja juhul.

Votmesammuks definitsioonis (40) on rekursiivse pédrdumise aste a q sidumine lokaalse
muutujaga, mille tulemusel toimub igal rekursioonitasemel vaid ks rekursiivne poérdumine ja
vaheaste arvutatakse tdepoolest vaid the korra vélja. Kui seda mitte teha ja i n jarel olevas aval-
dises panna z asemele aste a (, oleks kogu Umbert6dtamise vaev kasutu, korrutamiste arv
vorduks vanaviisi astendaja vaartusega.

Ulesandeid

125. Lulitada Hugsis sisse reduktsioonide (arvutussammude) ja kasutatud méaluthikute loendur
(zs +s) ning arvutada ratsionaalarvude suuri astmeid nii definitsiooniga (39), definitsioo-
niga (40) kui definitsiooniga, mille saame viimasest, kui rekursiivse péordumise tulemust
muutujaga ei seota ja z asemel on tingimusavaldises aste a (. Veenduda, et viimane
nduab niisama palju ressurssi kui definitsioon (39), samas kui (40) jargi arvutamine on
tunduvalt Kiirem ja piirdub Glivaikese reduktsioonide arvuga.

Klassikalised néited “jaga ja valitse” tehnika rakendamisest on listi sorteerimine kiir- ja mesti-
mismeetodil.

Kiirmeetodi pdhimotteks on jagada listi elemendid kaheks nii, et esimeses grupis on koik ele-
mendid vaiksemad teise grupi kdigist elementidest. Siis sorteeritakse samal meetodil kumbki
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grupp ning tulemus saadakse esimese grupi elementide sorteeritud listi konkateneerimisel teise
grupi elementide sorteeritud listi ette. Kui jagamisetapil tekkivad grupid on dldjuhul Uksteisele
lahedase suurusega, on kiirmeetod keerukusklassis n log n listi pikkuse n suhtes. Kui aga domi-
neerivad ebalihtlased jagunemised, siis kiirmeetod td6tab ruutkeerukusega ja parem on kasutada
mdnd muud meetodit.

Haskellis selle algoritmi realiseerimiseks kirjutame kdigepealt funktsiooni, mis teostab listi ja-
gamist kaheks ndutud viisil. Seda sobib tegema definitsioon

jaga x (z : zs)
= let
(us , vs) = jaga X zs
in : (41)
if z<=xthen (z - us , vs) else (us , z - vs)
Jaga _ _
= . D

mis jagab elemendid kaheks listiks vastavalt suvalisele etteantud objektile: viimasest védiksemad
vOi temaga vordsed paneb esimesse ja suuremad teise listi. Nuld on sorteerimine kiirmeetodil
realiseeritav definitsiooniga

gsort (X : Xxs)

= let
(us , vs) = jJaga X Xs
in ) (42)
gsort us ++ X : qgsort vs
gsort _
= [

Listi kaheks jagamine toimub tema esimese elemendi véartuse jargi. Miski ei garanteeri, et see
on parim valik ega et tulemuseks olev algoritm tootab efektiivselt. See s6ltub argumentlistidest,
millele funktsiooni gsort rakendada tuleb. Juhuslikus jarjekorras elementidega listide puhul
annab esimese elemendi jargi kaheks grupiks jagamine madistlikkuse piires erineva pikkusega
listid, nii et meetod on kasutatav.

Igal juhul pole definitsioon (42) ka kiirsorteerimisalgoritmi efektiivseim variant, mida Haskel-
lis kirjutada saab. P6hjus on sarnane sellega, miks funktsiooni reverse naiivne definitsioon
(35) annab ebaefektiivse arvutuse: rekursiivne poddrdumine konkatenatsiooni vasakus argumen-
dis, mille tulemusel tdstetakse juba paika pandud elemente uuesti imber.

Konkreetselt definitsioonist (42) réékides siis gsort us tulemus, valmissorteeritud listiosa,
tostetakse elementhaaval x - gsort vs ette. Kuna gsort us ise arvutatakse sama algo-
ritmiga, siis analoogselt osa sellest listist vdib jarelikult juba tema koostamise kéigus varem
elementhaaval imber tdstetud olla, need elemendid siis tdstetakse kokkuvdttes imber kaks kor-
da. Sama arutelu jatkates saab selgeks, et mida véaiksemad on algse listi elemendid, seda rohkem
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kordi nad satuvad jaotamisel vasakpoolsesse 0ssa ning niisama palju kordi tdstetakse neid tihjalt
(veel pérast drasorteerimist) Umber.

Lahendus on sama mis reverse puhul — kasutada akumulaatorit, mis vdimaldab iga sortee-
ritud listi elemendid kohe oma Gigesse kohta asetada. Otserekursiivse kiirsorteerimise asemel
defineerime abifunktsiooni, mis antud listi elemendid sorteerituna akumulaatori ette ihendab:

gsort
= let
gsort as (X : Xs)
= |let
(us , vs) = jJaga X Xs
in . (43)
gsort (X : gsort as vs) us
gsort as _
= as
in
gsort []

Kuna us sorteerimisel kaiakse niikuinii tema koik elemendid l&bi, siis keerukusklassi tmber-
tdstmiste kaotamine seekord ei alanda, kuid mérgatavalt kiirem on uue definitsiooni jargi t60
sellegipoolest.

Kiirmeetodi vastandina on mestimismeetodi pohimdtteks jagada list kaheks voimalikult karmelt,
kasutamata Uhtki vordlemist, sorteerida kumbki osa samal meetodil ning mestida tulemused
uheks sorteeritud listiks. Kuna siin puudub v@imalus elementide jagamisel n-6 puusse panna,
garanteerib see algoritm to0 keerukusklassi  log n listi pikkuse n suhtes ka halvimal juhul.

Alustame selle meetodi realiseerimist Haskellis viimasest etapist, kahe sorteeritud listi mestimi-
sest. Definitsiooniks voiks olla

valitse xs@ (a : as) ys@ (b : bs)

| a<=Db
= a : valitse as ys
| otherwise
= b - valitse xs bs ,
valitse xs [1
= XS
valitse _ ys
= Vys

kus funktsiooni nimi tuleb niitid sellest, et tegemist on “jaga ja valitse” tehnika rakendamise teise
etapiga.
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Kiirmeetodi eeskujul Kirjutades saaksime mestimismeetodil sorteerimise defineerida koodiga

msort xs@(_ : _ : )
= let
(us , vs) = split2 xs
in , (44)
valitse (msort us) (msort vs)
msort Xs
= XS

kus jagamist teostab koodiga (28) defineeritud funktsioon spl 1t2. Esimene deklaratsioon de-
finitsioonis (44) sobib juhul, kui listis on véhemalt kaks elementi. Kuna split2 jagab listi
elemendid kaheks vBimalikult vBrdseks osaks, on mdlemad osad sellisel juhul algsest listist 10-
hemad, nii on rekursiivne poérdumine ohutu. Kui listis on vahem kui kaks elementi, siis pooleks
I66mine ei annaks kaht luhemat listi, seega tuleb teisiti kéituda. Kuna 0- ja 1-elemendilised listid
on juba sorteeritud, piisab anda originaallist valja.

Mestimismeetodil sorteerimine definitsiooniga (44) on keerukusklassis nlogn listi pikkuse n
suhtes tanu sellele, et jagamisetapil jaotatakse list alati kaheks enam-vahem vordseks lihemaks
listiks. Kui aga list on juba sorteeritud vGi vaid moned elemendid on vales positsioonis, on ka see
iteratiivne kaheks jagamine ikka liiga ebaefektiivne, sest sorteerida oleks vdimalik ka lineaarse
keerukusega.

Uldp@himdtte poolest sama ideed on vdimalik realiseerida ka teisiti, nii et kaheks jagamisel
ei puudutataks listi juba sorteeritud osi. Kaheks jagamiste puu saab ules ehitada vastupidises
jarjekorras, lehtedest juure suunas, kui algul teha listist sorteeritud segmentidega listide list ning
igal tasemel vétta segmendid kahekaupa kokku ja mestida tiheks.

Funktsioon, mis listi jargi leiab tema jarjestatud segmentide listi, on juba realiseeritud definit-
siooniga (32). Kahekaupa mestimise annab definitsioon

kahekaupaMest (Xs : ys : yss)
= valitse xs ys : kahekaupaMest yss
kahekaupaMest xss '
= XSS

Viimane sooritab ihe taseme Uldises sorteerimisprotsessipuus, véahendades segmentide arvu
umbes poole vorra. Nuld on vaja funktsiooni, mis itereeriks kahekaupa mestimist; selle annab
definitsioon

puuMest xss@ (_ = _ : )
= puuMest (kahekaupaMest xss)
puuMest Xxss '
= XSS

Selle funktsiooni tulemusel ongi algse listi elemendid sorteeritud, ainult et kui tulemus on mitte-
tihi, asub sorteeritud list vastuslistis elemendina. See tuleb sealt 16puks valja votta. Seeparast on
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sorteerimisfunktsioon niud kujul

msort Xs
= case puuMest (segmendid xs) of
zs - _
s 7s (45)

-> [

Saadud sorteerimise keerukus on tlimalt n log n listi pikkuse » suhtes, sest segmente on ulimalt
n, igal tasemel vaheneb nende arv umbes kaks korda, mistOttu tasemete arv on suurusjargus
log n, ja igal tasemel tuleb kahekaupa mestimisteks teha t66d » sammu. Kui aga list on juba
sorteeritud, siis tekib ainult ks segment, (ks tase ja jagamisi teha ei tule. Nii on sorteerimine
parimal juhul lineaarse keerukusega (ainsa segmendi leidmiseks tuleb list korra l&bi vaadata).

Ulesandeid

126. Kirjutada definitsioonide (43) ja (45) eeskujul funktsioonide gsort ja msort teisendid,
mis sorteerides Uhtlasi kaotavad elementide kordused, st tulemuslistis esinevad kasvavas
jarjekorras koik algse listi elemendid, igatks ks kord.

127. Kirjutada definitsioonide (43) ja (45) eeskujul funktsioonide gsort ja msort teisendid,
mis annavad vélja paaride listi, kus paaride esimesed komponendid on parajasti argument-
listis esinevad elemendid, igatiks Uihe korra, ja vastavad teised komponendid nditavad ele-
mendi esinemise kordsust argumentlistis.

128. Aafrikas elav babababi hdim kasutab tahestikust ainult tdhti A ja B. S6nade moodustamisel
kehtivad jargmised ranged reeglid.
1. AonsoOna.
2. Kui u ja v on tihepikkused babababi sdnad, siis u + v’ ja u + v* on babababi s6nad, kus

o ' tahistab sdna, mille saame sdnast w tahtede jarjekorra vastupidiseks muutmisel,

e w™* on sdna, mille saame sdnast w iga tahe véaljavahetamisel vastandtédhega (st A-de
asendamisel B-de ja B-de asendamisel A-dega),

e u + v téhistab s6na, mille saame, kui paarituarvulistele positsioonidele paneme jérje-
korras u téhed ja paarisarvulistele jarjekorras v tahed (FlatZip ulesandest 108).

3. Koik sdnad on saadavad punktide 1 ja 2 abil.

Kirjutada funktsioon bababab i, mis kontrollib, kas argumentstring on babababi s6na.
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Rekursiivselt defineeritud andmestruktuurid

Nagu oleme kogenud, vdib Haskellis tdiesti korrektse ja motteka avaldise vaartuseks olla I6pmatu
andmestruktuur, naiteks list.

Seni oleme I6pmatuid liste tekitanud vaid aritmeetilise jada erisuntaksi abil. Ldpmatuid liste
saime kll ka juba defineeritud I6pmatutele listidele funktsioone, nagu naiteks konkatenatsioon,
tail vGi drop n, rakendades, kuid need funktsioonid ei tekita uusi I6pmatuid struktuure, nad
on voimelised vaid etteantuid 18plikkuse piires mudima. L8pmatus périneb nende funktsioonide
puhul alati argumendist.

Lihtsad standardfunktsioonid, mis tbepoolest genereerivad I6pmatuid liste, on repeat ja
cycle. Funktsioon repeat suvalisel argumendil z moodustab I6pmatu listi, mille iga element
on z. Funktsioon cycle votab argumendiks listi ja annab vélja selle listi elementide tsuklilisel
kordamisel saadava I6pmatu listi.

Kui tahetakse defineerida omal soovil mdni téiesti uus I6pmatu list, siis ei saa Ule ega Umber
rekursioonist, kuna I6pmatu listi tekitamiseks on vaja programmeerida I6pmatu arvutusprotsess,
mis I8pliku eeskirjaga kirjeldatuna on paratamatult iteratiivne ja mida funktsionaalses keeles
ilma rekursioonita valjendada ei ole vBimalik. Funktsiooni repeat vdiks defineerida naiteks
deklaratsiooniga

repeat x

= X I repeat x’ (46)

Definitsioon (46) on omaparane selle poolest, et kuigi rekursiivne, ei sisalda ta hargnemiskonst-
ruktsioone, mis seni on ehk paistnud mdistliku rekursiivse definitsiooni juures hadavajalikud,
kuna rekursioon peab kuskilt “peale hakkama”. Teisiti 6eldult, mdistlikul rekursioonil pidi alati
olema baasjuht, kus rekursiivset poérdumist ei toimu, definitsioonil (46) seda aga ei ndi olevat,
rekursiivne poordumine toimub iga argumendi puhul.

See rekursioon tBepoolest ei 18pe kunagi ara; kui repeat z mingil objektil = vaartustada las-
ta, tekib I6pmatu arvutus. Kuid niisugune definitsioon on mottekas ténu sellele, et defineeritava
funktsiooni vaartuseks on 16pmatu andmestruktuur, tekkiv I6pmatu arvutus annab pidevalt vélja
uusi komponente I8pmatust listist. Oigupoolest ei saakski sellisel funktsioonil nagu repeat re-
kursiooni baasjuhtu olla, sest tema argument j&&b kogu aeg samaks ja ei kahane protsessi kéigus.
See argument vdib olla mis iganes, ta vOib olla objekt mdnest sellisest tliibist, millel kahanemine
kui selline pole tldse mdeldavgi, nditeks funktsioonitulbid.

Tapsemalt deldes on siin tegemist rekursiooni asemel duaalse rekursiooni ehk koorekursiooniga,
kus rekursioon toimub mitte argumendi, vaid vaartuse struktuuri jargi. Baasjuhu olemasolu néu-
dele vastab siin ndue, et igal argumendil peab defineeritav funktsioon varem voi hiljem andma
valja fragmendi ehitatavast struktuurist; nditeks repeat =z iga x korral annab enne rekursiivset
poordumist vélja listi komponendi x. Kui see tingimus poleks téidetud, tekiks tGepoolest kasutu
I6pmatu tslikkel.
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Analoogselt saab luua ka huvitavamaid liste. Néiteks koodiga

jada a d
—a: jada (a+d)d

defineeriksime funktsiooni, mis argumentidel a ja d annab tulemuseks aritmeetilise jada esimese
elemendiga a vahega d. Kood

suuredSummad
= | et
suuredSummad a i
= a : suuredSummad (a + 1 ~4) (i + 1)
in
suuredSummad 0 1

(47)

aga defineerib muutuja suuredSummad vaartuseks listi, mille elementideks on esimeste natu-
raalarvude neljandate astmete summad.

Nii saaks eelnevalt juba mitmel viisil defineeritud funktsiooni suurSumma defineerida selle
kaudu deklaratsiooniga

suurSumma n
| n>=0
= suuredSummad !! n . (48)
| otherwise
= error "suurSumma: negatiivne liidetavate arv"

Definitsiooni (48) jargi arvutamine on seejuures ainult pisut ebaefektiivsem kui akumulaatoriga
definitsiooni (33) jargi arvutamine. Vahe tuleb sellest, et definitsiooni (48) jargi tehes tekitatakse
vahetulemustest list, lisastruktuur, mida endise definitsiooni puhul ei toimu, ning 18pus lisandub
listist lugemine. Oigupoolest ongi definitsioon (47) véga sarnane akumulaatoriga definitsiooniga
(33). Lokaalse abifunktsiooni parameeter a on siingi akumuleeruv ja 1 tsukliindeks. Siin liht-
salt moodustatakse akumulaatori véartustest Ghtlasi list. Teine erinevus on rekursiooni baasjuhu
puudumine.

Seega peaaegu sama hinnaga kui enne suurSumma n véartuse mingi konkreetse n jaoks saame
nidd katte kdik vaartused suurSumma i, kus 0 < 7 < n. Definitsiooni (47) sobivasse kohta
agara vaartustamise operaatori lisamisel saame ka méalukasutuse praktiliselt samale tasemele viia
kui definitsiooni (34) jargi arvutamisel, kus akumulaatoris toimub jooksev vaartustamine.

Kokkuvdttes kui on mingi arvutuse kéigus vaja suurSumma véértusi paljudel argumentidel,
tasub eelistada nende listi moodustamist.

Ulesandeid

129. Testida interaktiivse interpretaatori kasurealt senivaadeldud viisidel konstrueeritavaid 16p-
matuid liste.
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130. Kirjutada definitsiooni (47) teisend, mille puhul definitsiooni (48) jargi arvutamisel toimuks
vahesummade jooksev véartustamine.

131. Defineerida muutuja Facts véartuseks list, mille vaartuseks on jarjest kdigi naturaalarvu-
de faktoriaalid. Jalgida, et listi algusosa valjaarvutamine oleks lineaarse keerukusega arvu-
tatud osa pikkuse suhtes.

132. Olgu . paremassotsiatiivne binaarne operatsioon, mis defineeritakse reegliga

a:r=a+ —.
T
Reaalarvu r ahelmurruks (ingl continued fraction) nimetatakse 16plikku vdi 16pmatut
esitust vastavalt kujul r = ag ... a, VOi r = agaq /..., kKus kdik a; on taisarvud ja
ainult ag vOib olla mittepositiivne, kusjuures 16plikkuse korral a,, > 1. Arve a; nimetatakse
ahelmurru elementideks.

Defineerida funktsioon ahel, mis ratsionaalarvul r arvutab r ahelmurru. Ahelmurdu kuju-
tada ahelmurru elementide listina.

Leida selle definitsiooni sarnasusi ja erinevusi vorreldes teiste selles jaotises késitletutega.

Seni defineerisime 16pmatuid liste kull rekursiooni abil, kuid rekursiivselt oli defineeritud ikkagi
funktsioon, mitte list. Naiteks definitsioon (46) defineerib rekursiivselt funktsiooni repeat,
mitte mond tema véartustest, sest rekursiooni tekitab paremas pooles esinev funktsiooni repeat
valjakutse.

Tanu laisale vaartustamisele on Haskellis voimalik andmestruktuure ka otse rekursiivselt defi-
neerida. Definitsiooni (46) asemel voiksime kirjutada hoopis

repeat x
= | et
XS = X I XS. (49)
in
XS
Funktsiooni repeat rekursiivsest valjakutsest oleme lahti saanud. Selle asemel kasutab lokaalse

muutuja xs definitsiooni parem pool sedasama defineeritavat listi xXs. Seega list defineeritakse
rekursiivselt. Tulemus on sama mis enne.

Ulesandeid
133. Leida moodulist Prelude funktsiooni cycle definitsioon ja saada sellest aru.

Listi defineerimisel rekursiivselt tuleb méelda, mis on listi pea ja kuidas listi saba avaldub terve
listi kaudu — v@6i, keerulisemal juhul, mis on listi algusjupp kuni mingi kindla kohani ja kuidas
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listi Glejaév osa alates mingist elemendist avaldub kogu listi kaudu. Naiteks repeat =z puhul
on peaks x ja saba vOrdub listi endaga. Siit ka seos xs = X : Xs definitsioonis (49).

Ka funktsiooni Jada saab defineerida nii, et rekursioon toimub listil. Selleks paneme téhele,
et mistahes a ja d korral listi jada a d pea on a ja saba saame kogu listist, kui tema igale
elemendile liidame d. Definitsiooniks tuleb

jada a d

= | et
as = a:[x+d]| x < as].
in

as

Takistusi pole veelgi keerulisemaks minekul. Oletame, et tahame kirjutada listi, mille komponen-
tideks oleksid kasvavas jarjekorras kdik positiivsed taisarvud, mille esituses algarvude astmete
korrutisena ehk kanoonilises esituses ei esine muid algarve peale 2 ja 5. Teisi sonu, need arvud
tohivad algarvudest jaguda vaid 2- ja 5-ga.

Esimene liige selles listis on kindlasti 1, sest 1 on vahim positiivne téisarv ja keelatud algarvu-
dega ta ei jagu. lga Ulejaanud arv n selles listis on mingi positiivse taisarvu n' 2- vai 5-kordne,
kusjuures ka n' ei jagu muude algarvudega peale 2 ja 5 ning ta on n-st vaiksem. Seega iga arv
meie listi sabas on mingi listis temast eespool esineva arvu 2- voi 5-kordne. Samas kui meie
listi kdiki elemente korrutada 2-ga ja 5-ga, siis tekivad meie listi elemendid; arvestades eelnevat
vaatlust, saame sellisel viisil niisiis parajasti kdik listi saba elemendid.

Arutlusest tuleneb, et otsitava listi saba arvutamiseks terve listi kaudu tuleks leida selle listi ele-
mentide 2-kordsete list ja 5-kordsete list ning panna nende kahe listi elemendid kasvavas jarje-
korras Uihte kokku, kaotades ka kordused. Kahe sorteeritud listi elementide kasvavas jarjekorras
kokkupanekut oleme kaésitlenud, see on mestimine. Pole raske seda modifitseerida nii, et kahe
kordumisteta sorteeritud listi puhul tekiks kordumisteta sorteeritud list. Kuna terve list on kordu-
misteta ja sorteeritud, siis ka 2-kordsete ja 5-kordsete list on kumbki kordumisteta ja sorteeritud,
seega selline mestimine kdlbabki. Tulemuseks on definitsioonid

mest xs@ (a : as) ys@ (b : bs)
= case compare a b of
LT
-> a : mest as ys
GT
-> b - mest xs bs

-> a - mest as bs

mest Xs [1
= XS

mest _ ys
= Vys
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kords = 1 - mest [2 * x| X <- kords] [5 * x| x <- kords] .

Defineerime sama tehnikaga ka listi, mille elementideks on jarjekorras kdik Fibonacci arvud.
Selleks sobib definitsioon

fibs = 0 : 1 : summad fibs, (50)
kus funktsioon summad on antud definitsiooniga

summad (X : XS)
= let
summad x (z : zs)
=X + z : summad z zs
summad
=1 ’
in
summad X XS
summad _

=0

ta leiab listi jarjestikuste litkmete summade listi. Kuna iga Fibonacci arv peale esimese kahe
vordub kahe eelmise Fibonacci arvu summaga, siis summad Fibs, kui Fibs on list jarjekorras
kdigi Fibonacci arvudega, on parajasti Fibs ilma kahe esimese elemendita. Siit ka definitsioon
(50).

(51)

Definitsiooni (50) jargi toimub kdigi Fibonacci arvude kuni n-ndani véljaarvutamine kokku li-
neaarse keerukusega n suhtes. Eelmistes jaotistes korduvalt defineeritud funktsioonile fib vdib
anda niisiis veel Uhe lineaarselt to6tava definitsiooni
fib n
| n>=0
= fibs Il n
| otherwise
= (if odd nthen 1 else -1) * fib (-n)

Ainus puudus on see, et arvutuses tekkivaid summasid ei véartustata jooksvalt.

Definitsiooni (51) teist deklaratsiooni Fibonacci arvude listi arvutamine ei vaja, sest list, mille-
le see funktsioon on rakendatud, ei I16pe kunagi dra. See deklaratsioon on pandud téielikkuse
huvides, juhuks kui keegi tahab teda véikestel listidel testida vdi muidu kasutada.

Ulesandeid

134. Modifitseerida definitsiooni (51) selliselt, et ¥1bs arvutamisel toimuks jooksev summade
arvutamine.
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135. Defineerida rekursiivselt muutuja hamming vaartuseks list, mille elementideks on kasva-
vas jarjekorras k8ik positiivsed téisarvud, mille kanoonilises esituses ei esine muud algar-
vud peale 2, 3, 5.

136. Defineerida muutuja venivi l lem véartuseks funktsioon, mis v6tab argumendiks listi [
ja annab vaartuseks listi, mis algab listi [ elementidega, millele jargnevad listi [ elemendid
igauks kahekordselt, seejérel jargnevad listi [ elemendid igatiks neljakordselt, edasi kahek-
sakordselt jne.

137. Defineerida rekursiivselt muutuja bitistringid vaartuseks list, mille elementideks on
kdik I18plikud bitistringid.

138. Defineerida rekursiivselt muutuja paar id vaartuseks list, mille elementideks on kdik na-
turaalarvupaarid.

139. Defineerida muutuja, mille vaartustamisel tekib 18pmata palju veateateid.

Rekursiivselt defineeritud andmestruktuur ei pruugi alati Idpmatu olla ega isegi mitte véljaarvu-
tamisel I6pmatut protsessi tekitada. Naiteks koodiga

blah n x
= | et
XS = X - take n xs
in
XS

defineeritud listid blah n z koosnevad parajasti n + 1 elemendist z. On v@imalikud igasugu-
sed veidrad rekursiivsed andmestruktuuridefinitsioonid, mis I6petavad paari sammuga, nditeks
definitsioon

p=(, fstp-1) (52)

defineerib p véartuseks paari (8, 9).

Ulesandeid

140. Vaatame deklaratsiooniga (52) analoogset deklaratsiooni
q=(ndqg-1,9)

Mis saab muutuja q vaartuseks?
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Kdrgemat jarku funktsioonid

Eelnevas oleme ndinud, et Haskell lubab funktsioonil vétta teist funktsiooni argumendiks. Funkt-
sioone argumendiks votvaid funktsioone kutsutakse kdrgemat jarku funktsioonideks. Funktsio-
naalses programmeerimises on kdrgemat jarku funktsioonid tldlevinud nahtuseks.

Kuna funktsiooniga programmeeritakse Gldiselt teatavat kaitumist, véimaldab funktsioon funkt-
siooni argumendina esitada teatavat kditumist parameetrilisena teise kaitumise suhtes. Niisugu-
selt defineeritud funktsioonid on laiema kasutusega kui funktsioonid, mille argumentide hulgas
funktsioone pole, ja voimaldavad valtida koodikordust (enam-vahem sama kaitumise program-
meerimist ikka ja jalle uuesti).

Haskellis on kdrgemat jarku funktsioonid enamasti Uhtlasi poltimorfsed, mis tdhendab, et nad on
kasutatavad paljude erinevate tliupide jaoks, omavad lisaks véaartusparameetritele ka implitsiit-
seid tudbiparameetreid (implitsiitseid seetdttu, et funktsiooni definitsioonis nad ei kajastu, ainult
signatuuris on nad ilmutatud). See teeb need funktsioonid veelgi universaalsemaks.

Paljud moodulis Prelude ja mujal standarteegis eeldefineeritud funktsioonid on mdeldud selliseks
universaalseks kasutamiseks. Kui konkreetne tilesanne vdi alamilesanne lahendub méne univer-
saalse funktsiooni rakendusena, on halb stiil minna sellest vBimalusest médda. Universaalsete
funktsioonide Gige kasutamine tagab koodi lugejale kiirema arusaamise programmist.

Preliudi funktsioon ¥11p vdtab argumendiks curried-kujul funktsiooni f ja annab tulemuseks
funktsiooni, mis to6tab nagu f, kuid votab kaks esimest argumenti vastupidises jarjekorras. Néi-
teks kui on vaja defineerida funktsioon, mis to6tab nagu téisarvuline jagamine, kuid vGtab argu-
mentideks jagaja enne jagatavat, on seda kdige mugavam ja kergemini loetavam teha funktsioo-
niga Flip:

minuJdagamine = flip div. (53)

Ulesandeid
141. Testida interaktiivse interpretaatori kasurealt funktsiooni ¥1ip, sealhulgas argumendiga
div.

142. Kirjutada oma moodulisse definitsioon (53) ja testida interaktiivse interpretaatori kasurealt
funktsiooni minuJagamine.

143. Defineerida vdimalikult lihidalt curried-kujul funktsioon minuLahutamine, mis votab
jarjest kaks argumenti ja annab vélja teise argumendi ja esimese argumendi vahe.

144, Defineerda voimalikult ldhidalt curried-kujul funktsioon vahetalnfiks, mis votab jar-
jest kolm argumenti z, @, y, millest teine on infiksoperaator, ja annab neil tulemuseks
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objekti y @ z. (See on infiksoperaatori argumentide vahetamine, kus infiksoperaator jaab
oma seniste argumentide vahele.)

Kui funktsiooni 1 1 p argumentfunktsiooni ks argument on antud, vGib 1 1 p asemel kasutada
paremsektsiooni. (Kompilaator tegelikult kirjutabki paremsektsioonid imber funktsiooni Flip
kaudu, tuum-Haskellis sektsioone ei ole.) Nditeks Flip div 2 on funktsioon, mis jagab oma
argumenti taisarvuliselt 2-ga, st samamis (* div' 2).

Kui funktsiooni kéitumine seisneb oma argumendile mingite funktsioonide jarjest rakendamises,
kusjuures need funktsioonid sellest argumendist ei sdltu, vdib kasutada kompositsiooni. Kompo-
sitsioon on Haskellis infiksoperaatori . véartuseks. Tegemist on kdrgemat jarku funktsiooniga,
kuna ta votab funktsioone (koguni kaks) argumendiks.

Sobivate tulpidega funktsioonide f ja g korral on f . ¢ vaartuseks funktsioon, mis rakendab
oma argumendile kdigepealt funktsiooni ¢ ja saadud tulemusele seejérel funktsiooni f. Néiteks
avaldise (+ 2) . (* 5) vadrtuseks on funktsioon, mis igal oma argumendil arvutab vééartu-
se, korrutades argumenti 5-ga ja liites saadud tulemusele 2.

Preliudi funktsioonid curry ja uncurry teisendavad binaarsete funktsioonide curried-kuju ja
korteeZiargumendiga kuju vahel. Eelnevas nagime, et naiteks funktsioonile st vastav curried-
kujul funktsioon on const. Seega funktsioon curry Tfst kditub nagu const, funktsioon
uncurry const aganagu fst.

Ulesandeid

145. Kirjutada avaldis, mille véartuseks on funktsioon, mis arvutab vaartusi, vottes oma argu-
mendist siinuse ja saadud tulemusest koosinuse.

146. Veenduda interaktiivse interpretaatori késurealt testides, et curry fst tédtab nagu
const jauncurry const tootab nagu fst.

147. Kirjutada avaldis, mille vaartuseks on curried-kujul funktsioon, mis vétab jarjest kaks ar-
gumenti ja annab valja neist teise.

Loengus on seletatud paljusid muid preltidi kdrgemat jarku polumorfseid funktsioone —
enamasti listifunktsioone, nagu naiteks map, filter, takeWhile, dropWhile, foldr,
foldl, scanr, scanl, zipWith. Lisada vdiks veel funktsioonid al I ja any, mis mdlemad
votavad argumendiks predikaadi (nagu Fi lter) ja annavad vaartuseks funktsiooni, mis vGtab
argumendiks listi ja annab vélja tdevaartuse; funktsiooni al I puhul Utleb see tdevaartus, kas lis-
ti kbik elemendid rahuldavad predikaati, funktsiooni any puhul aga, kas listis leidub predikaati
rahuldav element.

Kui vaja on naiteks funktsiooni, mis vdtab argumendiks listi ja annab tulemuseks sellest listist
kdigi elementide kahekordistamise teel saadud listi, ei peaks mitte rekursiooniskeemi program-
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meerima hakkama, vaid kasutama standardfunktsiooni map. Definitsioon tuleks

double = map (* 2).

Nii lihtsa definitsiooni puhul tasuks kaaluda lausa mdtet uue muutuja doub e kasutuselevotust
loobuda ja, igal pool kus vaja, kirjutada lihtsalt map (* 2) sisse, sest efektiivsusevditu siin
muutuja kasutuselevotust ei jargne.

Ulesandeid

148. Vaartustada interaktiivse interpretaatori kasurealt moéni avaldis, kus rakendatakse funkt-
siooni map.

149. Kirjutada avaldis, mille vaartus on funktsioon, mis argumentstringil annab vélja jarjekorras
selle stringi kBigi sumbolite koodid listina.

150. Arvutada string koodide jarjekorras koigist sumbolitest, mis kooditabelis leiduvad.

151. Defineerida funktsioon i ImaUhetaSummad, mis vGtab argumendiks listi / ja annab vlja
listi, milles on samapalju elemente ja mille element positsioonil 7 vérdub summaga listi
kdigist elementidest peale selle, mis on positsioonil 4.

152. Defineerida funktsioon nihe, mis téisarvulisel argumendil » annab nihkeSifri n stimboli

153.

154.

155.

vorra. NihkeSiffer n simboli vBrra on funktsioon, mis argumentstringil s annab vélja stringi,
mille saab, kui s iga tdhe kohale paneb temast ladina tahestikus n simboli vorra tagapool
asuva tahe, interpreteerides téhestikku tstklilisena (st “z” jarel tuleb jalle “a”). Argument-
stringi vaiketahtede kohal peavad olema véiketéhed, suurtdhtede kohal suurtéhed.

Kirjutada funktsioon vahedeKorrutis, mis votab argumendiks arvude listi ja annab
vadrtuseks tema mistahes kahest erinevast kohast voetud elementide vahede (eespoolsest
lahutatakse tagapoolne) korrutise.

Defineerida muutuja, mille vaartuseks on Idpmatu list Idpmatutest listidest, ja rakendada in-
teraktiivse interpretaatori kasurealt talle selline funktsioon, mis leiab neist igaiihest moned
elemendid.

Defineerida muutuja kskorduks, mille vaartuseks on I6pmatu naturaalarvude korru-
tustabel listide listina, iga list selles listis véljendab tabeli (ht rida. Testida seda muutujat
interaktiivse interpretaatori ké&surealt, lastes vaartustada tabeli tlemise 10 x 10 nurga.

Madnikord pole funktsiooni map rakendamise tulemus otseselt see, mida lesanne ndudis, nii et
tulemust peab veel to6tlema. See pole argument funktsiooni map kasutamisest loobumise kasuks.
Tihti juhtub, et listi iga elemendiga on pdhimatteliselt vaja sooritada operatsioon f, mille tulemus
on ise list, kuid tulemus ei tohi olla listide list, soovitud tulemuse aga saame sellest funktsiooni
concat rakendamisega.
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Olgu vaja kirjutada funktsioon asendaTab, mis asendab stringis tabulaatorid kaheksakordse
tiihikuga, jattes muud sumbolid paigale. Sellise funktsiooni tlip oleks String -> String,
mis on sama mis [ Char] -> [ Char] . Kui asendaTab esituks kujul map f, siis peaks
f olema tulpi Char -> Char. Kuna aga kaheksakordne tuhik on mitte siimbol, vaid string,
siis pole vdimalik vajalikku asendusreeglit niisuguse funktsioonina esitada, jarelikult funktsioon
asendaTab ei esitu kujul map f. Kill aga saame soovitud tulemuse, kui me pérast map f
rakendamist lubame kasutada funktsiooni concat. Qige definitsioon oleks

asendaTab xs
= concat (
map (\ x ->if x ="\t then " " else [X]) xs

)

(54)

Konstruktsioon, kus funktsioonile kujul map f jargneb concat, on nii levinud, et prelddis on
defineeritud spetsiaalne muutuja concatMap, mille vaartuseks on curried-kujul funktsioon, mis
votab argumendiks funktsiooni f ja listi [ ning arvutab tulemuse, rakendades listile / funktsiooni
map f jasaadud listile funktsiooni concat.

Véhe sellest, preliiud defineerib ka infiksoperaatorid >>= ja =<<, mis kumbki teeb sisuliselt
sedasama, ainult >>= v(tab seejuures argumendid vastupidises jarjekorras. Niisiis >>= vadrtus
on sama mis avaldisel Flip concatMap. Operaatori >>= abil saaksime definitsiooniga (54)
antud funktsiooni asendaTab defineerida kujul

asendaTab = (>>=\ x ->if x == "'\t' then " " else [X]).

Ulesandeid

156. Anda funktsioonile asendaTab definitsiooni (54) asemel selline definitsioon, kus kasuta-
takse operaatorit =<<.

157. Kirjutada >>= abil funktsioon toDOS, mis asendab argumentstringis esinevad simbolid
*“\n” (reavahetused) DOSi kodeeringu reavahetustega, milleks on kahestiimboliline jarjend
“\r\n”. (Haskelli stintaksis on siimbolite kirjakujud “\n” ja “\r” olemas.)

158. Kirjutada curried-kujul funktsioon venita, mis votab Ukshaaval argumendiks arvu n ja
listi [ ja annab tulemuseks listi, mille saab listist / elementide n-kordsel kordamisel.

Operaator >>= aitab ka juhul, kui mdni element tuleb listis ara kaotada. Naiteks kui p on predi-
kaat, siis funktsioon, mis argumentlistil / annab valja listi, mille ta saab listist / predikaati p mitte
rahuldavate elementide véljajatmisel, on

(>>=\ x ->if p x then [Xx] else []), (55)

kus p on avaldis, mille vaartuseks on p. Niisugust operatsiooni saab aga paremini teha kdrgemat
jarku funktsiooniga Fi I'ter; avaldisega (55) samavéadarne on avaldis Filter p.
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Ulesandeid

159. Kirjutada avaldis, mille v&artuseks on list paaritutest binoomkordajatest (Z) .

160. Kirjutada funktsioon, mis argumenttekstil annab vélja tema pikima vaiketahti mitte sisal-
dava algusjupi.

161. Lahendada ulesanne 80 komprehensioonsiintaksit kasutamata.

Funktsioon foldr vdtab argumentideks jarjest operatsiooni @, objekti e ja listi [ ning annab
valja objekti, mille saab, kui listi elemendid jarjekorras operatsiooniga ¢ kokku arvutab, ase-
tades sulud paremalt ja vottes algelemendiks e. Kui [ elemendid jarjekorras on aq, . .., a,, Siis
tulemuseks on a; @ (a2 @ . .. ® (a, @ e)). Erijuhul, kui list on tlhi, on tulemuseks lihtsalt e.

Kui programmeerimisel mdni alamilesanne on esitatav foldr kaudu, on tavaliselt soovitatav ta
nii ka esitada, sest niisugune listi elementide kokkuarvutamisskeem on (ks pdhilisi ja selle ilmu-
tatud valjatoomine annab lugejale Kiiresti selguse funktsiooni olemusest. Selgitustest eelmises
I6igus ndhtub, et kujul Foldr & e esituvad ainult sellised funktsioonid, mille k&itumine mit-
tettihjal listil on méé&ratud listi pea ja sama funktsiooni t66 tulemusega listi sabal.

Loengumaterjalis on toodud palju néiteid funktsioonide definitsioonidest kujul foldr & e.
Funktsiooni f esitamiseks kujul Foldr & e tuleb e ja @ leida nii, et e oleks funktsiooni f
vaértus tihjal listil ning @ oleks selline operaator, et iga mittettihja listi [ korral, rakendades &
listi [ peale ja funktsiooni f véartusele listi [ sabal, oleks tulemuseks f véartus kogu listil /.

Esitame sellisel kujul naiteks funktsiooni spli1t2, mis on antud definitsiooniga (28) ja mis
jaotab oma argumentlisti elemendid ule ihe kahte listi. Algvééartus e peab olema ([], []), selle saab
otse definitsioonist (28) vélja lugeda. Operaator & peab votma listi pea ja funktsiooni vaartuse
listi sabal, mis kujutab endast paari kahest listist, ja andma valja funktsiooni vaartuse kogu listil.
Selle pdhjal saame definitsiooni

split2 (56)
= foldr \ x (us , vs) -> (x : vs , us)) (1 . [D
Definitsioon (56) ei anna siiski alati samu véljundeid nagu definitsioon (28). Vahe tekib 16pma-
tutel listidel, kus definitsiooniga (56) antud funktsioon j&ab 16pmatusse tsuklisse ilma mingigi
valjundita, definitsiooniga (28) antud funktsioon aga annab paari kahest I6pmatust listist.

Esmapilgul v8ib tunduda, et funktsioonid kujul Foldr & e eisaaldpmatule listile rakendatult
kunagi midagi moistlikku anda, sest nende vaartus I6pmatul listil on antud avaldisega

ap @ (a1 ® (a2 @ (.. .))),

milles pole uhtki 16plikku alamavaldist, kust ehk arvutus peale saaks hakata. See mulje on aga
kahel pohjusel ekslik. Esiteks vdib operaator & olla oma parema argumendi jargi laisk ja nii-
pea, kui mone a; korral & ei vaja véartuse leidmiseks teist argumenti, unustatakse see &ra ja
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jarele jaab juba 18plik avaldis. Niisiis on v@imalik, et foldr & e I6petab I6pmatul listil t66
normaalselt 16pliku ajaga. Teiseks v@ib niisuguse avaldise vaartus olla IGpmatu andmestruktuur,
millest operaatori & iga rakendus annab juba ainuliksi oma vasakpoolse argumendi pdhjal mone
komponendi katte.

Funktsiooni split2 puhul on vaja just nimelt koostada I6pmatust sisaldavat andmestruktuuri
— paari kahe I6pmatu listiga — ja peaks olema vdimalik foldr niimoodi t66le panna, et ta
jark-jargult nende komponente valja arvutaks. Definitsioon (56) ei tee seda sellepérast, et foldr
argumentoperaatori teise argumendi ndidis (us , Vvs) on agar, ndudes argumendi sobitamist
temaga enne operaatori rakendamist. Et teine argument on rekursiivse podrdumise tulemus, siis
ei saa operatsiooni rakendada enne, kui rekursiivne poérdumine listi sabale on paari valja andnud
— see aga ei juhtu enne, kui ta on rakendanud operatsiooni. See ndiaring osutab, et esimene paar
genereeritakse alles siis, kui rekursioon on jéudnud pdhjani, tuhja listini. L6pmatu listi puhul aga
ei juhtu seda kunagi.

Olukorra parandamiseks tuleb paarindidis laisaks sundida, et oleks v8imalik operatsiooni taitmi-
sega alustada enne rekursiivse podrdumise I6petamist. Saame definitsiooni
split2
= foldr \ x ~(us , vs) -> x - vs , us)) (1 . [D’

mis tootab soovitud viisil ka I6pmatutel listidel. See ongi laisaks sundimise tudpilisim praktiline
kasutus.

(57)

Veel néitame, kuidas esitada kujul foldr & e funktsioon eraldaSegment, mis on an-
tud definitsiooniga (31) ja mis argumentlistil annab valja listipaari, kus esimeses listis on argu-
mentlisti pikim mittekahanev algusjupp ja teises listis kdik tlejaanud elemendid. Eelmise ndite
eeskujul tehes on tulemuseks definitsioon

eraldaSegment
= foldr (
\ X ~(us@~(y = _) , VS)
->if null us |] x>y
then ([X] , us ++ vs) °
else (X - us , vs)

(58)

)
a . o

Vastavalt definitsioonile (31) tuleb tuhjal listil va&rtuseks anda ([], []), sellest ka foldr teine
argument ([1 ., [1). Kui mittetiihja listi pea on z ja sabal annab eraldaSegment vélja
paari (k, 1), siis on kaks vBimalust. Kui & on tiihi vdi tema esimene element on z-st vaiksem,
siis esimene segment ainult z-st koosnebki ja véljaantava paari teine komponent koosneb kdigist
ulejadnud elementidest, mille saame kétte & ja [ konkateneerimisel, sest (k, [) on saba elementide
jaotus esimeseks segmendiks ja Ulejd&nud osaks. Vastasel korral, kui & on mittetihi ja tema
esimene element pole z-st vdiksem, moodustab x koos & elementidega thise esimese segmendi
kogu listi jaoks.
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K®oik paistab klappivat, ka paarindidis on laisaks sunnitud. Ometi see definitsioon I6pmatul listil
ei toota, sest kuigi paarinéidist ei sobitata enne operatsiooni alustamist, ndutakse selles naidised
defineeritud muutujaid us ja'y kohe operatsiooni algul kontrollis, nii et sisulist vahet agaraks jae-
tud ndidisega pole. Definitsioon (57) to6tab I6pmatul listil tanu sellele, et operatsioon moodustab
paari ja paneb tema esimese komponentlisti esimese elemendi paika enne oma argumentpaari
uurimist. Definitsioonis (58) aga seda ei tehta.

Olukorra paastmiseks tuleb operatsiooni k&itumine Umber defineerida, et ta paneks tihe elemendi
paika enne argumentpaari uurimist. Definitsiooni (58) uurimine néitab, et igal juhul peaks listi
pea minema tulemuspaari esimese komponentlisti peaks. Toome selle tegevuse tingimusavaldise
seest vélja. Nii saame korralikult to6tava definitsiooni

eraldaSegment
= foldr (
\' X p@~(us@~(y : _) , vs)
-> | et
(us” , vs?) =if null us |] x>y
then ([] , us ++ vs) . (59)
el se p
in
(X - us” , vs?)
)
aal .

Suure t66 tulemusena saadud definitsiooni (59) n6rgaks kiiljeks on aga, et temaga arvutamine on
tunduvalt ebaefektiivsem kui algse definitsiooniga (31), kuna mitte ainult esimene segment, vaid
kogu listi elemendid tdstetakse segmenthaaval tmber ja jargnevad segmendid konkateneeritakse
uuesti tksteise kilge, mis on tuhi too.

Samas leidub palju listifunktsioone, mis kujul foldr & e ei esitu. Selline on néiteks de-
finitsiooniga (29) voi (30) antav funktsioon k& 1kVordsed, mis etteantud listi jargi otsutab,
kas listi elemendid on koik vdrdsed, kuna vajab lisaks rekursiivse t60 tulemusele listi sabal —
definitsioonis (30) kutse kdikVdrdsed xs — ka listi saba esimest elementi — y. Samale
jareldusele jéuame ka ilma definitsioone vaatamata, uurides paljalt funktsiooni kd 1kVérdsed
tdhendust: seda, kas mittettihja listi kdik elemendid on vdrdsed, pole vdimalik mééarata paljalt
listi pea ja selle baasil, kas listi saba kdik elemendid on vdrdsed, sest see info kokku ei ndita, kas
listi pea on vordne listi saba kdigi elementidega vOi on ta neist erinev.

Ulesandeid

162. Viljendada kujul Foldr & e kdik standardfunktsioonid, mis vdimalik, jargmisest loe-
telust:

- head;
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163.

164.

165.

tail;
- null;

- take n;
— drop n.

Noutud kujul véljenduvate funktsioonide korral teha kindlaks, kas kirjutatud definitsioon
Foldr kaudu on niisama efektiivne kui varasem definitsioon.

Véljendada kujul Foldr & e koik funktsioonid, mis vdimalik, jargmisest loetelust:
= (>>= k),

- Filter p;

- takeWhile p;

— dropWhile p.

Noutud kujul véljenduvate funktsioonide korral teha kindlaks, kas kirjutatud definitsioon
Ffoldr kaudu on niisama efektiivne kui varasem definitsioon.

Viéljendada kujul Foldr & e kdik praktikumimaterjalis esinevad funktsioonid, mis voi-
malik, jargmisest loetelust:

— eemaldaEsimene (definitsioon (27));

— eemaldaKoik (tlesanne 107);

— segmendid (definitsioon (32));

— korduvad (ulesanne 114);

— summad (definitsioon (51));

— 1 ImaUhetaSummad (iilesanne (151));

— vahedeKorrutis (ulesanne (153)).

Noutud kujul véljenduvate funktsioonide korral teha kindlaks, kas kirjutatud definitsioon
Ffoldr kaudu on niisama efektiivne kui varasem definitsioon.

Leida selline operaator @ ja vaartus e, et mingi I6pmatu listi [ korral |6petab
foldr & e [ arvutus t60 normaalselt 16pliku ajaga, kuid iga I6pmatu listi [ kor-
ral ja&b foldr (Flip @) e [ I6pmatusse tsiiklisse ilma midagi valja andmata.

Ka funktsiooni foldl kasutamisest on loengumaterjalis mitu nédidet. Nagu foldr, votab ka
Toldl argumentideks jarjest operatsiooni @, objekti e ja listi / ning annab valja objekti, mille
saab, kui listi elemendid jarjekorras operatsiooniga @& kokku arvutab, vottes algelemendiks e,
kuid Foldl asetab sulud vasakult. Kui / elemendid jarjekorras on a4, . . ., a,, Siis tulemuseks on
(..((e®a))®ay) ®...)® a,. Kuilist on tihi, on tulemuseks lihtsalt e.
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Funktsioon Fold 1 abstraheerib kdiki selliseid ihe akumulaatoriga arvutamisi, kus akumulaatori
uus vaartus leitakse vanast, rakendades talle ja mingile elemendile antud operatsiooni (foldl
argumenti), ja I16pus antakse akumulaator vélja. Akumulaatoriga arvutamise esitamiseks funkt-
siooni Foldl abil tuleb need elemendid, millega akumulaatorit kokku opereeritakse, paigutada
jarjekorras listi, mis antakse funktsioonile fold1 viimaseks argumendiks. Teiseks argumendiks
e on akumulaatori algvaartus.

Naiteks funktsiooni suurSumma arvutamine akumulaatoriga, mille realiseerib definitsioon (33),
on abstraheeritav funktsiooni foldl abil. Uueks definitsiooniks saame

suurSumma n
| n>=0
= foldl (\ ai->a+i1i724)0([1.. n] : (60)
| otherwise
= error "suurSumma: negatiivne liidetavate arv"

Siin Foldl argumentoperatsioon néitab, et akumulaatori uus vaartus saadakse jooksvast, liites
talle listi jooksva elemendi neljanda astme, teine argument O néitab, et akumulaatori algvaartus
on 0. Kuna listiargument koosneb elementidest 1 kuni n, siis antud funktsioon kokkuvdttes liidab
arvule 0 jarjest arvude 1 kuni n neljandad astmed.

Funktsiooni Foldl kasutamine muudab kull koodi lihemaks ja loetavamaks, kuid temaga kaas-
neb oluline puudus, et akumulaatorit ei vaartustata jooksvalt ja selle heaks pole ka voimalik
midagi ette votta.

Veel tuleb arvestada, et I6pmatu listi puhul viib funktsioon kujul foldl & e véartustamisel
alati I6pmatusse tsiiklisse ilma midagi vélja andmata.

Ulesandeid

166. Voidakse arvata, et funktsiooni suurSumma saab sundida akumulaatorit agaralt vaartus-
tama, Kirjutades definitsiooni (60) Gmber kujul

suurSumma n
| n>=0
= foldl (($!) A\ aidi->a+i17™74)0[1.. n
| otherwise
= error "suurSumma: negatiivne liidetavate arv"

Miks see arvamus ei ole dige?

167. Defineerida funktsiooni foldl abil curried-kujul funktsioon kfact, mille vaértus argu-
mentidel n ja n on (n); (n kahanev faktoriaal & jargi, defineeritud tilesandes 118).
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168. Defineerida kujul Foldl & e funktsioon loeMargid, mis argumentlistil annab vélja
kolmiku, mille komponendid on jarjest argumentlisti negatiivsete komponentide, nullide ja
positiivsete komponentide arv.

Akumulaatori vahevéartusi listi salvestava operatsiooni abstraktsioon on kérgemat jarku funkt-
sioon scanl. Néiteks definitsiooniga (47) antud funktsiooni saab samavaérselt defineerida kujul

suuredSummad = scanl (\ a1 ->a+i1"24)0([1.. ].

Ulesandeid
169. Lahendada tilesanne 131, kasutades funktsiooni scanl.

Liste genereerib ka kdrgemat jarku funktsioon 1terate, mis votab jarjest argumentideks min-
gist tldbist samasse tulpi tootava funktsiooni f ja tema voimaliku argumendi z ning annab
vadrtuseks I6pmatu listi elementidega =, f =, f (f z), f (f (f xz)) jne. Néiteks avaldise
iterate (* 2) 1 véartusekson ldpmatu list elementidegal,2,4,8,16,.. ..

Madneti sarnane, samuti iteratiivset k&itumist abstraheeriv, on kdrgemat jarku funktsioon until.
Tema votab argumentideks jarjest predikaadi p, tema argumenttiibist samasse tulpi tédtava
funktsiooni f ning argumendi = ning annab valja esimese véartuse jadas x, f z, f (f x) jne,
mis rahuldab predikaati p, kui selline leidub, vastasel korral ja&b 16pmatusse tsiiklisse. Néaiteks
avaldiseuntil (> 100) (* 2) 1 vadrtuson 128, sest 128 on esimene arvu 2 aste, mis on
suurem 100-st.

Koérgemat jarku funktsiooni z i pWi th abil saab elegantselt realiseerida néiteks funktsioone, mis
nduavad listi kahe jarjestikuse elemendi Uheaegset vaatlemist igal rekursioonisammul. Oleme
selliseid seni mitmeid defineerinud — definitsioonid on olnud suhteliselt kohmakad, naiteks
funktsiooni kd 1kVardsed definitsioonid (29) ja (30) ja funktsiooni summad definitsioon (51).
Funktsiooniga z i pWith on nditeks funktsioon summad defineeritav koodiga

summad Xs

= zipWith (+) xs (tail xs)’ (61)

Siintail xs tekitab argumentlisti nihke Gihe komponendi vdrra, nii et vastavaid elemente kok-
ku liitev zipWith (+) saab igal sammul parajasti algse listi kaks jarjestikust elementi ette.

Pangem tahele, et definitsioon (61) tootab ka juhul, kui argumentlist xs on tihi ja tail Xs
seega vigane. Pdhjus peitub selles, et z i pWith uurib liste ainult niikaua, kui ks neist &ra 16peb;
kui esimene list on tihi, siis antakse tuhi list vélja ja teine list jadb ldse uurimata.

Funktsiooni summad laks vaja Fibonacci jada arvutamiseks rekursiivse listi tehnika abil definit-
siooniga (50). Asendades seal podrdumise funktsiooni summad poole definitsiooni (61) parema
poole jéargi, saame variandi ilma summad poole péérdumata:

fibs = 0 - 1 : zipWith (+) Ffibs (tail fibs).

70



Pisut teisendades saame elegantsema definitsiooni
fibs@( : fs) =0 - 1 : zipWith (+) Ffibs fs.

Kuid tdendoliselt kdige elegantsem definitsioon Fibonacci arvude listile on siiski funktsiooni
scanl abil:

fibs = 0 : scanl (+) 1 fibs.

Ulesandeid

170. Kui zipWithargumentoperaator on kommutatiivne, kas siis teeb alati sama valja, tkskdik
kummas jarjekorras anda listid?

171. Kirjutada interaktiivse interpretaatori kasurealt avaldis, mille vaartuseks on 16pmatu list,
mille elemendid on jarjest kdik ainult A-tdhtedest koosnevad 18plikud stringid alustades
tiihjaga.

172. Arvutada interaktiivse interpretaatori ké&surealt kirjutatud Ghe avaldise abil esimene arvu 18
aste, mis jagub 243-ga.

173. Arvutada interaktiivse interpretaatori késureale kirjutatud the avaldise abil, mitme natu-
raalarvu faktoriaal on tlimalt 100-kohaline.

174. Realiseerida k@rgemat jarku funktsioonide abil definitsiooniga (29) vdi (30) antav funkt-
sioon ki1 kVdrdsed.

Ldpuks vaatleme ka Uht ndidet kGrgemat jarku funktsiooni defineerimisest.

Koodiga (40) oli defineeritud arvude astendamine téisarvuga logaritmilise keerukusega. Asten-
damise kui Uhe fikseeritud objektiga sooritatud sama operatsiooni paljukordse sooritamise ndi-
teid on matemaatikas palju, mistdttu on mottekas see uldstruktuur valja abstraheerida. Kirjutame
funktsiooni kBrgAste, mis suudab leida mistahes etteantud assotsiatiivse binaarse operatsiooni
naturaalarv korda sooritamise tulemuse. Lisaks astendamise kahele argumendile votab ta argu-
mendiks ka binaarse operatsiooni, millega kokkuarvutamine toimub, ja tema thikelemendi, mis
tuleb vastuseks anda 0-ga astendamise puhul. Jatame vaatluse alt vélja astendamise negatiivse
taisarvuga, mille jaoks meil oleks vaja veel ka poordoperatsiooni.
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Otse koodi (40) jargi tehes saame definitsiooniks

kérgAste (*) e a n
= case compare n O of

GT
-> | et
(q , r) = divMod n 2
- A *
inz kérgAste (*) e a Q ’ (62)
if r==0then z * zelsez *z * a
EQ
-> e

-> error "kOrgAste: negatiivne astendaja”

kus kdrgAste esimene argument ( *) on operatsioon ja e arvuga 0 astendamise tulemus. Ar-
gumendid a ja n on, nagu ka definitsioonis (40), astme alus ja astendaja, st objekti a arvutatakse
n korda operatsiooniga * kokku. Pangem téhele, et sumbol * tdhendab definitsioonis (62) kéikjal
seda operatsiooni, mis tuleb kdrgAste argumendiks, mitte tavalist korrutamist, sest ta seotakse
kdrgAste argumendinaidises.

Tavalise astendamise saab niiiid defineerida k6rgAste kaudu, fikseerides operatsiooniks kor-
rutamise ja 0-ga astendamise tulemuseks korrutamise thiku 1:

aste = korgAste (*) 1. (63)

Definitsioonis (63) tahendab * tavalist korrutamist, sest ta pole lokaalselt seotud muus tahen-
duses. Soovi korral vdime anda kdrgAste argumentideks muid véartusi, defineerides néiteks
korrutamise korduva liitmisoperatsiooni tulemusena alates 0-st:

korrutis = kdrgAste (+) O.
Muutuja korrutis vaartustamisel antakse funktsiooni krgAste argumendiks ( *) liitmine.

Koodi (62) korrektseks kasutamiseks peab e véaartuseks andma operatsiooni vasakpoolse thiku.
Vastasel korral hakkab see tulemust mdjutama. Kui operatsioonil on ainult parempoolne hik,
tuleb selle kasutamiseks panna koodisz * z * aasemelea * z * z.

Veelgi olulisem on arvestada, et “jaga ja valitse” tehnikaga on astet voimalik arvutada vaid tédnu
korrutamisoperatsiooni assotsiatiivsusele, sest selline astendamisalgoritm baseerub sulgude tm-
berpaigutamisel. Seega annab taolise definitsiooniga nagu (62) arvutamine korrektseid tulemusi
vaid assotsiatiivsete operatsioonide korral.

Naéiteks ei ole vdimalik koodiga (62) defineeritud funktsiooni kbrgAste rakendusena saada
superastendamist, mis seisneb tavalise astendamise korduvas sooritamises, sest astendamine ei
ole assotsiatiivne. Pealegi pole astendamisel vasakpoolset ihikelementi (parempoolne siiski on,
1, nii et sellest probleemist saaks (le).
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Koérgemat jarku astendamise abil saab arvutada asju, mis esmapilgul ei tundu sellega kuidagi
seotud olevat. VVaatame néiteks operatsiooni ® téisarvupaaridel, mis defineeritakse seosega

(a,b) ® (¢, d) = (ad + bc — ac, ac + bd). (64)
Markame, et
(FnaFn+1)®(1:1) = (Fn +Fn+1 - FnaFn +Fn+1) = (Fn+1aFn+2)a

st suvalist paari kahest jarjestikusest Fibonacci arvust paariga (1, 1) opereerides saame jargmise
paari kahest jarjestikusest Fibonacci arvust. See naitab, et kdik paarid kahest jarjestikusest Fibo-
nacci arvust on saadavad algpaarist (0, 1) jarjest paariga (1, 1) opereerides. Et (0, 1) on operat-
siooni ® Uhikelement, siis on tegemist paari (1, 1) astmetega.

Osutub, et operatsioon ® on assotsiatiivne. Seetdttu vaib temale vastavate astmete arvutamiseks
kasutada koodiga (62) defineeritud funktsiooni kBrgAste, mis annab meile viisi Fibonacci
arvude arvutamiseks logaritmilise keerukusega:

fib n
| n>=0
= let
(@, b) *™ (c, d
=(a*d+b*c-a*c,a*c+b*d). (65)

in
fst (kbrgAste (**) (0, 1) (1, 1) n)

| otherwise

= (if odd n then 1 else -1) * fib (-n)

Definitsioon (65) tletab oma efektiivsuselt kbik varasemad, ka need, mis lasid Fibonacci arve
listist otsida, sest listist otsimine on lineaarse keerukusega.

Tuntud on matemaatikas ka funktsioonide astendamine, kus korratavaks operatsiooniks on
kompositsioon. Haskellis on kompositsioon defineeritud infiksoperaatori . vaartuseks. Kom-
positsiooni Uhik on samasusfunktsioon, mis on preliidis defineeritud muutuja §1d vaartuseks.
Kuna kompositsioon on assotsiatiivne, valjendub funktsioonide astendamine seega avaldisega
kérgAste (.) 1id.

Kuid funktsioonide astendamise juures ei anna astendamiseks “jaga ja valitse” tehnika kasutami-
ne efektiivsusevditu. Kompositsioonide arv tuleb kiill astendaja suhtes logaritmiline, kuid antud
juhul pole see oluline nditaja, sest kasutajat ei huvita mitte funktsiooni aste ise, vaid tema raken-
damise tulemus teatavale argumendile. Kui niiiid funktsiooni aste on esitatud kujul g . g, siis
erinevalt tavalise astendamise juhust pole siin mingit kasu asjaolust, et operatsiooni argumen-
did on vordsed, sest rakendades seda kompositsiooni argumendile, sooritatakse kdigepealt Uks g
sellel argumendil ja teine g saadud tulemusel, mitte samal argumendil, mis vdimaldaks arvutus-
ressurssi kokku hoida. Kokkuvdttes sooritatakse funktsiooni f astme rakendamisel argumendile
ikka astendajaga vOrdne arv f rakendamisi.
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Ulesandeid

175.

176.

177.

178.

179.

180.

181.

182.

183.
184.

185.

186.

Tdestada, et valemiga (64) defineeritud operatsioon ® on assotsiatiivne ja (0, 1) on tema
kahepoolne hik.

Kirjutada oma moodulisse definitsioon (62) ja testida funktsiooni kdrgAste interaktiivse
interpretaatori kdsurealt erinevate operatsiooniargumentidega.

Tuginedes funktsioonile kdrgAste, kirjutada interaktiivse interpretaatori kdsurealt aval-
dis, mille v&artus saadakse siinuse 100-kordsel rakendamisel arvule 1.

Defineerida koodiga (39) antud lineaarse astendamise eeskujul kérgemat jarku funktsioon
kdrgLinAste, mis oleks sama tilpi nagu kdrgAste ja millega saaks arvutada ka su-
perastendamist.

Defineerida kérgemat jarku funktsioon kdrgFact, mis votab jarjest argumendiks operat-
siooni, tema parempoolse Uhiku ja naturaalarvu ning arvutab arvud n, n—1, . . ., 1 selle ope-

ratsiooniga kokku. Naiteks k6rgFact (”) 1 n vaartuseks peab olema n™ " Defi-
neerida operatsiooni kdrgFact kaudu faktoriaalifunktsioon ning binoomkordajaid (Z)

leidev funktsioon.

Defineerida funktsioon fi lterNext, mis votab jarjest argumendiks predikaadi p ja lis-
ti [ ning annab valja listi neist listi [ elementidest jarjekorda muutmata, mis [-s vahetult
jargnevad monele predikaati p rahuldavale elemendile.

Defineerida funktsioon countFi I'ter, mis votab jarjest argumendiks predikaadi p ja listi
[ ning annab vélja paari, mille esimene komponent vrdub avaldise Filter p [ védartu-
sega ja teine komponent néitab eemaldatud elementide arvu algse listiga vorreldes. Definit-
sioon peab countFilter pesitamakujul foldr & e.

Defineerida funktsioon countDropWhi le, mis votab jarjest argumendiks predikaadi p ja
listi [ ning annab vélja paari, mille esimene komponent vordub avaldise dropWhile p [
vadrtusega ja teine komponent néitab dravisatud elementide arvu algse listiga vorreldes.
Selle definitsiooni jargi arvutamine peab listi I[&bima Glimalt ks kord.

Defineerida funktsiooni foldl teisend Foldl >, mis vaartustab akumulaatorit jooksvalt.

Defineerida standardfunktsioon scanl rekursiivse listiga. Testida mittekommutatiivsete
operatsioonidega.

Defineerida funktsioon minuZ i pWith, mis tédtab nagu zipWith, aga ei viska ulejaévat
listisaba dra, vaid jatab selle tulemuslisti 1Gppu.

Defineerida kdrgemat jarku funktsioon mapPair, mis votab jarjest argumendiks curried-
kujul funktsiooni & ja listi [ ning mille tulemuseks on list, mille ta saab, vottes listi [ ele-
mendid kahekaupa paaridesse ja rakendades igale paarile operatsiooni 4.
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187.

188.

189.

190.

Defineerida kdrgemat jarku funktsioon foldt, mis vGtab argumendiks operatsiooni & ja
listi [ ning arvutab listi [ elemendid operatsiooniga & kokku, asetades sulud selliselt, et
avaldise struktuur oleks kahendpuu, kus igal hargneval tipul on olemas kaks alluvat ning
iga sellise tipu vasak alluv on balansseeritud ja sisaldab vahemalt samapalju lehti kui parem
alluv. Naiteks kui listi elemendid on a4, ay, as, agq, 0N tulemuseks (a; B ay)P(azBay), Kui listi
elemendid on a4, as, as, a4, as, on tulemuseks ((a1 D ay) @ (a3 Dag)) D as, kui listi elemendid
on as, az, as, 4y, as, ag, a7, ON tulemuseks ((a1 @ az) B (as D aq)) & ((as D ag) S ay).

Realiseerida sorteerimine mestimismeetodil Ulesannetes 186 ja 187 defineeritud funktsioo-
nide mapPair ja foldt abil.

Defineerida kdrgemat jarku sorteerimine, mis votab vordlusoperatsiooni argumendiks, kiir-
meetodil ja mestimismeetodil.

Defineerida funktsioon rotatsioonid, mis leiab argumentlisti kdik tstklilised nihked.
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