Abstraktse algebra pohimoisteid

Definitsioon 1. Olgu A mittetiihi hulk. Kujutust w : A* — A nimetatakse n-kohaliseks
algebraliseks tehteks hulgal A.

Definitsioon 2. Rihmaks nimetatakse hulka A, millel on defineeritud iiks kahekohaline
tehe * (tédhistame *(a,b) = a * b), nii et

G1l. (Va,b,ce A)((a*xb)*xc=ax(bxc)) (assotsiatiivsus);
G2. (Je€ A)(Va€e A)(axe=€e*xa=a) (leidub dhikelement);
G3. Vae A)(Fat € A)(axa P =a'xa=c¢) (igal elemendil leidub pésrdelement).

Oeldakse, et A on rithm tehte * suhtes ja kirjutatakse (A, *).

Kui hulgal A on defineeritud kahekohaline tehe, mis on assotsiatiivne, siis A on
poolrihm. Kui poolrithmas leidub iihikelement, siis teda nimetatakse monoidiks.

Kahekohaline tehe * hulgal A on kommutatiivne, kui kehtib samasus

COMM. (Va,be A)(a*xb="bx*a).

Rithma, mille tehe on kommutatiivne, nimetatakse kommutatiivseks ehk Abeli rihmaks.
Tihti tahistatakse Abeli rithma tehet méargiga “+” ja nimetatakse liitmiseks. Sellisel
juhul votavad Abeli rithma aksioomid jargmise kuju:

AG1. (Va,b,ce A)((a+b)+c=a+ (b+¢)) (assotsiatiivsus);
AG2. (30 € A)(Va € A)(a+0 = a) (leidub nullelement);
AG3. Vae A)(F—a€ A)(a+ (—a)=0) (igal elemendil leidub vastandelement);
AG4. (Va,be A)(a+b=1b+a) (kommutatiivsus).

Definitsioon 3. Ringiks nimetatakse hulka R, millel on defineeritud kaks kahekohalist
tehet, + (liitmine) ja - (korrutamine), nii et

R1. (R,+) on Abeli rithm;
R2. (R,-) on monoid;
R3. (Va,b,c€ R)(a-(b+c)=a-b+a-cja(a+b)-c=a-c+b-c) (distributiivsus).

(Tihti defineeritakse ringid ilma noudeta R2. Sellisel juhul kutsutakse meie poolt
vaadeldavaid ringe assotsiatiivseteks tihikelemendiga ringideks.) (Kui mingis algebralises
struktuuris koneldakse korrutamistehtest -, siis enamasti jaetakse tehtemark &ra ning
kirjutatakse a - b asemel lihtsalt ab.)

Definitsioon 4. Ringi (R, +,-) nimetatakse korpuseks, kui igal nullist erineval elemendil
on olemas poordelement. Sel juhul (R \ {0} ,-) on rithm.

Ringi (korpust) nimetatakse kommutatiivseks, kui tema korrutamine on kommutatiiv-
ne.

Ringi R nullist erinevat elementi a nimetatakse nulliteguriks, kui leidub selline nullist
erinev element b € R, et ab = 0.

Lause 1. Korpuses ei ole nullitequreid.



Definitsioon 5. Vektorruumiks iile korpuse K nimetatakse mittetiihja hulka V, millel
on defineeritud iiks kahekohaline tehe + (liitmine) ning iga & € K ja a € V korral on
defineeritud korrutis ka € V, nii et

VS1. (V,+) on Abeli riihm;

VS2. (Va,be V)(Vk € K)(k(a + b) = ka + kb);
VS3. (Va € V)(Vk,l € K)((k+ a = ka + la);
VS4. (Va € V)(Vk,l € K)((kl)a = k(la));
VS5. (Va € V)(la = a).

Vektorruumi V' elemente kutsutakse vektoriteks ning korpuse K elemente skalaarideks.

Definitsioon 6. Olgu (G ja (G5 rithmad. Kujutust ¢ : G; — G nimetatakse (rithmade)
homomorfismiks, kui

G. (Va,b € Gy)(p(ab) = p(a)p(b)). (korrutamise sailitamine)

Definitsioon 7. Olgu R; ja Ry ringid tihikelementidega 1 ja 1’, vastavalt. Kujutust
¢ : Ry — R, nimetatakse (ringide) homomorfismiks, kui

HR1. (Va,b € Ry)(e(a+b) = ¢(a) + ¢(b)); (liitmise séilitamine)
HR2. (Va,b € Ry)(e(ab) = p(a)p(d)); (korrutamise sdilitamine)
HR3. o(1) = 1" (ithikelemendi sailitamine)

Definitsioon 8. Olgu V; ja V, vektorruumid iile korpuse K. Kujutust ¢ : Vi — V,
nimetatakse (vektorruumide) homomorfismiks ehk lineaarkujutuseks, kui

HVS1. (Va,b e Vi)(p(a+b) = ¢p(a) + ¢(b)); (liitmise séilitamine)
HVS2. (VYa € V)(Vk € K)(¢(ka) = kep(a)). (skalaariga korrutamise siilitamine)

Algebraliste struktuuride isomorfismiks nimetatakse nende bijektiivset homomorfismi.
Kui leidub isomorfism iihest algebralisest struktuurist teise, siis neid struktuure nimeta-
takse isomorfseteks. Korpusi loetakse isomorfseteks, kui nad on isomortsed kui ringid.

Definitsioon 9. Olgu (G, ) rithm. Mittetithja hulka H C (' nimetatakse rithma ¢
alamrihmaks, kui

SG1. (Ya,be H)(ab e H); (kinnisus korrutamise suhtes)
SG2. (Va € H)(a™ ' € H). (kinnisus poordelemendi votmise suhtes)

Kui a on rithma GG mingi ﬁkseeritud element, siis hulk
(@) = {...,a% a1 =aa,a? ...} C G on rithma G alamrithm. Seda alamriihma
nimetatakse elemendz a poolt moodustatud (tekitatud) alamrihmaks. Kui see rithm on
lopmatu, siis Geldakse, et element a on lopmatut jirku. Kui aga see rithm on loplik,
siis leidub selline naturaalarv m, et (a) = {a,da* ... ,a™ ' a™ = 1}. Kui m on vdhim
sellise omadusega naturaalarv, siis 6eldakse, et elemendi a jirk rithmas G on m ning
tahistatakse ordg(a) = m. Kui rithm G on moodustatud ithe elemendi poolt, s.t. kui
G = (a), siis 6eldakse, et rithm G on tsikliline.

Lopliku rithma jdrguks nimetatakse tema elementide arvu. Seega elemendi jark on

tema poolt moodustatud alamrithma jark.



Teoreem 1. (Lagrange) Lopliku rihma mistahes alamrihma jark on selle rihma jirgu
jagaja.

Definitsioon 10. Olgu (R, +,-) ring ithikelemendiga 1. Mittetiihja alamhulka R' C R
nimetatakse ringi R alamringiks, kui

SR1. (Va,be R')(a+be R); (kinnisus liitmise suhtes
SR2. (Va € R')(—a € R'); (kinnisus vastandelemendi votmise suhtes
SR3. (Va,be R')(abe R'); (kinnisus korrutamise suhtes
SR4. 1 € R (kinnisus ithikelemendi suhtes

)
)
)
)

Definitsioon 11. Olgu (K, +,-) korpus. Mittetithja alamhulka K’ C K nimetatakse
korpuse K alamkorpuseks, kui

SF1. (Va,be K')(a + b€ K'); (kinnisus liitmise suhtes)
SF2. (Va € K')(—a € K'); (kinnisus vastandelemendi votmise suhtes)
SF3. (Va,be K')(ab € K'); (kinnisus korrutamise suhtes)
SF4. (Vae K'\ {0})(a™* € K'). (kinnisus poordelemendi votmise suhtes)

Definitsioon 12. Olgu V vektorruum. Mittetiihja alamhulka /' C V nimetatakse vek-
torruumi V' alamruumiks, kui

SVS1. (VYa,be U)(a+be U); (kinnisus liitmise suhtes)
SVS2. (Va € U)(Vk € K)(ka € U). (kinnisus skalaariga korrutamise suhtes)

Definitsioon 13. Rithma G alamrithma N nimetatakse normaalseks alamrihmaks ehk
normaaljagajaks, kui

NSG. (Va € G)(Vbe N)(a™'ba € N).
Olgu N rithma GG normaaljagaja. Alamhulki aN = {ab| b€ N}, kus a € G, ni-

metatakse korvalklassideks normaaljagaja N jargi. Tahistame koigi korvalklasside hulga
{aN | a € G} = G/N ning defineerime sellel hulgal korrutamistehte vordusega

(a1 N)(azN) = ayasN.

Saab néidata, et /N on rithm selle tehte suhtes. Seda rithma GG/N nimetatakse rithma
G faktorrihmaks normaaljagaja N jargi.

Definitsioon 14. Ringi R mittetithja alamhulka I nimetatakse ideaaliks, kui
I1. (Va,be I)(a+be )
I12. (Va € R)(Vi € I)(ai,ia € I).

Olgu [ ringi R ideaal. Alamhulki a + I = {a+ 1|7 € [}, kus a € R, nimetatakse
korvalklassideks ideaali I jargi. Tahistame koigi korvalklasside hulga {a + [ | a € R} =

R/I ning defineerime sellel hulgal korrutamis- ja liitmistehte vordustega

(ar+ 1)+ (az+ 1) = (a1 + a2) + I
(a1 + I)(ay + 1) = (araz) + 1.

Saab néidata, et R/I on ring nende tehete suhtes. Seda ringi R/I nimetatakse ringi R
faktorringiks ideaali I jargi.



