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1. Jaguvus. Aritmeetika pohiteoreem

Viga oluline koht arvuteoorias on jaguvuse moistel. Sellega olete te tdendoliselt juba kokku puutunud kursuses
Algebra T vai Algebra IT. Meenutame siiski olulisemaid definitsioone (vt. ka [1], lk. 191-198).

Olgu (R, +, ) nullitegureita kommutatiivne ring. (Kéesolevas kursuses peame ringi all silmas iithikelemendiga
assotsiatiivset ringi.) Sellisel juhul v&ib kdnelda selle ringi elementide jaguvusest. Nimelt, deldakse, et element
a € R jagab elementi b € R (ja tdhistatakse a | b), kui leidub selline element ¢ € R, et ac = b. Fakti, et a | b, voib
tahistada ja viljendada viga mitmel erineval moel. K&ik jargnevad kirjutised ja viited tdhendavad tegelikult tihte
ja sedasama:

a|b = element a jagab elemeti b = bia = element b jagub elemendiga a

a on bjagaja = aonbtegur = bon akordne = (Je)(ac =b).

Jaguvuse definitsioonist jareldub vahetult, et element on p&oratav ringis R parajasti siis, kui ta jagab selle ringi
tihikelementi. Ringi R podratavad elemendid moodustavad korrutamise suhtes rithma, mida tihistatakse U(R)
ja mille elemente nimetatakse vahel ka dhikuiks (ingl. k. unit). Seega U(R) = {a € R | (3¢ € R)(ac = 1)}.
Mittepooratavat elementi p € R nimetatakse taandumatuks, kui iga a,b € R korral vordusest p = ab jareldub, et
kas a on pddératav voi b on podratav. Oeldakse, et elemendid a,b € R on assotsieeritud (tdhistatakse a ~ b), kui
a = bu, kus u € R on pooratav. Saab tdestada, et a ja b on assotsieeritud parajasti siis, kui a | b ja b | a (vt. [1],
Lemma 6.12.2.).

Naide 1.1. Taisarvude ringis Z on poératavad elemendid vaid 1 ja —1, s.t. U(Z) = {1, —1}. Igal arvul a ¢ U(7Z)
on vihemalt 4 jagajat: 1,—1,a, —a. Niiteks arvu 6 jagajad on £1,+2, 43 ja £6. Arvud a ja b on assotsieeritud,
kui @ = 4b ning ringi Z taandumatud elemendid on algarvud ja nende vastandarvud.

Meenutame moningaid jaguvusseose omadusi.
Lause 1.2. Jaguvusseosel nullitequreita kommutatitvses ringis R on jirgmised omadused: iga a,b,c € R korral
1. kuia|bjab|e, siisalc (transitiivsus);
2. kuial|bjaale siisal(bxc);
3. kuia|b, siis ac| be (jarelikult ka a | be).
Nullitegureita kommutatiivses ringis K voib konelda elementide suurimast {ihistegurist ja vahimast iihiskordsest.

Definitsioon 1.3. Elementi d € R nimetatakse elementide a,b € R suurimaks ihisteguriks (tahistatakse d =

SUT(a, b) ehk lihidalt d = (a, b)), kui
(i) d|ajad]b;
(ii) iga ¢ € R korral, kui ¢ | a ja ¢ | b, siis ¢ | d.

Definitsioon 1.4. Elementi m € R nimetatakse elementide a,b € R vihimaks ihiskordseks (tahistatakse m =

VUK(a,b) ehk m = [a, b]), kui
(i) a[mjab|m;
(ii) iga ¢ € R korral, kui a | ¢ ja b | e, siis m | c.

Lihtne on veenduda, et kui d on @ ja b suurim iihistegur (vdhim iihiskordne) ja u € U(R), siis ka du on a
ja b suurim ihistegur (vahim iihiskordne). Teiste sdnadega, suurim tihistegur ja vihim ihiskordne on maaratud
tiheselt assotsieerituse tdpsusega (tdisarvude korral tihendab see siis mirgi tdpsust). Muuhulgas tdhendab see
seda, et mistahes suurimat thistegurit véi1 vahimat ihiskordset sisaldavate avaldiste vordust tuleb télgendada
assotsieerituse tapsusega.

Suurimal ithisteguril on jargmised omadused.

Lause 1.5. Iga a,b,c € R korral

1. (a,b) = a parajasti siis, kui a | b;

(a,b) = 0 parajasti siis, kui a =0 ja b=0;



4. (ca,cb) = c(a,b);
5. ((a,b),¢) = (a,(b,c)).

On ringe, mille kahe elemendi SUT ja VUK ei eksisteeri. Tiisarvude korral on siiski igal kahel arvul olemas
tiapselt kaks suurimat tihistegurit ja vihimat tihiskordset (v.a. juhul, kui mélemad arvud on vardsed nulliga).

Jargmine lause on lugejale kindlasti tuttav. Lithidalt 6eldes véidab ta seda, et iga tdisarvu voib jadgiga jagada
iga naturaalarvuga. Méargime, et selle kursuse jooksul me loeme naturaalarvudeks arve 1,2,3,... (kuid mitte 0).

Lause 1.6. Olgu a tdisarv ja b naturaalarv. Siis leiduvad iheselt mddratud tdisarvud q (jagatis) ja r (jaik), nii et
a=bg+r ja 0<r<b.

ToOEsTUS. Selliste ¢ ja r leidumine on tdestatud raamatus [1], lauses 6.1.21. Niitame, et nad on iiheselt maaratud.
Selleks oletame, et leiduvad taisarvud ¢y, ¢z, r1, 7o nii, et

a=bq+r1=bga+ry ja 0<r,re <0

Siis b(q1 — q2) = ro —r1. Kuna b # 0, |r2 — r1| < b ja q1 — ¢2 € 7Z, siis vordusest |ro — r1| = |b||¢1 — ¢z| jareldub, et
g1 — g2 = 0 ja seega ka ro — r; = 0. See tdhendab, et q1 = ¢2 ja 7y = ra. O

Seega naturaalarv b jagab tdisarvu a (ehk a jagub arvuga b) parajasti siis, kui arvu a jagamisel arvuga b tekkiv
jadk on 0.

Lausest 1.6 jareldub muuhulgas, et ring Z on nn. Eukleidese ring ja seega (nagu teada kursusest Algebra I voi
Algebra IT), vaib selles ringis kahe elemendi suurima ihisteguri leida Fukleidese algoritmi abil.

Algoritm ise téotab jargmiselt. Olgu eesmirgiks leida taisarvude a ja b suurim iihistegur. Uldsust kitsendamata
voime eeldada, et a > b > 0 (sest (a,b) = (|al,]b])). Kdigepdilt jagame arvu a jadgiga arvuga b:

a=bq +r, 0<r <b.
Kui r; = 0, siis b | a ja seega (a,b) = b. Kui r1 # 0, siis jagame arvu b arvuga r;:
b=riqs+ra, 0<ry<ry.
Kui ro = 0, siis I6petame; vastasel juhul jagame arvu r; arvuga ro:
1= Tags + T3, 0<rs<rs.

Niimoodi jatkame senikaua kui saame mingil sammul jédgiks r, 41 = 0. Varem véi hiljem peab see juhtuma, sest
b>ry >ry>...>0jael leidu I6pmatuid kahanevaid naturaalarvujadasid. Osutub, et suurimaks ithisteguriks on
viimane nullist erinev jadk r, (tdestuse voib leida raamatust [1], lk. 196-197). Algoritmi voib kokku votta jargmise
tabelina.

Eukleidese algoritm.

a = bq+r, 0<7r <b,
b = riga+rs, 0<rs <ry,
rn = Traqs+rs, 0 <rz <y,
(1)
n-3 = Tn—2qn_1+ Tp_1 0< Tpn—1 < Tp-2,
Tn—2 = Tn—1qn + Tn 0<ry, < Tp-1,
Tn—1 =  TnQn+41 + 0.

Paljudel arvuteooria probleemidel on jargmine kuju: kui f on tdisarvuliste kordajatega (ithe- v4i mitmemuu-
tuja) poliinoom, siis kas vorrandil f = 0 on téisarvulisi lahendeid? Selliseid vorrandeid on hakatud Diophantose
auks nimetama diofantilisteks vorranditeks. Diophantos elas 3. sajandil ja t66tas Aleksandrias. Tema p&hiteos oli
“Aritmeetika” | milles ta muuhulgas késitles tehteid ratsionaalarvudega, kasutas algelist algebralist siimboolikat ja
lahendas mitme tundmatuga vérrandeid.

Teoreem 1.7. Antud tdisarvude a,b, c korral on diofantilisel vorrandil
ar+by=c (2)
olemas tdisarvuline lahend parajasti siis, kui (a,b) | c. Kui vihemalt iks arvudest a ja b ei ole 0 ning xq, yo on selle

vorrandi mingt (eri)lahend, siis koik dlejidnud selle vorrandi lahendid x,y saadakse valemite

T =2xo+

b, ey
(Cl,b) ’ Y=Y (Cl,b)

abil, andes muutujale t kéik tdisarvulised vidriused.



ToOEsTUS. Tdestame esimese viite.

TARVILIKKUS. Oletame, et leiduvad sellised taisarvud g ja yo, et axg + by = ¢. Kuna (a,b) | a ja (a,b) | b, siis
lause 1.2(2) pohjal ka (a, b) | ax 4+ by = c.

Prrsavus. See, et (a,b) | ¢, tdhendab, et leidub selline s € Z, et r,s = ¢. Olgu (a, b) = r, leitud Eukleidese algoritmi
abil. Liikudes tabelis (1) alt iiles, saame r,, avaldada a ja b kaudu:

m =Tn—2—Th-14n = Th—2 — (rn—S - rn—ZQn—l)Qn = (1 + QH(]n—l)rn—Z —qnTn-3=...= az’ + by/a

kus @',y € Z. Seega a(x's) + b(y's) = (ax’ + by')s = rps = ¢, s.t. 2's,y's on vorrandi (2) lahend.

Enne teise viite toestamist mérgime, et esimesest viitest saab teha jareldused 1.10, 1.11 ja 1.12

Oletame niiiid, et meile on teada vorrandi (2) mingi lahend g, yo. Kui 2/,4 on selle vérrandi mingi teine
lahend, siis azg + byg = ¢ = az’ 4 by, millest saame, et a(z’ — xy) = b(yo — ¥'). Kui vahemalt tiks arvudest a ja b
ei ole 0, siis (a,b) # 0. Tahistades d = (a, b), saame leida sellised taisarvud o' ja b', et a = da’ ja b = db’, kusjuures
jarelduse 1.10 pdhjal (o', ") = (a b) = 1. Asendades a ja b ning jagades vorduse mdlemaid pooli arvuga d, saame

a' (2’ —xo) =0 (yo —¥). (3)

Meil on olukord, kus o’ | ¥'(yo — ¢/) ja (', ') = 1. Kasutades jareldust 1.11 saame, et @’ | (yo — ¢'), s.t. leidub
selline t € Z, et yo — y' = a’t. Asendades yy — y' vorduses (3) ning jagades arvuga o', saame &' — xg = b't. Seega
oleme saanud, et lahend z’,y’ avaldub kujul ' = zy + bt = zy + (abT)t Y =yo—a't =y — (J’T)t.

Teisest kiiljest, on lihtne ndha, et iga t € Z korral sellised arvud rahuldavad vorrandit (2):

alx axr C.
0 (Cl, b) Yo (Cl, b) 0 Yo

O

Mirkus 1.8. Kirjutame korraks vorrandi (2) lahendeid paaridena (z,y). Vaatleme vorrandit az + by = c¢ iile
reaalarvude ning eeldame, et vihemalt iiks arvudest a ja b el ole 0. Siis lineaarvorrandisiisteemide teooria pohjal
on teada, et sellest vorrandist koosnevale siisteemile vastava homogeense siisteemi ax + by = 0 lahendite funda-

mentaalsiisteem sisaldab iihe lahendi {(z1,y1) (selleks v3ib vatta niiteks paari (z1,y1) = <ﬁ, —(aa—b)> € R?)

ning siisteemi axz + by = c¢ koigi reaalarvuliste lahendite hulk avaldub kujul {(zo,yo) + {t{z1,31) | t € R} =
{{zo +tx1,yo +ty1) |t € R}, kus (xg,y0) € R? on selle vérrandi mingi erilahend (vt. [1], teoreem 5.5.3). Teoreem
1.7 iitleb, et kui vaadelda vorrandit axz + by = c iile tdisarvude, siis tema koigi lahendite hulk avaldub sisuliselt
samamoodi.

Naiide 1.9. Lahendame diofantilise vorrandi
1722 4+ 20y = 1000.

Selleks leiame Eukleidese algoritmi abil (172, 20). Saame, et

172 = 8-20412
20 = 1-12+8
12 = 1-8+4

8§ = 2-4

bl

kust ndeme, et (172,20) = 4. Kuna 4 | 1000, siis vorrandil on lahend olemas. Avaldame niiiid arva 4 arvade 172 ja
20 “lineaarkombinatsioonina”:

4=12-8=12-(20-12)=2-12-20=2- (172 —8-20) — 20 = 2- 172+ (—17) - 20.

Korrutades saadud seose molemaid pooli arvuga 250, saame 1000 = 500 - 172 4+ (—4250) - 20, seega xg = 500, yg =
—4250 on antud vorrandi iiheks lahendiks. Ké&ik {ilejadnud téisarvulised lahendid saame arvutada valemeist

x =500+ %t:500—|—5t,
y = —4250 — 22¢ = —4520 — 43¢,

kus ¢ on tdisarv.

Leiame veel néiteks koik positiivsed lahendid (s.t. lahendid, kus # > 0 ja y > 0). Positiivsete lahendite korral
peab t rahuldama vorratusi 50045t > 0 ja —4250—43¢ > 0, ehk samavé&irselt —100 < ¢ < —98%. Ainus tédisarv, mis
neid tingimusi rahuldab, on t = —99. Seega antud vorrandil on vaid iiks positiivne lahend # = 5004+ 5 - (—99) = 5,
y=—4520—43 - (-99) = 7.



Jareldus 1.10. Iga a,b,d € Z, d # 0, korral on vérdus (a,b) = d samavddrne vordusega (%, %) =1.

TOEsTUS. Niitame, et esimesest vordusest jareldub teine. Et d on @ ja b jagaja, siis 7 ja % on taisarvud. Teoreemi
1.7 esimese viite pohjal leiduvad sellised tdisarvud z ja y, et axz + by = d. Jagades selle vérduse pooli arvuga d
saame, et Fx + %y = 1, millest jéllegi teoreemi 1.7 pohjal saame, et (%, %) 1 ehk (%, %) =1.

|
Oletame niitid, et kehtib (%, %) = 1. Siis lause 1.5 osa 3. pohjal d = d (%, %) = (a,b). a

Jareldus 1.11. Kui a | be ja (a,b) =1, a,b,c € Z, siisa | c.

TOEsTUs. Kuna (a,b) = 1, siis leiduvad sellised tdisarvud x ja y, et ax + by = 1. Jarelikult aze + byc = ¢. Et a
jagab selle vorduse vasakut poolt, siis peab ta jagama ka paremat poolt, s.t. a | c. a

Meenutame, et algarvuks nimetatakse naturaalarvu p > 1, mille ainsad naturaalarvulised jagajad on 1 ja p.
Naturaalarvu, mis on suurem kui 1 ja mis pole algarv, nimetatakse kordarvuks.

Jareldus 1.12. Kuip on algarv ja p | be, byc € Z, stis kas p | b vdi p | c.

TOESTUS. Algarvu p ainsad téisarvulised jagajad on +1 ja +p. Seega (p,b) = p voi (p,b) = 1. Esimesel juhul p | b.
Teisel juhul saame jarelduse 1.11 pdhjal, et p | c. a

Induktsiooniga saab niiiid lihtsalt toestada jargmise véite.
Jareldus 1.13. Kuip on algarv ja p | aras...ap, ay,as, ... a, € Z, stis leidub k € {1,2,... n}, nit el p|ay.
Kuna algarvu ainsad naturaalarvulised jagajad on 1 ja see arv ise, siis saame jargmise tulemuse.

Jareldus 1.14. Kuip,q1,q92,...,qn on algarvud ja p | qiqs ... qn, stis leidub k € {1,2,... n}, nii el p= qy.

Niitena nende omaduste rakendamisest vaatleme jargmist viidet, mille tdestas juba Pythagoras (569-500
e.m.a.).

Niide 1.15. /2 ei ole ratsionaalarv.

Oletame vastuviiteliselt, et /2 on ratsionaalarv, s.t. /2 = %, kus a ja b on tdisarvud ja (@, b) = 1. Ruutu vottes
saame b? = 2a”? | seega a | b?. Kui a > 1, siis jirelduse 1.11 péhjal peaks a | b ja jirelikult (a,b) = a > 1, mis
pole véimalik. Seega a@ = 1 ja jarelikult 6% = 2, mis on vastuolu, sest iihegi tiisarvu ruut pole 2. Saadud vastuolu
naitabki, et V2 ei saa olla ratsionaalarv.

Jargnevalt toestame véiite, millele tugineb suur osa naturaalarvude aritmeetikas toestatavatest teoreemidest ja
mis pirineb Eukleidese (u. 350 e.m.a.) “Elementide” IX raamatust.

Teoreem 1.16 (Aritmeetika pohiteoreem). Iga naturaalarv n > 1 esitub algarvude korrulisena ja see esilus
on tihene tequrite jirjekorra tdpsusent.

ToEsTUs. Naitame esiteks induktsiooniga, et iga naturaalarv n > 1 esitub algarvude korrutisena. Arvu n = 2 korral
on viide ilmne. Oletame, et n > 2 ja iga naturaalarv 1 < m < n esitub algarvude korrutisena. Naturaalarv n peab
olema kas algarv voi kordarv. Esimesel juhul pole midagi téestada. Kui aga n on kordarv, siis leidub naturaalarv
d | n, kusjuures 1 < d < n. Valime selliste naturaalarvude d hulgast vilja vihima, olgu see p. Siis p on algarv.
Toepoolest, kui leiduks naturaalarv ¢ nii, et ¢ | pja 1l < ¢ < p, siis seostest ¢ | p ja p | n jarelduks, et ¢ | n, mis aga
on vastuolus arvu p valikuga. Seega n = pm, kus p on algarv ja 1 < m < n. Induktsiooni eelduse pdhjal avaldub m
algarvude korrutisena ning jarelikult ka n avaldub algarvude korrutisena.
Uhesuse niitamiseks oletame, et n esitub algarvude korrutisena kahel viisil:

n=pip2...pr = q1492...4s,

kus (iildsust kitsendamata) » < s ja algarvud p; ja ¢; on mittekahanevas jarjekorras, s.t. p1 < p2 < ... < p, ja
g1 < g2 < ... < ¢qs. Kuna py | q1qs ... ¢s, siis jarelduse 1.14 pdhjal p; = ¢ mingi k € {1,...,s} korral; kuid siis
p1 > q1. Samamoodi saame ¢; > pp ning seega p; = ¢q1. Taandades p; saame paps...p, = 243 . . . ¢s. Korrates seda
mottekdiku saame ps = g2 ja pspa...pr = ¢3¢a...¢s. Kul r < s, siis niimoodi jatkates saame 1 = ¢, y1¢r42 ... s,
mis on aga voimatu, sest koik g; > 1. Seega r = s ning p1 = q1, p2 = q2, ..., pr = ¢r, mida oligi vaja ndidata. O

Méirgime, et kuigi siin me andsime aritmeetika pohiteoreemi vahetuma testuse, on see teoreem tegelikult
otseseks jarelduseks teoreemile, mis véidab, et iga Fukleidese ring on faktoriaalne ([1], teoreem 6.13.4.).

Naturaalarvu esitust algarvude korrutisena nimetame tema algtequreiks lahutuseks ning selles lahutuses esinevaid
algarve nimetame antud arvu algteguretks. Soltuvalt tegurite jarjekorrast voib algtegureiks lahutusi olla mitu. Vahel
on siiski otstarbekam kasutada arvu iihesemat esitust.



Jareldus 1.17. Iga naturaalarv n > 1 esitub dheselt kujul

E1 k ko
n=pi'ps°...pg, (4)
kus k; > 0, p; on algarvigai=1,2,...,s korral ning p1 < ps < ... < ps.

Naturaalarvu n esitust kujul (4) nimetame selle arvu standardkujuks.
Niide 1.18. 180 =2-5-2-3-3=2-2-3-3.5=2%2.3%2.5% kus viimane korrutis on arvu 180 standardkuju.

Aritmeetika pohiteoreem annab iihe voimaluse SUT ja VUK arvutamiseks. Kui m,n > 1 on naturaalarvud

ja {p1,...,ps} on nende arvude algtegurite hulkade tihend, siis voime need arvud esitada kujul m = plfl ke
n = plf ...p%, kus py,..., ps on paarikaupa erinevad algarvud ja k; > 0,; > 0,7 =1,...,s. (NB! Tegemist pole
standardkujudega.)
Lause 1.19. Olgu m,n > 1 naturaalarvud, m = plfl Cphe = plf ...ple, kus pi, ..., ps on paarikaupa erinevad
algarvud ja k; > 0,1; >0, i =1,... s. Sus

1. m | n parajasti siis, kui k; < l;,i=1,... s ;

2. (myn)=py*...pY%, kus u; = min(k;, ), i=1,...,s;

3. [m,n] = pit...pY, kus v; = max(k;, ), i =1,...,s.

ToOEsTUS. 1. TARVILIKKUS. Olgu m | n. See tihendab, et leidub selline a € N, et ma = n. Kui @ = 1, siis jireldub
viide vahetult aritmeetika pohiteoreemist. Kui a > 1, siis tdnu aritmeetika pShiteoreemile ei saa a algtegurite
hulgas olla selliseid algarve, mis ei ole n algtegurid. Seega on a kujul a = pi* ...pls, kus jy,...,js > 0. Jirelikult

Fibiv o ketie — (hr k) [ 7 W
phtin | pheti —(pfmps)(p]11~~~P§)—ma—n—Pf~~Ps~

Aritmeetika pohiteoreemi pohjal k; + j; = I;, millest jareldubki, et k; < I;, i =1,...,s.
Piisavus. Olgu k; <[;,i=1,... s. Siis'm (plf_kl .. .pl;_kS) =n, ehk m | n.
2. Tahistame d = py* ... p% . Kuna w; < k; jau; <1, i =1,...,s, siis vaite 1 pdhjal d | m ja d | n. Oletame, et
¢|mjac|n, kusjuures ¢ = p]f ...ple. Jillegi

vaite 1 pohjal j; < k; ning j; < {;, ¢ = 1,...,s. Seega j; < min(k;, ;) = w;, i = 1,..., s, millest jareldub, et
c|d.
3. saab toestada analoogiliselt. ad

Kuna mistahes mittenegatiivsete tiisarvude & ja { korral min(k, [)+max(k,!) = k+1, siis kehtib jargmine viide.
Lause 1.20. Mistahes naturaalarvude a ja b korral
(a,b)[a,b] = ab.

Niide 1.21. Olgu m = 36 ja n = 27. Lahutame nad algarvude astmete korrutiseks: m = 22 3% jan = 2° . 33
Kasutades lauset 1.19 saame, et (m,n) = 2°-3% = 9 ja [m,n] = 22 - 33 = 108.

Tuleb méirkida, et lause 1.19 omab téhtsust pigem teoreetilistes arutlustes, sest naturaalarvu algtegureiks la-
hutamine on reeglina vga tmahukas. Suurima iihisteguri praktiliseks leidmiseks kasutatakse reeglina Eukleidese
algoritmi.



2. Algarvud

Meenutame veelkord, et naturaalarvu p > 1 nimetatakse algarvuks, kui tema ainsad naturaalarvulised jagajad
on 1 ja p. Naturaalarvu, mis on suurem kui 1 ja mis pole algarv, nimetatakse kordarvuks.

Kuidas antud naturaalarvu korral teha kindlaks, kas ta on algarv voi kordarv? K&ige lihtsam viis on jagada
seda arvu koigi talle eelnevate naturaalarvudega. Kui ta iithegagi neist (vélja arvatud 1) ei jagu, siis on ta algarv,
vastasel juhul kordarv. Kuigi see meetod on lihtne, ei kélba ta praktikas kasutamiseks arvutuste liiga suure mahu
tottu.

Arvutuste mahtu saab veidi vihendada, kui paneme tahele jargmist kordarvude omadust. Olgu a > 1 kordarv,
s.t. a = be, kus 1 < b, ¢ < a. Eeldades, et niiteks b < ¢, saame, et b? < be = a ja seega b < v/a. Et b > 1, siis
leidub arvul b vihemalt iiks algtegur p. Siis p < b < y/a, ning kuna p | b ja b | a, siis p | a. Seega, kui a on kordarv,
siis tal leidub selline algtegur, mis pole suurem kui /a. Ehk samaviarselt, kui iikski algarv p < +/a ei ole arvu a
jagaja, siis a on algarv. Seega arvu a algarvulisuse kontrollimiseks piisab, kui kontrollime, kas ta jagub algarvudega

p<Va
Naide 2.1. Kas 101 on algarv?

Et 10 < v/101 < 11, siis tuleb kontrollida jaguvust algarvudega 2, 3, 5 ja 7. Kuna 101 neist iihegagi ei jagu, siis
on ta algarv.

Eespool nagime, et kui iikski algarv p < \/a ei ole arvu a jagaja, siis a on algarv. Sellel faktil pshineb kreeka
matemaatiku Eratosthenese (276-194 e.m.a.) poolt vilja tootatud meetod mingist fikseeritud naturaalarvust n
mittesuuremate algarvude leidmiseks, mida nimetatakse “Eratosthenese séelaks”. Alljargnev kirjeldus on parit
Boethiuse (u. 480-524 m.a.j.) raamatust “Aritmeetika alustest”.

“Nende arvude [algarvude] genereerimine ja leidmine on vdetud uurimusest, mida Eratosthenes, muuhulgas,
nimetas “soelaks”, sest kui koik paaritud arvud on pandud keskele kokku, siis kunsti abil, mida me tahame edasi
anda, soelutakse teiste hulgast vilja iga arv, mis on kas esimest vdi kolmandat liiki [s.t. on algarv]. Olgu kaik
paaritud arvud alates kolmest paigutatud mistahes pikkusega jarjestatud ritta: 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15, 17, 19, 21,
23, 25, 27, 29, 31, 33, 35, 37, 39, 41, 43, 45, 47. Nende arvude sellise jada korral peame vaatama, mis on esimene
arv, mida saab moota esimene arv reas. Siis ta jirgmisena moddab arvu, mis on kahe arvu kaugusel esimesest ja
selleks, et m&ota arvu tolle méddetud arvu jirel, peab veel kaks arvu vahele jatma ning samamoodi edasi, kui need
kaks arvu on vahele jietud, siis arv, mida jille kord moodetakse, on moéodetud esimese arvu poolt; niimoodi iga
moddetava arvu ja eelmise moddetud arvu vahel on kaks ja nii jitkatakse esimesest arvust 16pmatuseni.

Kuid las ma teen seda mitte iildisel ja segasel moel. Esimene arv méddab oma suurusega seda, mis paikneb
kahe arvu jérel parast teda ennast. Ni1 kolm, jattes kaks arvu vahele, see on 5 ja 7, m&ddab iiheksat ja moddab
teda iseenda suurusega, see on kolm korda. Kolm korda kolm md&ddab iiheksat. Kui péarast iiheksat jatan vahele
kaks arvu, siis saan arvu, mis tuleb nende jérel ja on moddetud esimese paaritu arvu poolt teise paaritu arvu
suuruse abil, see on viie abil. Nii et kui pirast 9-t me jatame vahele 2 arvu, see on 11 ja 13, siis kolmandat arvu,
15, maddetakse [jada] teise arvu suuruse abil, see on viie abil, kolm maddab 15-t viis korda. Jille, kui alustades
viieteistkiimnest ma jatan vahel kaks arvu, mis on paigutatud jadas tema jarele, siis esimene arv on tema [s.o. arvu
21] mdot jada kolmanda paaritu arvu abil. Kui parast 15-t ma jatan vahele 17 ja 19, siis ma jouan 21-ni, mis on
moddetud arvu kolm poolt seitse korda. Arvust 21 on kolm seitsmendikosa, ja tehes seda 16pmatult, ma leian, et
jada esimene arv, kui jadas kaks arvu jérjest vahel jatta, suudab moocta kéiki jargnevaid arve, ja seda jirjest selle
jada paaritute arvude suuruste abil.

Kui arvu viis korral, mis asub jadas teisel kohal, tahaks keegi leida esimese ja jargnevad arvud, millele 5 on
modduks, tuleks vahel jatta 4 paaritut arvu pérast 5-t, kuni tuleb see, mida 5 md&ota saab. Vahele jidetakse 4
paaritut arvu, see on 7, 9, 11 ja 13. Pérast neid on 15, mida viis méddab esimese paaritu arvu suurusega, see
on kolmega. 5 mdddab 15-t kolm korda. Kui seejarel jaetakse vahele neli arvu, siis seda, mis asetseb nende jarel,
mo&ddab jada teine arv, see on b, oma suurusega. Nii parast 15-t, kui arvud 17, 19, 21 ja 23 jatad vahele, siis parast
neid leiame 25, mida viis moodab iseenda suurusega. Viis korrutades vilega kasvab 25-ni. Kui parast seda jaetakse
vahele jargmised neli arvu, séilitades sellega sellesama jada konstantsuse, siis arvu, mis jargneb, moéddab viis jada
kolmanda arvu, see on seitsme, suurusega; ja see protsess on lépmatu.

Kui kolmas arv, millega saab m&ota, on vilja otsitud, ja kuus kohta on vahele jdetud, siis jouab jarjestus
seitsmenda arvuni, seda saab moota esimese arvu, see on kolme, suurusega; ja parast seda arvu, kui kuus arvu
paned vahele, siis arvu, mille jada siis annab, saab modta viiega, jada teise arvuga, ja see méddab 15-t kolm
korda. Kui siis jaetaks vahele veel kuus vahepéadlset arvu, siis arvu, mis jargneb, seitsmendat arvu [21] saab mdota
seitsmega kolme suuruse abil; ja see kindel kord jatkub jada viimase arvuni.”

Juba Eukleides leidis, et ei saa olla suurimat algarvu.
Teoreem 2.2 (Eukleides). Algarvude hulk on lopmatu.

TorsTUS. Olgu algarvud tahistatud p1 = 2,ps = 3, p3 = 5, pa = 7, ... . Oletame vastuviiteliselt, et leidub suurim
algarv p,. Vaatleme naturaalarvu a = p1ps...p, + 1. Et @ > 1, siis peab leiduma algarv, mis arvu a jagab. Kuna



oletasime, et p1, ..., p, on ainsad algarvud, siis peab leidumaselline i € {1,...,n}, et p; | a. Seega saame lause 1.2
pohjal; et p; | a — p1p2 .. .pn = 1, mis on vastuolus sellega, et p; > 1. a

Lause 1.6 tdttu vaib iga naturaalarvu esitada iiheselt kas kujul 4k, 4k + 1, 4k + 2 vai 4k + 3, kus k € NU {0},
soltuvalt sellest, millise jidgi annab see naturaalarv jagamisel 4-ga. On selge, et arvad 4k ja 4k +2 = 2(2k + 1) on
paarisarvud ja seega kordarvud. Paaritud arvud jagunevad kahte 16pmatusse jadasse: iihed, mis on kujul 4%k + 1,
s.t.

1,5,9,13, 17,21, ...

ja teised, mis on kujul 4k + 3, s.t.
3,7,11,15,19,23, ...

Mélemas jadas on nii alg- kui kordarve. Osutub, et analoogiliselt eelmise teoreemiga, saab tdestada, et teine jada
sisaldab lopmata palju algarve. Selleks toestame enne ithe tillukese lemma.

Lemma 2.3. Kui kaks naturaalarvu on kujul 4k + 1, siis nende korrutis on samal kujul.

TOEsTUS. Olgu m =4k + ljan=4+1, k,l e NU{0}. Siis mn = (dk+ 1)(4 + 1) =44kl + k+ 1) + 1. a

Teoreem 2.4. On l6pmata palju algarve kujul 4k + 3.

TorsTUS. Oletame jillegi, et on vaid 16plik arv algarve kujul 4k + 3. Olgu nad tahistatud ¢y, ..., ¢,. Vaatleme
naturaalarvu a = 4q1q2 .. .qn — 1 = 4(q192 .. . ¢n — 1)+ 3. Olgu a = rire .. .rs arvu a lahutus algtegureiks. Kuna a
on paaritu arv, siis iikski r; ei ole 2. Seega 1ga r; on kas kujul 4k + 1 v&i 4k + 3. Lemma 2.3 tottu peab vihemalt {iks
tegureist r1,...,r, olema kujul 4k + 3. Olgu r; = 4k 4+ 3,k € NU {0}. Siis peab leiduma selline j, et 7; = ¢; > 1.
Jarelikult 7; | @ — 44192 ... ¢, = —1, vastuolu. a

Tegelikult ka jadas (4k + 1)penugo} on lopmata palju algarve (vt. lause 9.8) ja veelgi enam, kehtib Dirichlet’
poolt 1837. a. tdestatud teoreem algarvude kohta aritmeetilises jadas.

Teoreem 2.5 (Dirichlet). Kui a ja b on dhistegurita naturaalarvud, sits aritmeetilises jadas
a,a+ba+2b,a+ 30, ...
on lopmata palju algarve.

Teisest kiiljest, ei ole iihtegi aritmeetilist jada a,a+b,a+2b, ... = (a+kb)renufo}, @, b € N, mis koosneks ainult
algarvudest. Tdepoolest, kui kaik selle jada litkmed on kordarvud, siis on viide ilmne. Kui aga leidub { € NU {0}
nii, et a 4+ b = p, kus p on algarv, siis a + ({ + p)b = a + b + pb = p(1 + b) on kordarv. Veelgi enam, iga m € N
korral a 4 (I + mp)b = a + Ib + mpb = p(1 4+ mb) on kordarv ja seega jada (a + kb)renugoy sisaldab 16pmata palju
kordarve.

On piistitatud hiipotees, et mistahes naturaalarvu n korral leidub aritmeetiline jada pikkusega n, mis koosneb
algarvudest. Néiteks n = 3 ja n = 4 korral on sellisteks jadadeks 41,47,53 ja 251,257,263, 269.

Et algarvude hulk on 16pmatu, oleks huvitav teada, kuidas nad paiknevad teiste naturaalarvude seas. Jarjesti-
kuste algarvude vahe vGib olla véike, nagu néiteks paaride 11 ja 13, 17 ja 19 vé1 1 000 000 000 061 ja 1000 000 000 063
korral. Selliseid jarjestikuste algarvude p ja p42 paare nimetatakse algarvukaksikuiks. Kas selliseid paare on 16pmata
palju voi mitte, el ole teada.

Samas voivad kaks jarjestikust algarvu olla teineteisest kuitahes kaugel. Tépsemalt, iga naturaalarvu n korral
leidub n jarjestikust kordarvu. Nendeks on niiteks

(4D +2,(n+1)1 43, (n+ 1)+ (n+1).

Néiteks, kui tahame saada 4 jarjestikust kordarvu, véoime votta

5142 = 122 = 2-61
5143 = 123 = 3-41
51+4 = 124 = 4.31
5145 = 125 = 5.25.

Loomulikult on ka véiksemate jirjestikuste kordarvude nelikuid, nt. 24, 25,26, 27 vo1 32, 33, 34, 35.
Jargmine teoreem iitleb, et naturaalarvule n jargnevat algarvu el pea siiski otsima viga kaugelt.

Teoreem 2.6 (Tsebosev). Kuin > 3 on naturaalarv, siis n ja 2n — 2 vahel leidub vihemalt iks algarv.



Selle teoreemi tdestas esimesena 1850. a. vene matemaatik Téebdsev (1821-1894). Hiipoteesina sdnastas selle
vaite 1845. a. prantsuse matemaatik Bertrand (1822-1900) ning seetottu kutsutakse seda viidet vahel ka Bertrand’i
postulaadiks. Tegelikult kehtib isegi tugevam viide.

Teoreem 2.7. Kuit n > b5 on naturaalarv, sus n ja 2n vahel leidub vihemalt kaks erinevat algarvu.

Veel on loomulik kiisida, et kui palju on antud naturaalarvust vaiksemaid algarve. Naturaalarvu n korral olgu
7(n) koigi arvust n vaiksemate algarvude arv. Tapset valemit 7(n) arvutamiseks pole. Mitmed matemaatikud
leidsid proovides, et suurte naturaalarvude korral on w(n) ligikaudu vordne avaldisega n/In(n). Ja tdepoolest,
1896. aastal onnestus prantsuse matemaatikuil Hadamard’il ja Vallé Poussinil teineteisest soltumatult toestada, et

. omn)
nh—{go n/In(n) L

Sajandeid on matemaatikud otsinud valemit, mille jargi saaks vilja arvutada koik algarvud. Kui see el dnnestu,
siis vahemalt leida selline funktsioon, mille maaramispiirkond oleks naturaalarvude hulk ja muutumispiirkond oleks
algarvude hulga mingi alamhulk. Keskajal oli laialt levinud arvamus, et ruutfunktsioon

f(n) =n?*+n+41

omandab vaid algarvulisi vadrtusi. Tegelikult see muidugi nii ei ole, sest n = 40 ja n = 41 korral saame vastavalt
F(40) =40-41+41 = 412 ja f(41) = 41 -42 + 41 = 41 - 43. Jargmine vdirtus f(42) = 1747 osutub jille algarvuks.
Pole teada, kas funktsioonil f on lopmata palju algarvulisi vaartusi.

See, et n = 40 ja n = 41 korral saime kordarvud, polnud sugugi juhuslik. Kehtib iildisem teoreem, mille
toestamisel kasutame jargmist fakti (vt. [1], lause 7.1.9.).

Lause 2.8. n. astme polinoomil iile nullitegureita kommutatiivse ringi ei ole selles ringis rohkem kui n juurt.

Teoreem 2.9 (Euler). Uhegi tdisarvuliste kordajatega mittekonstantse polimoomi vidrtused ei ole kdigi argumendi
naturaalarvuliste vidrtuste korral algarvud.

TorsTUS. Oletame vastuviiteliselt, et leidub mittekonstantne poliinoom
flx) = apz® +ap 12"V 4 ase® + arz + ao,

kus ag, ... ,a; € Z, mille vddrtus iga naturaalarvu n korral on algarv. Siis muuhulgas f(1) = ar + ...+ a =pon
algarv. Kui ¢ € NU {0}, siis kasutades Newtoni binoomvalemit saame

F(L+tp) = ap(L+tp)* + ...+ ar(L+tp) + a0 = (ag + ...+ ar +ao) + pyg(t) = p+ py(t) = p(1 + 9(1)),

kus g(t) on tiisarvuliste kordajatega poliinoom ¢ suhtes. Jarelikult p | f(1 + tp), millest eelduse tdttu saame, et
f(1+tp) = pigat € NU {0} korral. Seega mittekonstantsel poliinoomil f(z) — p on ldpmata palju tédisarvulisi
juuri, mis on vastuolus lausega 2.8 a

1947. a. toestas Mills, et leidub selline positiivne reaalarv r | et avaldis f(n) = Lr?’nJ, kus [¢] tdhistab reaalarvu
t alumist ldisosa, s.bt. suurimat tdisarvu, mis el ole suurem kui z, on algarv iga n € N korral. Arvu r tegeliku
vaartuse kohta pole aga midagi teada.

Uheks kuulsamaks algarvude kohta kaivaks lahendamata probleemiks on Goldbachi (1690-1764) poolt kirjava-
hetuses Euleriga 1742. a. piistitatud hiipotees.

Probleem 2.10 (Goldbach). Iga positiivne paarisarv on esitatav summana a+b, kus nii a kut ka b on kas algarv
voi 1.

Voi natuke iildisemalt: kas iga 2-st suurem paarisarv on esitatav kahe algarvu summana. On lihtne ndha, et
viikeste paarisarvude korral see toesti nii on:

2 = 141

4 = 242=1+4+3

6 = 34+3=1+5

8 = 345=147

10 = 34+7=5+5

12 = 54+7=1+11

14 = 34+11=74+7T=14+13

16 = 34+13=5+11

18 = H+13=7T+11=1+417
20 = 3417T=74+13=1419.
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Kui Goldbachi hiipotees peaks paika pidama, siis saab iga 5-st suurema paaritu arvu esitada kolme paaritu algarvu
summana. Nimelt, kui n on 5-st suurem paaritu arv, siis n — 3 on paarisarv ja suurem kui 2. Kui n — 3 saaks esitada
kahe paaritu algarvu summana, siis n oleks kolme paaritu algarvu summa. Kdige enam on Goldbachi hiipoteesile

toestust otsides saavutanud vene matemaatik Vinogradov, kes 1937. a. né&itas, et leidub selline naturaalarv N
41,96

(kaks aastat hiljem leiti, et N = {eee J), et koik sellest suuremad paaritud arvud on esitatavad kolme algarvu

summana. Sellest jareldub, et kéik piisavalt suured paarisarvud on esitatavad tilimalt 4 paaritu algarvu summana.

Goldbachi probleem kuulub arvuteooria valdkonda, mida nimetatakse aditiivseks (s.o. liitmisega seotud) arvu-
teooriaks. Veel tuntum, kui Goldbachi probleem, on aga jirgmine aditiivse arvuteooria probleem.

Teoreem 2.11 (Fermat’ suur teoreem). Kuin >3 on naturaalarv, siis vérrandil
e1 ole mittetriviaalserd ratsionaalarvulist lahendeid.

Triviaalseks loetakse lahendit, mille vihemalt iiks komponent on 0.

Sellise hiipoteesi piistitas juba 1630. aastate 15pus prantsuse matemaatik Pierre de Fermat (1601-1665). Ta ise
andis selle viite tdestuse juhul, kui n = 4. Kolme aastasaja kestel niitasid paljud matemaatikud Fermat’ teoreemi
toestust otsides, et vorrandil (5) ei ole lahendeid ikka suuremate ja suuremate astendajate korral. Korrektne
toestus tildjuhul énnestus aga leida alles méddunud sajandi 16pul. 23. juunil 1993. aastal teatas inglise matemaatik
Andrew Wiles (siind. 1953) Cambridge’is peetud loengus, et on tdestanud Fermat’ teoreemi. Toestamiseks kasutas
ta algebralise geomeetria vahendeid, muuhulgas elliptilisi kdveraid ja modulaarseid vorme. See tdestus, mille ta
vilja pakkus, oli kiill pisut vigane, kuid ta suutis need vead parandada ning 1&plikult ilmus tema t66 ajakirja
Annals of Mathematics 1995. a mainumbris.
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3. Kongruentsi moiste ja lihtsamad omadused

Kongruentsi moiste vottis kasutusele Gauss (1777-1855) oma teoses “Disquisitiones Arithmeticae”, mis pani
aluse kaasaegsele arvuteooriale.

Definitsioon 3.1. Olgu a,b € Z ja n € N. Oeldakse, et a ja b on kongruentsed mooduli n jargi (ja kirjutatakse
a=b (mod n)), kui n | b—a, s.t. kui leidub selline k € Z, et b = a+ kn ehk a = b+ (—k)n.

Naide 3.2. 7=22 (mod 5),sest 5[22—-7=15¢ehk 22=7+43-5.

Kuna mooduli 1 jargi on kéik tiisarvud paarikaupa kongruentsed, siis see juhtum ei paku meile huvi. Edaspidises
eeldame kongruentsidest koneldes, et moodul n on vidhemalt 2.

Lause 3.3. Mistahes tdisarvude a ja b korral a = b (mod n) parajasti siis, kui a ja b annavad arvuga n jidgiga
jagamisel sama jddgi.

TOESTUS. TARVILIKKUS. Olgu a = b (mod n), s.t. leidugu selline k € Z, et b = a+ kn. Jagades a arvuga n, saame
mingi jadgi 7 a = qn +r, kus 0 < r < n. Jarelikult b = a+ kn = (gn + r) + kn = (¢ + k)n + r, mis tdhendabki, et
b annab arvuga n jagades sama ja4gi r, mis a.

Prrsavus. Oletame, et a = gn+rjab=qgn+r, kus 0 <r<n.Siisb—a=(qgan+7r)— (an+7r) = (g2 — q1)n,
kust saame, et n | b —a ehk ¢ = b (mod n). O

Lause 3.4. Tdisarvude kongruentsusseos on ekvivalentsusseos.

TorsTus. Olgu a,b,c € Z jan € N.

Refleksiivsus. Kuna ¢ —a =0 jan | 0, siis a = a (mod n).

Stimmeetrilisus. Kui @ = b (mod n), ehk n | b — a, siis ka n | a — b, ehk b = a (mod n).

Transitiivsus. Oletame, et ¢ = b (mod n) jab =c¢ (mod n). Siisn | b—a jan | e—b. Jarelikult n | (c—=b)+(b—a) =
¢—a, ehk a = ¢ (mod n). a

Té&histame siimboliga @ koigi selliste tidisarvude hulga, mis on kongruentsed taisarvuga a mooduli n jargi, s.o.
a={beZ|a=b (modn)} ={a+kn|keZ},

janimetame selliseid hulki jddgiklassideks mooduli n jargi. Kongruentsusseose refleksiivsuse tottu a € @iga taisarvu
a korral.

Lause 3.5. 1. Iga a,b € Z korral @ = b parajasti siis, kui a = b (mod n).
2. Mooduli n jdrgs lerdub tipselt n erinevat jidgiklassi.

ToEsTUS. 1. TARVILIKKUS. Kui @ = b | siis b € @ ja jérelikult @ = b (mod n).

Prisavus. Kui @ = b (mod n), siis b € @. Mistahes tiisarvu ¢ korral, kui ¢ € b, s.t. b = ¢ (mod n), siis kong-
ruentsusseose transitiivsuse tottu ka @ = ¢ (mod n) ja ¢ € @. Seega b C @. Analoogiliselt saab niidata, et @ C b
ning jarelikult @ = 6.

2. Vaatleme jiigiklasse 0,1,...,n — 1 mooduli n jirgi. Kni ¢ € Z ja a jagamisel arvuga n tekib jiik r, s.t.
a=mng+r, 0 <r < n, sisa =r (modn) ning 1. pdhjal @ = 7. Seega iga jadgiklass mooduli n jargi on
vérdne iihega jadgiklassidest 0,1,... ,n — 1. Lause 3.3 tdttu igai,j € {0,1,...,n— 1} korral, kui i # 4, siis i £ j
(mod n) (sest i ja j annavad arvuga n jagades erinevad jaigid i ja j) ja viite 1 tottu siis ka i # j, s.t. jafigiklassid
0,1,...,n— 1 on kéik erinevad. a

Kongruentsusseost voib vaadelda kui vordusseose tildistust: kui tdisarvud on vérdsed, siis on nad kongruentsed,
kuid mitte tingimata vastupidi. Sellegipollest on kongruentsidel mitmed vordustega sarnased omadused. Néiteks
voib kongruentside vastavaid pooli omavahel liita ja korrutada.

Lause 3.6. Kui a; = b1 (mod n) ja az = ba (mod n), siis a1 + as = by + by (mod n) ja ajas = byby (mod n).

TOESTUS. Oletame, et n | by —ay jan | ba—az. Siisn | (by—a1)+(ba—az2) = (b1+ba)— (a1 +as), s.t. ay+as = by +bs
(mod n). Et b1by — ajas = by(ba — as) + as(by — a1), siis n | b1ba — ajaz ning jarelikult ayas = b1b2 (mod n). O

Jareldus 3.7. Kui f(x) on tdisarvuliste kordajatega poliinoom ning a = b (mod n), siis f(a) = f(b) (mod n).
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TorsTus. Olgu f(z) = ape® + ap_12* "1+ .. . +ayz + ag, kus ag, ... ,a; € Z, ning olgu a = b (mod n). Kasutades
lauset 3.6 saame, et igai =1,..., k korral a’ = b (mod n). Kuna a; = a; (mod n), siis jillegi lauset 3.6 kasutades
saame, et a;a’ = a;b° (mod n)igai=1,... k korral. Siis aga ka

fla) = apa® +ap_1d" P+ . Hajatag = apb’ tap 1"+ abtag = F(b) (mod n).

Niide 3.8. Niitame, et poliinoomil 2 — 117z 4 31 ei ole téisarvulisi juuri.

Vaatleme moodulit n = 2. Siis iga tiisarvu a korral kas « = 0 (mod 2) v6i ¢ = 1 (mod 2) ja seega, kui f(x)
on téisarvuliste kordajatega poliinoom, siis jarelduse 3.7 pohjal kas f(a) = f(0) (mod 2) vai f(a) = f(1) (mod 2).
Kui f(z) = apz® + ap_12" 71 + ...+ a1z + ag, siis f(0) = ag ja f(1) = ar + ag_1 + ... + ay + ap. Seega, kui
f(z) € Z [x] ning f(0) ja f(1) on mdlemad paaritud arvud (s.o. kongruentsed 1-ga mooduli 2 jirgi), siis poliinoomil
f(z) ei ole taisarvulisi juuri, sest kui a € Z oleks poliinoomi f(x) juur, siis oleks f(a) =0 =0 (mod 2).

Et 31ja 1 —117+31 on paaritud arvud, siis poliinoomil 2? — 117z + 31 ei saa olla tiisarvulisi juuri. Samamoodi
el saa tiisarvulisi juuri olla ka niiteks poliinoomidel 222 — 2 4+ 1 ja 323 + 222 4+ 2 + 3.

Toestame veel méned kongruentsusseose omadused.
Lause 3.9. Iga tdisarvu k # 0 korral a = b (mod n) parajasti siis, kui ka = kb (mod kn).
ToEsTUs. Olgu k& # 0. Siis kasutades seda, et nullist erineva tédisarvu vdib taandada, saame

a=b (modn) < nlb—a<= (Fx € Z)(nz=5b—a)
— (FreZ)(kn)x=1kb—ka) <= kn | kb— ka < ka = kb (mod kn).

Lause 3.10. Kui ka = kb (mod n) ja k # 0, sits a = b (mod (k"n)).

TOEsTUS. Olgu d = (k,n), n = dn’ ja k = dk’, siis jarelduse 1.10 pohjal (n', k') = 1. Kuna n | kb — ka, siis leidub
selline # € Z, et ne = kb — ka. Asendades n ja k saame, et dn’ec = dk'b — dk’a. Kuna k # 0, siis ka d # 0 ja seega
n't = k'b — k'a. Sellest, et n’ | k'b — k'a = k'(b — a) ja (n', k') = 1, saame jérelduse 1.11 pohjal, et n' = % [ b — a,
ehk @ = b (mod %). O

Jareldus 3.11. Kui ka = kb (mod n), k #0, ja (k,n) =1, sits a = b (mod n).

Naide 3.12. Sellest, et 33 = 15 (mod 9) ja (3,9) = 3, saame lause 3.10 pdhjal, et 11 = 5 (mod 3). Sellest, et
—35 =45 (mod 8) ja (5,8) = 1, saame jarelduse 3.11 pdhjal, et =7 =9 (mod 8).

Néitena kongruentside lihtsamate omaduste rakendamisest vaatame, kuidas nende abil pohjendada jaguvustun-
nuseid.

Lause 3.13. Olgu
n:ak~10k—|—ak_1~10k_1—|—...—|—a1~10—|—a0:akak_1...a1a0,

kus 0 < a; <9 (s.0. n on arv, mille kimnendnumbreiks on ay, ... ag). Siis

1.3|n<=3|a+a+...+ag;
2.9 n<=9a+a+...+ag;
g1l ne1l]ays—a;+as— ...+ (=1)*a.

TorsTUs. Olgu f(z) = arz® + ap_12* 1 + ...+ arx + ao. Siis n = f(10).

2. Kuna 10 = 1 (mod 9), siis jarelduse 3.7 pohjal n = f(10) = f(1) = ap + a1 + ...+ a; (mod 9). Seega arvud n
jaap+ a1 + ...+ a; annavad 9-ga jagades sama jadgi, sddljuures n jagub 9-ga (s.o. annab jadgi 0) parajasti siis,
kui ag + a3 + ...+ ag jagub 9-ga.

Tunnuse 1. saab tdestada analoogiliselt.

3. Bt 10 = —1 (mod 11), siis n = f(10) = f(—=1) = ag —ay +as — ...+ (=1)*a; (mod 11), millest jareldubki, et n
jagub 11-ga parajasti siis, kui ag — a; +as — ...+ (=1)*a;, jagub 11-ga. a
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4. Jaagiklassiringid
Téhistame koigi jadgiklasside hulka (mooduli n > 1 jargi) siimboliga Z,, s.t.
Zo={alacZ)={0,1,... n=T}.
Selle hulga saame muuta kommutatiivseks ringiks defineerides liitmise ja korrutamise vordustega

a+b=a+b,
ab = ab,

b

iga @, b € 7, korral. Lausest 3.6 jareldub, et need definitsioonid on korrektsed, s.t. ei séltu jasgiklasside esindajate
valikust. Ringi definitsiooni tingimuste tdidetus jareldub tdisarvude vastavatest omadustest. Ringi Z,, nimetatakse
jadgiklassiringtks mooduli n jérgi. Jadgiklassiringi, mille iga nullist (s.o. jidgiklassist 0) erinev element on poératav,
nimetatakse jddgiklassikorpuseks.

Edaspidises laheb vaja kahte lemmat.
Lemma 4.1. Kui arvud ny,... ,ng,n € N on sellised, et igai=1,...,s korral (n;,n) =1, siis (ny...ns,n) = 1.

TOESTUS. Oletame, et (ny...ns,n) = d > 1. Siis leidub selline algarv p, et p | d ning seega p | ny...ns jap | n.
Jarelduse 1.13 pohjal peab leiduma selline ¢, et p | n;. Siis aga p | (n;, n), mis on vastuolus sellega, et (n;,n) = 1. O

Lemma 4.2. Kui arvud ny,... ,ns,a €N on sellised, el iga t = 1,... s korral n; | a jaigai,j=1,... s korral
(ns,nj) =1, siisny...n, | a.

TorsTUS. Tdestame selle viite induktsiooniga s jargi. Kui s = 1, siis on kdik korras. Oletame niiiid, et s > 1 ja et
s — 1 korral viide kehtib. Siis ny ...n;_1 | a. Lemma 4.1 pohjal (ny...ns_1,n) = 1. Jarelikult teoreemi 1.7 pohjal
leiduvad sellised téisarvud z ja y, et ny...n,_12 + ny,y = 1. Korrutades viimase vorduse molemaid pooli arvuga
a saame ni ...ns_16& + ngay = a. Naeme, et ni...n, jagab selle vérduse vasakut poolt ja seega peab jagama ka
paremat poolt ehk arvu a. a

Jadgiklassiringide uurimisel kasutame mdoningaid ringide iildisi omadusi, andes ka nende omaduste tdestused
ildjuhul. Seejuures rohutame veelkord, et selles kursuses vaatleme vaid selliseid ringe, mis on assotsiatiivsed ja
ithikelemendiga.

Meenutame, kuidas defineeritakse ringide Ry,..., R otsekorrutis Ry X ... x Rs;. Nimelt véetakse hulkade
Ry, ..., Rs otsekorrutis

R1 X ...XRSI{(Tl,... ,Ts)|7°i ERZ}

ja defineeritakse sellel hulgal tehted komponentide kaupa, s.t.
(r1,... ,Ts)-l-(r/l,... ,ré): (r1—|—7~’1,,” ,7°s+7°g),

(r1, ... rs) (P, )y = (mr, o rerh).
Tulemuseks on ring, mille nullelemendiks on (0,...,0), kus elemendi (r1,...,r;) vastandelemendiks on element
(=r1,...,—7rs) ning iihikelemendiks on (1,...,1).
Teoreem 4.3. Kui arvud ny,...,ns € N on paarikaupa dhistegurita ja n = ny ... ns, sus ringid Zp, ja Zn, X ... X

Zin, on tsomorfsed.
TOESsTUS. Defineerime kujutuse f : Z, — Zp, X ... X Zy,, jargmiselt:
f@) =(aiy,....,a),

mistahes @ € Z, korral, kus @; on arvu a jadgiklass mooduli n; jéargi.

Veendume, et f on korrektselt defineeritud. Selleks oletame, et @ =5, s.t. n |b—a. Et n; | n,i=1,... s, siis
jaguvusseose transitiivsuse tottu n; | b —a, s.t. @ = b; ja (@1,... @) = (b, ..., bs).

Niitame, et f on injektiivne. Selleks oletame, et f(@) = f(b), see tihendab, et (ay,...,a;) = (El, e ,Es). Siis
@; = b;, millest jireldub, et n; | b —aigai=1,...,s korral. Et arvud ny,...,n, on paarikaupa iihistegurita, siis

lemma 4.2 pohjal n | b — a ehk @ = b.
Sellest, et f on injektiivne ja |Z,| = n=n1...ns = |Zn, X ... X Zy |, jireldub, et f on siirjektiivne.
Arvestades, et tehted ringide otsekorrutisel on defineeritud komponenthaaval, saame, et
f@+b)=fla+b)=(a+bi,...,a+b;) = (@ +bi,...,a +b)
=(@,...,a)+ (br,..., b)) = f(@+ f(b)
ja analoogiliselt f (EE) =f@f (E) Lisaks sellele f(1) = (1y,...,1;).

Seega f on ringide isomorfism. ad




Lause 4.4. Ringi R péératavate elementide hulk U(R) on rihm.

TOEsTUS. Olgu a,b € U(R). Siis leiduvad sellised z,y € R, et ax = xa = 1 ja by = yb = 1. Jarelikult (ab)(yz) =
alby)r = ax = 1 ja (yx)(ab) = y(xa)b = yb = 1, s.t. ab € U(R). Seega korrutamine on algebraline tehe hulgal
U(R). Korrutamine on assotsiatiivne kogu ringil, seega ka hulgal U(R). Lisaks sellele 1 € U(R) ja U(R) iga elemendi
poordelement on samuti péoratav. a

Lause 4.5. Kui f : R — S on ringide R ja S isomorfism, sus f(U(R)) = U(S). Seega flyr) on rihmade

1somorfism.

TOESsTUS. Olgu a € U(R), s.t. leidub # € R, nii et az = za = 1. Niitame, et f(a) € U(S). Toepoolest, f(a)f(z) =
flax) = f(1) = 1 ja analoogiliselt f(x)f(a) = 1. Seega f(U(R)) CU(S).

Olgu niiiid v € U(S), s.t. leidub v € S nii, et uv = vu = 1. Kujutuse f siirjektiivsuse tottu leiduvad a, b € R nii,
et fla) = u ja f(b) = v. Seega f(1) = 1 = uv = f(a)f(b) = f(ab). Kujutuse f injektiivsusest jareldub, et ab = 1.
Analoogiliselt ba = 1, a € U(R) ja seega u = f(a) € f(U(R)). Jarelikult ka U(S) C f(U(R)). a

Jareldus 4.6. Kui arvud ny,...,ns € N on paarikaupa dhistegurita ja n = ny - ... ng, siis rihmad U(Z,) ja
U(Zipy X ... X Zp,) on isomorfsed.

Leiame ringi Z,, péoratavad elemendid.

Teoreem 4.7. Igan > 1 korral
U(Zp)=1a € Zy | (a,n) = 1}.

ToEsTUS. Olgu @ € Z, podratav, s.t. leidugu selline b, et T = @ = ab. Lause 3.5 pohjal tihendab see seda, et
ab =1 (mod n). Jarelikult leidub selline k € Z, et ab =1+ kn ehk ab — kn = 1. Teoreemi 1.7 tottu siis (a,n) = 1.
Seega U(Zy) C{a € Zy | (a,n) = 1}.

Niitame vastupidist sisalduvust. Olgu (a,n) = 1. Siis leiduvad sellised k,! € Z, et ak + nl = 1. Jarelikult

T =ak 4+ nl =ak +nl = @k + 0l = @k. S.t. @ on posratav ja seega {@ € Zy, | (a,n) = 1} C U(Zy). a

Naide 4.8. Ringi Zg péoratavate elementide hulk

1

Seejuures T = 1,2 " =5 (jaseega 5= 2), 7= 7ja g

=38.
Lause 4.9. Jddgiklassiring Z,, on korpus parajasti sus, kut n on algarv.

TorsTUS. TARVILIKKUS. Oletame, et Z,, on korpus, kuid n ei ole algarv, s.t. leiduvad sellised a, b € N, 1 < a,b < n,
et n = ab. Siis @ =7 = 0, kuid @ # 0 ja b # 0. Korpuse igal nullist erineval elemendil on olemas poérdelement.
Korrutades vorduse @ = 0 mélemad pooled elemendiga @~ ! saame, et b = 0, vastuolu. Seega n on algarv.

Piisavus. Olgu n algarv. Siis iga a € Z korral kas (a,n) = 1 véi (a,n) = n. Viimasel juhul n | a ja @ = 0. Seega
kui @ € Z,, \ {6}, siis (a,n) = 1 ja @ € U(Zy). Kuna iga nullist erinev element on pddratav, siis Z, on korpus. O
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5. Arvuteoreetilisi funktsioone

Uks tahtsam arvuteoreetiline funktsioon on Euleri funktsioon, mis loetleb, kui palju on antud naturaalarvust
viiksemaid ja selle arvuga iihistegurita naturaalarve.

Definitsioon 5.1. Fuleri funkisioon ¢ : N — N defineeritakse vordusega
o(n) = |z €N 1< e <n(a,n) = 1),
Kui n > 2, siis (n,n) = n > 1. Seega kui n > 2, siis
pen)=Hz eN|1 <z <n,(z,n)=1}.

Silmas pidades teoreemi 4.7 saame, et iga n > 2 korral

s.t. w(n) on ringi Z,, pooratavate elementide arv.

Naide 5.2. ¢(30) = 8, sest naturaalarvude seas, mis pole suuremad kui 30, on 8 sellist, mis on 30-ga tihistegurita,

nimelt 1,7, 11,13, 17,19, 23 ja 29.

Kui p on algarv, siis kdik temast viiksemad naturaalarvud on temaga ithistegurita ja ka vastupidi, kui na-
turaalarvul pole iihiseid tegureid temast viiksemate naturaalarvudega, siis on ta algarv. Seega saame jargmise
viite.

Lause 5.3. Naturaalarv p on algarv stis ja ainult sis, kui
pp)=p—1L

Teame, et mistahes naturaalarvu n > 1 saab esitada algarvude astmete korrutisena. Pililiame leida valemit,
mille abil saaks leida ¢(n), kui on teada n esitus algarvude astmete korrutisena. Selleks leiame algul ¢ vadrtuse
algarvu astmetel.

Lause 5.4. Kui p on algarv ja k naturaalarv, siis
p(") =p" =P = - 1),

TorsTUs. Iga @ € N korral on (z,p*) > 1 parajasti siis, kui p | z. Arve z, mis jaguvad arvuga p, on hulgas
{1,2,...,pF} p*~! tiikki; nimelt p, 2p, 3p, ..., (p*~1)p. Seega hulgas {1, 2,... ,pk} on tipselt p* — pF~1 arvu, mis
on arvuga p* iihistegurita. ad

Niide 5.5. ¢(3?) = 32 — 3! = 32713 — 1) = 6. Need kuus 9-st viiksemat ja temaga iihistegurita arvu on
1,2,4,5,7,8 (vt. ka naidet 4.1).
Lause 5.6. Mistahes ringide Ry, ..., Rs korral

UR1 x ...x Ry)=U(Ry1) x ... x U(Ry).

Mirkus 5.7. Selle vorduse vasakul poolel on rithm ja paremal poolel samuti: rithmade U(Ry), ..., U(R;) otse-
korrutis, mis saadakse kui hulkade otsekorrutisel

URy) x .. xU(Rs) ={(ur, ... us) | w; € U(Ry)}
defineeritakse korrutamine komponenthaaval.
TOESTUS. Mistahes elementide ri € Rq,...,r, € R, korral

1,...,7°5)EU(R1X...XR5)

(P, . ) ERy X X Ry [(ray ooy rs)(y ooy = (o ), ) = (1,00, )]
Ay, ) E R X ... X Ry) [(rlr’l,... )= (riry, oo i) = (1,000 1)
(
i

yi st s 18T s

Vie{l,...,s}[rm € U(R;)]
P1y...,7rs) € U(Ry) X ... x U(Ry).

(reee
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Teoreem 5.8. Kut ny,...,ns on paarikaupa iihistegurita naturaalarvud, siis
p(ny...ng) =p(ny)...o(ng)
(Euleri funktsioon on ndrgalt multiplikatiivne).

TorsTus. Tahistame n = ny ...n,. Kasutades jareldust 4.6 ja lauset 5.6 saame, et

p(n) = [U(Zn)| = \U(Zn, x ... x Zn )| = |U(Zn,) x ... x U(Zn,)

= |U(Zn )l U(Zn ) = (1) - p(ns).
O
Teoreem 5.9. Kuin>1jan= plfl .. .pfs on arvu n standardkuju, siis
p(n) = plfl_l .. .pffs_l(pl —1)..(ps = 1).
TorsTUs. Kuna py, ..., ps on paarikaupa erinevad algarvud, siis plfl, ..., on paarikaupa iihistegurita ning seega
teoreemist 5.8 ja lausest 5.4 jareldub, et
p(n) = o(p) . ppi) = p7 o = 1) pl T s = D = o T T e = 1) (s L),
O

Niide 5.10. ¢(360) = ¢(2%-32.5)=2"1.32"1.50"12 - )(3 - 1)(5— 1) =4 -3 -2 -4 = 96,
©(2002) = (2-7-11-13) = 6- 10 - 12 = 720.

Toome ara veel moned Euleri funktsiooni omadused.

Lause 5.11. Kui n ja d on naturaalarvud ning d | n, siis

{eeN1<a<n (@) =d]=¢(5).
TOEsTUs. Téhistame {x e N |1 <z < n,(z,n)=d} = K. Siis hulka K kuuluvad arvud peavad jaguma arvuga
d. Seega hulka K kuuluvad sellised naturaalarvud =z = kd € {d, 2d, . .. ,%d} = {kd kel 1<k < %}, mis
rahuldavad tingimust (kd,n) = d. Jareldusest 1.10 saame, et vérdus (kd,n) = d on samavéérne vérdusega (k, 5) =
1. Seega hulga K elemente on niipalju, kuipalju on naturaalarve k, 1 < k < %, mille korral (k, %) = 1. Teiselt poolt
aga vastavalt Euleri funktsiooni definitsioonile ka ¢ (%) = |{k EN|1I<k<Z, (k, %) = 1}| =|K a

Jargmist Euleri funktsiooni omadust méirkas esimesena Gauss.
Teoreem 5.12 (Gauss). Iga naturaalarvu n korral
Z o(d) = n.
dn
TorsTUS. Olgu 1=dy,ds, ... ,ds=n arvu n kdik naturaalarvulised jagajad. Tahistame
K,={zeN|1<z<n,(z,n)=4d;}.
Hulgad K1,..., K, on Idikumatud ja | [/_, K; = {1,2,...,n}, sest iga a € {1,2,...,n} korral leidub selline i, et

(a,n) = d;. Kasutades seda, et {dy,...,ds;} = {67—1, e ,dﬂ} ja lauset 5.11, saame

n =

Iil K
i=1

s i s n s
=ikl = 20 () = et
i=1 i=1 ¢ i=1
O
Uks kasulikumaid Euleri funktsiooni rakendusi on jargmine viide, mida edaspidi kutsume Euleri teoreemiks.
Teoreem 5.13 (Euler). Kuia € Z, n €N ja (a,n) =1, siis

a®™ =1 (mod n).
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TOESTUs. Vaatleme jadgiklassiringi Z,, pooratavate elementide rithma (U(Zy,,), ). Et (a,n) = 1, siis teoreemi 4.7
pohjal @ € U(Zy). Olgn m elemendi @ jark rithmas U(Z,), s.t. tema poolt moodustatud alamriithma (@) jark,
s.0. vithim selline naturaalarv, et @ = 1 ([1], lk. 156, 164). Kuna 16pliku riilhma elemendi jirk jagab Lagrange’i
teoreemi tottu rithma jarku, siis m | |U(Zy)| = ¢(n), s.t leidub selline k € N, et mk = ¢(n). Seega rithmas U(Z,)
saame, et

W = Ew(n) =g = (Em)k = Tk =1

Jarelikult lause 3.5 pshjal ™) = 1 (mod n). O

Fuleri teoreem annab iihe vdimaluse rithma U(Z,) elemendi @ pooérdelemendi leidmiseks. Nimelt vordusest
T=a*" =ga.g*"~"! jaireldub, et

@t =gen)L (6)

Jallegi, arvutuslikult on péordelemendi leidmiseks otstarbekam kasutada Eukleidese algoritmi.
Jareldusena Fuleri teoreemist ja lausest 5.3 saame Fermat’ véikse teoreemi.

Teoreem 5.14 (Fermat’ viike teoreem). Kui p on algarv, ja a on ldisarv, mis ei jagu arvuga p, siis
a?~' =1 (mod p).
Jareldus 5.15. Kut p on algarv, sits iga tdisarvu a korral
a’ =a (mod p).

TOESTUS. Kui p | @, siis a®? = 0 = a (mod p) . Kui p [ a, siis Fermat viikse teoreemi tottu a?~! = 1 (mod p),
millest jareldub, et a? = a (mod p). O

Niide 5.16. Euleri teoreemi rakendusena leiame arvu 32°¢ kaks viimast numbrit.

Selleks tuleb leida jaik, mis tekib arvu 3%°6 jagamisel 100-ga, s.0. vihim mittenegatiivne tiisarv, millega 32°°
on kongruentne mooduli 100 jargi. Kuna (3,100) = 1 ja ¢(100) = ¢(2? - 5%) = 2-5 -4 = 40, siis Euleri teoreemi
péhjal 3% = 1 (mod 100). Et 256 = 6 - 40 + 16, siis

3256 — 36~40+16 — (340)6 . 316 = 316 (mod 100)
Seega jiaib veel vaid leida, millega on 3% kongruentne mooduli 100 jérgi:
315 = 81% = (—=19)" = 361 = 61° = 21 (mod 100).
Jarelikult arv 32°6 16peb numbritega 2 ja 1.

Jargnevalt vaatleme Mobiuse funktsiooni.

Definitsioon 5.17. Mdbiuse funktsioon p : N — N defineeritakse vérdusega

1, kuin=1,
pu(n) =< 0, kui leidub algarv p nii, et p? | n,
(=1)*, kuin=p;-... ps,kus p1,...,ps; on paarikaupa erinevad algarvud.

Teoreem 5.18. Kuin € N, sus
1 1, kwin=1,
%:ﬂ(d)_ {gJ _{ 0, kuin>1.

TorsTUs. Kui n = 1, siis on viide ilmne. Olgu n > 1 ja esitame ta standardkujul n = plfl ...pEs. Summasse
Zd|n #(d) tulevad nullist erinevad liidetavad ainult d = 1 ja selliste jagajate d korral, mis on erinevate algarvude
korrutised. Seega

> p(d)
dln

p(1) + p(pr) + -+ plps) + plprp2) + -+ p(ps—1ps) + -+ p(prpz - ps)

- 14 G)(_l) + (;)(—1)2 o+ C)(—ms =(1-1) =0

Euleri ja M6biuse funktsioon on seotud jargmise valemi abil.
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Teoreem 5.19. Kuin € N, sus

Qs

p(n) = p(d)
dln

TOESTUS. Euleri funktsiooni definitsiooni pdhjal on ilmne, et

n

=% ol

k=1

Kasutades teoreemi 5.18, kus n osas on vdetud (n, k), saame

p(n) = p(d) = > u(d).

k=1d|(n,k) k=1 d|n
dk
Kui fikseerida arvu n jagaja d, siis tuleb arvu u(d) liita iseendale niimitu korda, kuipalju on hulgas {1,2,...,n}

arvu d kordseid. Kuna neid on % tiikki, siis

p(n) =Y > pud) =" u(d)
dln i

dln i=1

a3

1=XM@%
1 dln

Vaatleme veel moningaid arvuteoreetilisi funktsioone.

Definitsioon 5.20. Kui n on naturaalarv, siis tdhistagu 7(n) arvu n kdigi naturaalarvuliste jagajate arvu ning
o(n) arvu n kdigi naturaalarvuliste jagajate summat.

Naide 5.21. Kuna arvu 12 naturaalarvulisteks jagajateks on 1,2,3,4,6 ja 12, siis 7(12) = 6 ja o(12) = 1 + 2 +
34+4+64+12=28.

Kui on teada arvu n algtegureiks lahutus, siis jairgmine teoreem annab lihtsa véimaluse funktsioonide 7 ja o
arvutamiseks.

Teoreem 5.22. Kuin > 1 jan = 1011“10]262 ...p% on arvu n standardkuju, siis

1.
T(n) = (k1 + D(ka+ 1) ... (ks + 1);
2 Ei+1 kot kot
SR | 2T -1 sTh—1
U(n):p1 P2 RS M
pl_l p2_1 ps_l

TorsTus. 1. Tanu lausele 1.19 on arvu n jagajaiks need ja ainult need arvud, millel on kuju plf ...ple, kus
0 <l <kiyi=1,...,s Aritmeetika pohiteoreemi tottu annavad erinevad astendajate komplektid erinevad n
jagajad. Astendaja [; valikuks on ky + 1 voimalust, astendaja [ valikuks on k3 + 1 véimalust jne. Seega on arvul
n kokku (k1 4+ 1)(k2 + 1) ... (ks + 1) erinevat jagajat.

2. Et leida o(n) vaartust, vaatleme korrutist

(Ltpr+pi+ P )+ petpd+ 4 p5%) (L ps+ P+ ).
Kui sulud avada, siis saadavas summas esineb arvu n iga naturaalarvuline jagaja tipselt iihe korra, seega
o(n) = (Ltpr+pf+ . 4P (L ps +9 + 4 p0).

Kasutades geomeetrilise jada summa valemit saame, et iga ¢ =1, ... s korral

ki
D; o
pi—1 "

millest jareldubki viide 2. a

Lbpidpi 4. +pf =

Funktsiooniga o on seotud huvitav lahendamata probleem. Naturaalarva n nimetatakse tdiuslikuks | kui o(n) =
2n. Naiteks arvud 6 ja 28 on taiuslikud. Uldisemalt, kui 27 — 1 on algarv, siis n = 2m=1(2m — 1) on tiiuslik. Selle
toestas juba Eukleides. Fuler néitas, et mistahes paarisarvuline taiuslik arv on sellisel kujul. Seega paarisarvuliste
taiuslike arvude leidmise probleem taandub algarvude 2™ — 1 otsimisele. Selliseid algarve nimetatakse Mersenne’s
algarvudeks. Praeguse seisuga (11. veebr. 2002) on teada 39 Mersenne’i algarvu, neist suurim on 213466917 _ 1
millel on 4, 053 946 numbrit. Otsingud jatkuvad (vt. ka http://www.mersenne.org). Lahendamata on probleemid:
kas leidub 16pmata palju taiuslikke arve ja kas leidub moni paaritu téiuslik arv.

bl
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6. Tundmatut sisaldavad kongruentsid. Hiina jaigiteoreem.

6.1. Ulesande piistitusest

Vaatleme tundmatut z sisaldavaid kongruentse
f(z) =0 (mod n), (7)

kus

k-1

f(l’):akl‘k-l-ak_w‘ +...+a1x+ao (8)

on taisarvuliste kordajatega poliinoom muutuja # suhtes ja a; Z 0 (mod n). Kui & = 1, siis kdneldakse lineaar-
kongruentsidest , kui & = 2, siis ruutkongruentsidest , jne. Utleme, et tiisarv o on kongruentsi (7) lahend, kui
f(zo) = 0 (mod n). Kui mingi tiisarv zg on kongruentsi (7) lahend, siis tdnu jareldusele 3.7 ka koik arvuga zg
mooduli n jargi kongruentsed arvud on selle kongruentsi lahendid. Seepérast loeme kongruentsi (7) lahendiks tervet
jaagiklassi g € Z,, ja lahendit mérgime ka jargmiselt:

z = x¢ (mod n).

See, et f(zg) = 0 (mod n) on lause 3.3 tdttu samaviidrne sellega, et f(xg) = 0 ringis Zj. Arvestades seda,
kuidas on defineeritud liitmine ja korrutamine jaigiklassiringis, on viimane samavéirne sellega, et f(Zg) = 0, kus

flo)=ape" + a4+ T+ @0 € Znlx].
Seega kongruentsi (7) lahendamine on samaviarne vorrandi
fe)=0 (9)

lahendamisega jadgiklassiringis Z,.

Et mooduli n jargi on olemas tipselt n jidgiklassi, siis vorrandi (9) (ja seega ka kongruentsi (7)) lahendid saame
kétte, kui lihtsalt proovime ldbi k&ik n jadgiklassi. Viikese mooduli n korral ei ole see liiga raske, kuid suure n
korral on proovimismeetod arvutuslikult ddrmiselt ebaefektiivne.

Naide 6.1. Lahendame proovimismeetodil kongruentsi

32 + 227 — 1 =0 (mod 5).

3.0°4+43.0°-T=1+70,
3742 T -T=34+2-T=3#0,
3.2°43.2°-1=3.142.1-1=10=0,
3.34+42.3-1=3.T42.9-1=10=0,
3.0 4+2. 17 -T=3.T+42.T-T=7940

Seega antud kongruentsi lahendeiks on jasgiklassid 2 ja 3 mooduli 5 jirgi, ehk pisut teistmoodi kirjapanduna véime
lahendi esitada kujul # =2 (mod 5), # =3 (mod 5).

Mirgime, et T(l‘o) leidmiseks voib kasutada ka Horneri skeemi. Naiteks skeemi

Z|

0 2 0 -1
=1 242-1=4 0+2-4=3 —-1+42-3=0

| ol
|

0+

-3
abil nieme, et 2 on eespoolvaadeldud kongruentsi lahend.

6.2. Lineaarkongruentsid
Koige lihtsamad kongruentsid on lineaarkongruentsid, s.o. kongruentsid kujul
ar = b (mod n), (10)
kus @ Z 0 (mod n). Osutub, et sellel kongruentsil vaib olla iiks, mitu voi mitte tihtegi lahendit.

Lause 6.2. Lineaarkongruents (10) omab lahendit parajasti siis, kui (a,n) | b. Kui (a,n) | b, siis sellel kongruentsil
on (a,n) lahendit. Need on

To,x0+n',xo+ 20, ..,z + (d— D)n, (11)

kus n' = (a"—n) ja Ty on selle kongruentsi mingi (eri)lahend.
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TorsTus. Olgu d = (a,n) , n' = % ja a’ = . Kui Tg on lahend, siis leidub selline taisarv k, et b = axo + kn. Kuna
d jagab viimase vorduse paremat poolt, siis ka d | b. Vastupidi, oletame, et d | b ning olgu b = db’, b’ € Z. Teoreemi
1.7 pohjal leiduvad sellised taisarvud zj ja yj, et azy + ny, = d. Korrutame vérduse maélemad pooled arvuga b'.
Siis a(zpd’) + n(yib’) = b. Vottes xq = (b’ saame, et axg = b (mod n). Sellega on ndidatud, et kongruents (10) on
lahenduv parajasti siis, kui d | b.

Oletame niitid, et d | b, s.t. leidub selline b’ € Z, et db’ = b, ning olgu Ty kongruentsi (10) mingi lahend. Naitame,
et jadgiklassid (11) on kongruentsi (10) lahendid. T&epoolest, iga k € {0,...,d — 1}, korral

a(zg + kn') = axg + a’dkn’ = b+ d’kn = b (mod n).

Niitame, et lahendid (11) on koik erinevad. Selleks oletame vastuviiteliselt, et g + in/ = zg+ jn’, 0 < i <
J<d—1,st. xzg+in’ = xg+jn’ (mod n). Siis n | (g + jn’) — (xg + in’) = (j — ¢)n’, mis aga pole vdimalik, sest
0<(j—in' <dn' =n.

Lopetuseks niitame, et kongruentsi (10) mistahes lahend Z7 on vordne tihega lahendeist (11). Sellest, et axg = b
(mod n) ja ary = b (mod n), jireldub kongruentside vastavaid pooli lahutades, et a(z; — zg) = 0 (mod n), mis
tiahendab, et leidub selline k € Z, et a(x1 — x¢) = kn. Jagades viimase vorduse mélemaid pooli arvuga d saame, et
a'(xy — xp) = kn'. Kuna jirelduse 1.10 tdttu (a’,n’) = 1, siis jarelduse 1.11 pdhjal n' | 21 — xg, s.t. leidub selline
le7Z,et &1 —xg = In' ehk 21 = xo + In’. Lause 1.6 pdhjal leiduvad selised ¢,7r € Z, et | = qgd +7r ja 0 < r < d.
Jarelikult

r1 =z + (¢d+7)n' = 2o+ 10’ +qn =g+ rn’ (mod n)

ja seega T1 on vdrdne iihega lahendeist (11). O

Mirkus 6.3. Kongruentsi a’z = b’ (mod n’) lahend on lause 3.9 tdttu ka kongruentsi az = b (mod n) lahend.

Seega kongruentsi ax = b (mod n) mingi erilahendi leidmiseks piisab leida kongruentsi ¢’z = & (mod n') mingi

lahend.
Jareldus 6.4. Kongruents (10) on dheselt lahenduv parajasti siis, kui (a,n) = 1.

Naide 6.5. Lahendame kongruentsi 52 = 3 (mod 16).
Selle kongruentsi lahendamine on samaviérne vorrandi 5o = 3 lahendamisega ringis Z16. Kuna (5, 16) = 1, siis

5 € U(Z16) ja seega saame z leida korrutades selle vorrandi mélemaid pooli elemendiga 5. Et rithma elemendi
poordelement on iheselt madratud, siis ka x on iheselt madratud (sedasama véidab meile ka jareldus 6.4). Leiame

57" Valemi (6) abil saame
_ _ _ — _3\2 _ — - 9 - - -
5 =T e = (7)) 5= (05)" 5="3"5=0.5="3=T5

Jja seega

Kontrollime: 5 -7 =3 (mod 16).

6.3. Hiina jasgiteoreem

Selles punktis vaatleme lineaarkongruentside siisteemide lahendamist. Pohitulemus on jargmine.

Teoreem 6.6 (Hiina jifigiteoreem). Olgu aq, ..., a; ldisarvud, ny, ... ns paarikaupa Ghistegurita naturaalar-
vud ja n = ny ...ns. Sus kongruentside sisteemil

z=a; (mod nq)

(12)

z = as; (mod ny)
on olemas iihene lahend mooduli n jdrgi.

Anname sellele teoreemile kaks tdestust.
ToEsTUs 1. Kui ny, ..., n,s paarikaupa iihistegurita, siis teoreemi 4.3 tdestuse pohjal kujutus f: Z, — Z,, X...X
Ton,, f(@) = (@1,...,ds), kus @; on arvu a jadgiklass mooduli n; jargi, on ringide isomorfism. Vaatleme elementi
(@), -, (@),) €EZn, X ...x Ly, (siin (@;),; on arvu a; jadgiklass mooduli n; jargl). Kujutuse f siirjektiivsusest
jareldub, et leidub selline a € Z, et f(a) = ((a7),,...,(@s),). Teiselt poolt aga vastavalt f definitsioonile f(@) =
(@,...,a). Seega (@;); = @z, =1,...,s. See tahendab, et iga i korral « = a; (mod n;) ning jarelikult z = a ongi
stisteemi (12) lahend.

21



Veendume, et see lahend on iihene mooduli n jérgi. Olgu ka b siisteemi (12) lahend. Siis b = a; (mod n;) iga

i korral, s.t. b; = (@); ning f(a) = (@, .., (@), = (El, . ,Es) = f(b). Kujutuse f injektiivsuse tottu @ = b,
ehk a = b (mod n). O
TorsTUS 2. Leiameigai=1,...,s korral

n
mi:—:”nn
n; J

j#i
Kuna (n;,n;) = 1, kui j # ¢, siis lemma 4.1 pdhjal ka (m;, n;) = 1. Seega m; € U(Z,,). Iga i = 1,..., s korral
leiame elemendi m; pédérdelemendi ringis Z,,,

k_i = Wi_l E U(Zn,)a

s.t. sellise k; € Z, et kym; = 1, ehk kym; = 1 (mod n;). Téhistame

5

r = E a]'k‘]'m]'.

ji=1
Siis ¢ = Z;Il ajkim; = a;kym; = a; (mod n;) iga i = 1,... s korral, sest j # ¢ korral n; | m;. Seega z on
stisteemi (12) lahend.
Kui ka y on siisteemi (12) lahend, siis iga ¢ = 1,...,s korral £ = a; = y (mod n;) ning kuna ny,... ,n; on
paarikaupa iihistegurita, siis lemma 4.2 pohjal =y (mod n). a

Naide 6.7. Lahendame kongruentside siisteemi

Selleks lahendame esialgu iga kongruentsi eraldi. Et ringis Z7 on 37 = 5, siisz =5 -5 =4 (mod 7). Kuna ringis
Zs on 77 = 3, siis = 3-3 =4 (mod 5). Lisaks sellele z = 4 (mod 3) parajasti siis, kui = 1 (mod 3). Seega
tuleb lahendada kongruentside siisteem

4 (mod 7)

4 (mod 5)

1 (mod 3).

xr
xr
xr

Selle siisteemi lahendi saame kitte Hiina jdagiteoreemi abil. Selleks tdhistame my; = 15, my = 21, m3 = 35 ning
leiame, et ringis Z; bi=my = T_l =1, ringis Zs Fy =t = T_l =1 ja ringis Zs ks =mz ! = 5_1 =2.
Seega

z=4-1-154+4-1-214+1-2-35=60+84+4+70=214
ja

z=4 (mod 105).

Naide 6.8. Lahendame jargmise iilesande, mis on périt Hiinast, 7. sajandist.

Kui votta korvist mune 2, 3, 4, 5 vo1 6 kaupa, siis jadb 1opuks jargi vastavalt 1, 2, 3, 4 vo1 5 muna. Kui votta
korvist mune 7 kaupa, siis el jad 1opuks ithtegi muna iile. Leidke vahim voimalik munade arv korvis.

Kui otsitav munade arv tdhistada tidhega x, siis saame x leidmiseks jargmise kongruentside siisteema:

z=1 (mod 2)
xr = (mod 3)
xr = (mod 4)
xr = (mod 5)
xr = (mod 6)
xr = (mod 7)

Lihtne on ndha, et selle siisteemi kaks esimest kongruentsi on jarelduseks iilejddnutest. Seetdttu on see siisteem
samavédirne oma alamsiisteemiga

O = Ot W

8 8 B 8
U
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Paneme téhele, et siin el ole moodulid iihistegurita ning seega ei saa lahendada nii nagu eelmises iilesandes. Selle
tilesande saab siiski lahendada kasutades jargmist meetodit (lahendame n.8. jark-jargult). See seisneb selles, et iga
jargmise kongruentsi lahendeid otsitakse vaid koigist eelnevatest kongruentsidest koosneva osasiisteemi lahendite
hulgast. Igal sammul tuleb siinjuures lahendada teatud lineaarkongruents. Selle lahendite puudumine toob kaasa
kogu siisteemi mittelahenduvuse. Lineaarkongruentside lahendite olemasolu koigil etappidel tagab siisteemi lahendi
olemasolu. Vastus jdab mooduli jargi, mis on antud moodulite vahim iihiskordne.

Esimese kongruentsi lahendeiks on koik téisarvud kujul @ = 4¢ 4+ 3, ¢ € Z. Leiame nende hulgas need, mis
rahuldavad ka teist kongruentsi. Asendades saame 4t + 3 = 5 (mod 6), kust 2t = 1 (mod 3) ja seega t = 2
(mod 3). Niisiis t = 3u+2,u € Z ja # = 12u+ 11. (Seega # = 11 (mod 12) ja edasi vdiks pohimotteliselt kasutada
Hiina jadgiteoreemi, kuid jatkame siin siiski sama meetodiga.) Otsime selliste arvude hulgast neid, mis rahuldavad
ka kolmandat kongruentsi. Nende korral 12u+11 = 4 (mod 5), kust saame u = —1 (mod 5). Seega u = 5v—1,v € Z
ja @ = 60v — 1. Viimasesse kongruentsi asendades saame 60v — 1 = 0 (mod 7) ehk 40 = 1 (mod 7), kust v = 2
(mod 7). Seega v = Tw+ 2, w € Z; ja * = 420w + 119. Jirelikult vahim vdimalik munade arv on 119.

6.4. Kongruentsid algarvu astme jargi

Uurime, kuidas lahendada kongruentse

flx)=0 (mod pk), (13)

kus f(x) on poliinoom kujul (8), p on algarv ja k on naturaalarv. Oletame, et meil on mingil viisil (nt. proovimis-
meetodil, iildjuhul paremat meetodit polegi) leitud kongruentsi

flx)=0 (mod p) (14)

koik lahendid. Kui T € Z, on selle kongruentsi mingi lahend, siis iga téisarvu y korral f(zo + py) = 0 (mod p).
Paneme tahele, et kongruentsi

fx)=0  (mod p?) (15)

iga lahend on ka kongruentsi (14) lahend (kuid vastupidine ildjuhul ei kehti). Seetdttu tuleks kongruentsi (15)
lahendite saamiseks eraldada kongruentsi (14) lahendite hulgast vélja need, mis rahuldavad kongruentsi (15), s.t.
kongruentsi (14) iga lahendi Tp = {#0 + py | y € Z} € Z, korral tuleks leida koik sellised taisarvud y, mille korral
f(zo +py) =0 (mod p?). Kuna Newtoni binoomvalemi pdhjal

F(zo +py) = ap(zo + py)* + ap—1(zo +py)" ' + ...+ as(zo + py)? + a1(zo + py) + a0

k kN ko1 k-1 k—1\ s 2 2
apry + ag 1 Ty py+ap-1wy T+ ap—1 Ty pYH+ ...+ azxyHoa Topy + a1xo + a1py + ao

1 1
= (apkag ' +ap_1(k— Dag ™ + ...+ as2z0 + ar)py + pm = f'(zo)py + pm  (mod p?),
kus f(zo) = pm, m € Z (sest f(zg) =0 (mod p)), siis tuleks leida lineaarkongruentsi
F'(zo)py +pm =0 (mod p?),
(muutuja y suhtes), mis on lause 3.9 pdhjal samaviirne kongruentsiga
f(zo)y+m=0 (mod p),
lahendid.

Analoogiliselt jaitkame, kuni saame kitte kongruentsi (13) lahendid.

Naide 6.9. Lahendame kongruentsi

42° + 72 =Tz —10=0 (mod 3?). (16)
Selle kongruentsi lahendamiseks lahendame koigepddlt kongruentsi

423 4+ 72 =T —10=0 (mod 3)

ehk
P2+l —r—1=0 (mod 3).

Et jarelduse 5.15 tdttu mistahes x korral 23 = x (mod 3), siis viimane kongruents on samavéirne kongruentsiga

x?—1=0 (mod3),
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mille lahendeiks on #; =1 (mod 3) ja 23 =2 = —1 (mod 3).
Otsime kongruentsi (16) lahendit kujul # = 1 4 3y. Asendades kongruentsi (16) saame

404+ 3y)3 +7(14+3y)* —7(143y) —10=0 (mod 9)
ehk
444-3-3y4+7+7-2-3y—7—7-3y—10=0 (mod 9).

Seega lahendada tuleb lineaarkongruents

2ly=6 (mod9)

ehk
Ty =2 (mod 3),

kust saame, et y =2 (mod 3). Seega v = 14+3-2=7,s8t. £ =7 (mod 9) on kongruentsi (16) lahend.
Otsime niiiid kongruentsi (16) lahendit kujul + = —1 4+ 3y. Asendades kongruentsi (16) saame

A=143y° +7(=14+3y)° —7(-14+3y) —10=0 (mod 9)

ehk
—444-3-3y4+7-7-2-3y4+7—-7-3y—10=0 (mod 9).

Viimasest saame kongruentsi 0 = 0 (mod 9), mis on rahuldatud iga y korral, s.t. y = 0,1,2 (mod 3). Seega
kongruentsi (16) lahendeiks on veel # =2 (mod 9), x =5 (mod 9) ja 2 = 8 (mod 9).
6.5. Kongruentsid suvalise mooduli jargi

Vaatleme kongruentsi (7) lahendamist tildjuhul. Olgu moodul n = plfl ...p% antud standardkujul. Asendame

selle kongruentsi teatava kongruentside siisteemiga.

Lause 6.10. Kongruents
f(x) =0 (mod pi*r .. pte) (17)

on samavddrne kongruentside stisteemiga

(s.t. neil on samad lahendid).

ToEsTUs. Kui f(xp) = 0 (mod plfl ..phe), siis plfl —..pf | f(xo). Kuid siis ka igai = 1,... s korral pf’
ehk f(xo) =0 (mod pi'). Seega kongruentsi (17) iga lahend on ka siisteemi (18) lahend.

f(@),

Niitame vastupidist. Oletame, et xy rahuldab siisteemi (18), s.t. iga i = 1,...,s korral pf’ f(z). Kuna iga
i # j korral (pf’,pfj) =1, siis lemma 4.2 pdhjal ka plfl ...p% | f(zo), ehk f(zo) =0 (mod plfl CpEe). |
Oletame, et igai = 1,..., s korral on leitud kongruentsi f(z) =0 (mod pf’) mingi lahend ;. Siis kongruentside
siisteemi
=z, (mod pi*1)
. (19)
=z, (mod ps*)
iga lahend on ka siisteemi (18) lahend. Ka vastupidi, kui 2 on siisteemi (18) lahend, siis ta peab igai=1,... s

korral mooduli pf* jirgi olema kongruentne kongruentsi f(z) = 0 (mod pf) mingi lahendiga ;. Niisiis, kui me
oskaksime lahendada kongruentse f(z) =0 (mod pf’), siis siisteemi (18) (ja seega kongruentsi (17)) koik lahendid
saame, kui lahendame Hiina jadgiteoreemi abil kdikvoimalikud stisteemid (19), kus iga ¢ = 1,...,s korral #; on
kongruentsi f(z) =0 (mod pf’) mingi lahend. Kui r; on kongruentsi f(z) = 0 (mod pf’) lahendite arv, siis selliseid
slisteeme (ja seega ka kongruentsi (17)) lahendeid on ry7ry .. .r; tikki.
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Naide 6.11. Lahendame kongruentsi
42° + T2* —Tx —10=0 (mod 225). (20)
Kuna 225 = 3% - 52, siis taandub selle kongruentsi lahendamine kongruentside siisteemi

42° + 72 — T2 —10=0 (mod 3?) (21)
42° + 72 — T2 —10=0 (mod 5?) (22)

lahendamisele. Esimene neist kongruentsidest on lahendatud néites 6.9.
Asume kongruentsi (22) lahendama. Selleks lahendame esialgu kongruentsi

42 + 72> =T —10=0 (mod 5)
ehk
—23 4222 -2 =0 (mod 5).

Proovimise teel saame, et selle kongruentsi lahendeiks on # =0 (mod 5), x =3 (mod 5) ja z =4 (mod 5).
Otsime kongruentsi (22) lahendit kujul # = by. Asendades kongruentsi (22) saame

4(5y)* + 7(5y)* = 7(5y) —10=0 (mod 25)

ehk —10y — 10 = 0 (mod 25). Seega 2y = —2 (mod b), s.t. y =4 (mod 5), ning # = 20 (mod 25) on kongruentsi
(22) lahend.
Otsime kongruentsi (22) lahendit kujul # = 3 4+ by. Asendades kongruentsi (22) saame

4345y +7(3+5y)? —7(3+5y) —10=0 (mod 25)
ehk
43344332 5y+7-3247-2-3.-5y—7-3-7-5y—10=0 (mod 25).

Seega lahendada tuleb lineaarkongruents —10y — 10 = 0 (mod 25) ehk jéllegi y = 4 (mod 5). Seega # = 23
(mod 25) on kongruentsi (22) lahend.
Otsime kongruentsi (22) lahendit kujul # = 4 4+ 5y. Asendades kongruentsi (22) saame

4445y +7(445y)? —T(4+5y) —10=0 (mod 25)
ehk
4444347 5y +7-4°4+7-2.4.5y—7-4—-7-5y—10=0 (mod 25).

Seega lahendada tuleb lineaarkongruents 5y + 5 = 0 (mod 25) ehk y = 4 (mod 5). Seega z = 24 (mod 25) on
kongruentsi (22) lahend.

Saime, et kongruentsi (21) lahendeiks on = = 2,5,7,8 (mod 9) ja kongruentsi (22) lahendeiks z = 20,23, 24
(mod 25). Seega kongruentsil (20) on 12 lahendit. Need saame, kui Hiina jafigiteoreemi abil lahendame 12 lineaar-
kongruentside siisteemni. Lahendame neist iihe:

Ringis Zos g ' =TI1=1 ja ringis Zg 25 =1 Seega kongruentsi (20) tiheks lahendiks on

2 (mod 9)
=5 (mod 25).

£ =2-25-44(=5)-9-14 = —430

ehk = = 20 (mod 225). Ulejasnud lahendite saamiseks tuleb z avaldises votta 2 ja —b asemel teised arvud. Nii

tehes saame lahendeiks » = 20,23, 70,74, 95,98,124, 149,170,173, 223, 224 (mod 225).
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7. Algjuured

Meenutame, et 16pliku rithma jdrguks nimetatakse tema elementide arvu. Kui GG on 16plik rithm ja a € G, siis
elemendi a jdrguks nimetatakse vihimat astendajat k& € N, mille korral a* = 1, kus 1 on selle rithma iihikelement.
Lagrange’i teoreemi pohjal on 16pliku rithma elemendi jark rithma jargu jagaja. Rithma nimetatakse ¢sikliliseks,
kui leidub selline element, mille astmetena avalduvad koik selle rithma elemendid. Sellist elementi nimetatakse
tsiiklilise rithma moodustajaks.

Selles paragrahvis uurime, millal on rithm U(Z,) tsiikliline, s.t. millal leidub selline element @ € U(Z,,), mille
jark on ¢(n) = |U(Zy)|, ehk millal leidub element @ € U(Z,), mille astmetena avalduvad rithma U(Z,) kaik
elemendid.

Definitsioon 7.1. Tiisarvu a nimetatakse algjuureks mooduli n jargi, kui @ on rithma U(Z,) moodustaja, s.t. kui

U(Zy) = {a@,a, ... @M1 gen) =T}

Samavéairselt voiks defineerida ka nii, et a on algjuur mooduli n jargi, kui (a,n) = 1 ja ¢(n) on vdahim natu-
raalarv, mille korral a®(®) = 1 (mod n).

Naide 7.2. Kuin = 2, siis U(Z2) = {T} on tsiikliline rithm. Kui n = 3, siis U(Z3) = {T, ?} = {5, 52} on tsiikliline
rilhm moodustajaga 2, seega 2 on algjuur mooduli 3 jargi. Kui n = 4, siis U(Z4) = {T, 3} = {g, 32} on tsiikliline
rilhm moodustajaga 3, seega 3 on algjuur mooduli 4 jargi. Kui n = 5, siis U(Z3) = { } 2

4
{g, 32,33,34} on tsiikliline rithm, seega 2 ja 3 on algjuured mooduli 5 jargi. Kui n = 8, siis U(Zs) = {T, 3, 5,7} ja

T = 1, 3= 1, 5 = 1, 7= 1, seega iihegi U(Zs) elemendi jérk pole 4 = ¢(8), jarelikult U(Zs) ei saa olla tsiikliline
rithm ning ei leidu tihtegi algjuurt mooduli 8 jargi.

Meie eesmérk on teha kindlaks, milliste moodulite jargi leidub algjuuri. Selleks tdestame esialgu paar abitule-
must rithmade kohta.

Lemma 7.3. Olgu G rihm, a € G, olgu elemendi a jark m, ning olgu [ € N. Siis a' = 1 parajasti siis, kui m | [.

ToEsTUS. TARVILIKKUS. Olgu a' = 1. Lause 1.6 pohjal leiduvad sellised ¢,7 € Z, et { = gm + r ja 0 < r < m. Siis

1 =a = a?" = (a™)?a" = 19¢” = a". Kuna m on vihim naturaalarv, mille korral @™ = 1, siis » = 0. Seega
[ =qm, ehk m | L.
Piisavus. Kui leidub selline k € N, et mk = [, siis @' = (am)k =1. a

Lemma 7.4. Paarisarvulise jirguga rihmas letdub element, mille jirk on kaks.

TorsTUs. Olgu rithma G jark paarisarv. Kui rithmas G ei ole elementi, mille jirk on kaks, s.t. {ihegi elemendi
1 # a € G korral a® # 1 ehk a # a™1, siis kéik G iithikelemendist erinevad elemendid jagunevad lsikumatuteks
paarideks {a, a_l} . Seega (G jark on paaritu arv, vastuolu. Jarelikult kui G jark on paarisarv, siis peab leiduma
viahemalt {iks teist jarku element. a

Lemma 7.5. Paarisarvulise jirguga tsiklilises rihmas on tdpselt iks element, mille jirk on kaks.

TOoESTUS. Olgu G = (a) tsiikliline riithm moodustajaga a ja |G| = 2m, kus m € N. Siis ™ = 1 ja G =

{1, a,a?, ... ,azm_l}. Jéarelikult ™ # 1 ja (am)2 =1, s.t elemendi a™ jirk on 2. Oletame, et ka elemendi a', kus
1<1<2m—1, jark on 2, s.t. (al)z = ¢* = 1. Siis lemma 7.3 tottu 2m | 2, ehk m | [. Kuna m <1< 2m jam |,
siis m =1 ja a™ = d'. a

Teoreemist 5.9 jareldub lihtsalt jargmine véide.

Lemma 7.6. Mistahes naturaalarve n > 2 korral on ¢(n) paarisarv.

Po6rdume tagasi kiisimuse juurde, millal leidub mooduli n jargi algjuuri.
Olgu n = plfl ...p% arvu n > 1 standardkuju. Jirelduse 4.6 ja lause 5.6 pohjal kehtib riihmade isomorfism

U(Zn) = U(Zpllcl) X ... X U(Zpl;s)

Oletame, et leiduvad erinevad ¢,j € {1,...,s}, nii et p; ja p; on paaritud algarvud. Uldsust kitsendamata
eeldame, et ¢ = 1 ja j = 2. Jarelikult lemma 7.6 pdhjal on U(Zpkl) ja U(Zp@) paarisarvulist jarku rithmad ning
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seega leiduvad lemma 7.4 pdhjal teist jarku elemendid @ € U(Zpkl) jabe U(Zp@). Siis ka elemendid (E, 1,1,..., 1),
(T, b,1,... ,T) € U(Zpkl) X ... X U(Zpks) on teist jarku ja seega lemma 7.5 pdhjal rithm U(Z,,) ei saa olla tsiikliline.
Oletame, et n = 2¥p', kus p > 2 on algarv ja k > 2. Siis jillegi riihmad U(Z4x) ja U(Zypt) on paarisarvulist jarku,
leiduvad teist jarku elemendid @ € U(Zqx) ja b € U(Zy) ning seega ka elemendid (a, 1), (I, b) € U(Zgx) x U(Zp)
on teist jarku, mistdttu U(Z,) ei saa olla tsiikliline.
Lopuks oletame, et n = 2% kus k > 3. Siis U(Zy») sisaldab jille kaks erinevat teist jirku elementi (ja seega

ei saa olla tsiikliline). Nendeks teist jarku elementideks on 2¥=1 —1 ja 2¥=1 4 1. T&epoolest, kuna k > 3, siis
L< 2kt 1< 2bjal <2871 41 < 2F seega 26—1 — 1 £ T # 2k-1 4 1. Lisaks sellele

(2 1) =22"222" 4 1=1 (mod 2%),

s.t. need elemendid on teist jirku. Ning kuna k > 3, siis 2 #Z 0 (mod 2*) ning seetéttu 2871 — 1 # 2¢=1 4 1
(mod 2%), ehk 2F=1 — 1 £ 2k=1 41

Seega kui n ei ole kujul 2,4, p* ega 2p* kus p > 2 on algarv, siis mooduli n jirgi ei saa leiduda algjuuri, s.t. me
oleme toestanud jargmise tulemuse.

Lause 7.7. Kui mooduli n jirgi leidub algjuuri, siis n on kujul 2,4, p* véi 2p*, kus p > 2 on algarv.

Néitame niitid, et kui arvul n on eespoolmainitud kuju, siis mooduli n jargi leidub algjuuri.
Esimese asjana peaksime niitama, et jadgiklassikorpuse Z, multiplikatiivne rithm U(Z,) on tsiikliline. Osutub,
et selline omadus on mitte ainult jadgiklassikorpustel, vaid ka koigil teistel 16plikel korpustel.

Teoreem 7.8. Iga lopliku (kommutatiivse! ) korpuse multiplikatiivne rihm on tsikliline.

TOEsTUs. Olgu K 15plik korpus iithikelemendiga 1 ja nullelemendiga 0, |K'| = ¢, ja tdhistagu K* = K\{0} = U(K)
selle korpuse multiplikatiivset rithma, s.t. nullist erinevate elementide hulka korrutamise suhtes. Olgu K; riithma
K* koigi selliste elementide hulk, mille jirk on d. Kuna K™ iga elemendi jark on Lagrange’i teoreemi pohjal arvu
q — 1 = |K*| jagaja ning elemendi jark on iiheselt médratud, siis K* = Lg),—1 K q. Gaussi teoreemi (teoreem 5.12)
pohjal

D eldy=q—1=|K"|= > |K4l. (23)

dlg—1 dlg—1

Niitame, et iga d | ¢ — 1 korral |Kg4| = ¢(d), s.t. et riihmas K* leidub tépselt ¢(d) elementi, mille jark on d.
Oletame, et antud d | ¢ — 1 korral K4 # 0, s.t. et leidub d. jarku element a, ning tdestame, et sellisel juhul

Ko={a"|1<k<d (k d) =1} (24)
Kuna a jirk on d, siis elemendid a,a?, ..., a? on erinevad ning nad rahuldavad vérrandit
zt—1=0,
sest (a*)? = (a?)* = 1igak =1,...,d korral. Kuna d. astme poliinoomil iile korpuse K ei saa lause 2.8 pohjal olla
rohkem kui d juurt korpuses K, siis a,a?, ..., a? on poliinoomi 2% — 1 ainsad juured, jirelikult iga element b € K,

on vérdne iihega neist elementidest; olgu b = a*. Oletame vastuviiteliselt, et (k,d) = d’ > 1. Siis elemendi b jirk
oleks vaiksem kui d, sest bir = (ak)di' = (ad)di' =1ja % < d. Sellega oleme téestanud, et Kg C {a* |1 < k <
d,(k,d) = 1}. Oletame niiiid, et 1 < k < d, (k,d) = 1 ja elemendi a* jark on m < d. Siis a™* = (ak)m = 1. Kuna
a jark on d, siis lemma 7.3 pohjal d | mk. Seega jirelduse 1.11 pdhjal d | m, mis koos vorratusega m < d annab, et
m =d, s.t. a* € K,. Sellega oleme testanud vorduse (24).

Niisiis iga d | ¢ — 1 korral kas |K4| = ¢(d) voi K4 = 0. Tanu vordusele (23) ei ole aga viimane vordus voimalik.
Seega iga d | ¢ — 1 korral on téapselt ¢(d) elementi, mille jark on d. Muuhulgas, kuna ¢ — 1 | ¢ — 1, siis leidub
o(q — 1) elementi, mille jark on ¢ — 1, s.0. leidub ¢(¢ — 1) rithma K* moodustajat. Kui @ on mingi moodustaja,
siis iilejiinud moodustajaiks on eespooltdestatu péhjal astmed a* kus 1 <k < q—1ja (k,q—1)= 1. a

Jareldus 7.9. Kui p on algarv, siis mooduli p jirgi leidub algjuuri.

TorsTUS. Teoreemi 7.8 pohjal leidub ¢(p — 1) > 1 riihma Z3 = U(Z;,) moodustajat. a

Jargnevalt niitame, kuidas leida algjuurt mooduli p? jérgi, kui on teada mingi algjuur mooduli p jargi.

ga 15plik korpus on Wedderburni teoreemi (vt. [11], teoreem 1.3.10) tdttu kommutatiivne.
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Teoreem 7.10. Olgu p algarv. Kut a on algjuur mooduli p jirg:, sus arvudest a ja a + p vihemalt iks on algjuur
moodult p* jdrgi.

TorsTUs. Olgu a algjuur mooduli p jargi. Siis @ € U(Z ), s.t. p { a ning @ jark selles rithmas on |U(Z,)| =
o(p) = p—1. Kuna p{a, siis ka p t a + p ja seega ( ) = (p a—i—p), mis tdhendab, et @, a+p € U(Z,2).
Tuleb naidata, et kas @ vol a + p jéirk rithmas U(Zp2) on |U | = p(p ) = p(p — 1). Olgu m elemendi @ jark
riihmas U(Zyz). Siis ™ =1 (mod p?), jarelikult ka am =1 mod p), s.t. @™ = 1 rithmas U(Z,). Seega lemma 7.3
pohjal p — 1 | m. Lagrange’i teoreemi tottu aga m | p(p — 1). Seega leiduvad sellised u,v € N, et (p — 1)u = m ja
mv = p(p — 1). Jarelikult (p — Duv = p(p — 1), millest p — 1 taandamisel saame, et uv = pehk v = p véi v = p
(sest p on algarv). Seega kas m = (p— D)p véi m = p— 1.

Kui a on algjuur mooduli p jargi, siis ka a + p on algjuur mooduli p jargl, sest ringis Z, on @ = a + p. Seetdttu
saame a + p jaoks labi viia sama arutelu, mis @ jaoks. See tahendab, et ka elemendi a + p jark rithmas U(Z,2) on
kas (p — 1)p véi p — 1. Oletame, et nii @ kui ka @+ p jirk rithmas U(Z,2) on p — 1, s.t. a?~! = 1 (mod p?) ja
(a +p)P~t =1 (mod p?). Kasutades Newtoni binoomvalemit saame siis, et

l=(a+pft=a ™ +(p—Da*?p=1+(p— 1) ?p (mod p?),

millest saame, et (p — 1)a?~2p = 0 (mod p?). Lause 3.9 pdhjal (p — 1)a?=? = 0 (mod p) ehk p | (p — 1)a?~2. Kuna
p on algarv, siis (p,p — 1) = 1 ning jarelikult p | a, vastuolu. Seega peab kas elemendi @ voi a + p jark rithmas
U(Zy2) olema (p — 1)p, s.t. vihemalt iiks arvudest a ja a + p on algjuur mooduli p? jirgi. a

Jareldus 7.11. Kui p on algarv, a on algjuur mooduli p jirgi, b € {a,a + p} ja b= # 1 (mod p?), siis b on
algiuur mooduli p* jirgi.

Naide 7.12. Leiame mingi algjuure mooduli 25 jargi. Nagu eespool nigime on iiheks algjuureks mooduli 5 jargi
arv 2. Jarelduse 7.11 pdhjal on algjuureks mooduli 25 jargi see arvudest 2 ja 2 4+ 5, mille jadgiklassi jark rithmas
U(Z52) ei ole 5 —1 = 4. Kuna 7 =19 = —1, siis T =TT

algjuureks mooduli 25 jargi peab olema 2.

=1, s.t. elemendi 7 jéark rithmas U(Zs2) on 4. Seega

Selleks, et minna ruudult ile korgemaile p astmeile, vajame jargmist abitulemust.
Lemma 7.13. Kui p on algarv ja 1 < k < p—1 on naturaalarv, siis p jagab binoomkordajat (Z)

TorsTUS. Definitsiooni jargi

(i) :p(p—1)~]~€§p—k+1)’

ehk (Z)k! =plp—1)...(p—k+1). Kuna p jagab selle vdrduse paremat poolt, siis peab ta jagama ka vasakut poolt.
Et aga ptk!, siisp | (§). O

Teoreem T.14. Olgu p > 2 algarv. Siis iga algjuur mooduli p* jirgi on ka algjuur mooduli p* jirgi, kus k > 2.
T6EsTUS. Olgu a algjuur mooduli p? jargi. Téestame induktsiooniga { jargi, et
iga | € N korral leidub #; € Z nii, et aP=P' T tip' japtt. (25)
Vaatleme koéigepailt juhtu [ = 1. Kuna a on algjuur mooduli p? jargi, siis @ € U(Zp2) ja seega p { a. Fermat’
viikse teoreemi pohjal a?~! =1 (mod p). Jarelikult leidub selline ¢; € Z, et a?~! = 1+ ¢;p. Kui oletada, et p | ¢1,
siis a?~! = 1 (mod p?) ehk @~' = T rilhmas U(Z,z2), mis on vastuolus sellega, et a on algjuur mooduli p? jérgi.

Seega p11;.
Oletame niiiid, et [ > 1 ja [ — 1 korral leidub selline téisarv ¢;_1, et aP~P' T =1 4 ti_ip' ™t japtti_y. Siis

A

p - p —1)2 p - —1\p—1 p -
=t (D= (D) e (7 )7 0 () Y
= (tl o (2) PO (pf 1)155)—_111)@_1)(1_1)_1 +t§)—1pp(l_1)_l) 4

=1+t
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kus t; = #;_1 + (g)tlz_lpz(l_l)_l + ...+ (pfl)tf__llp(p_l)(l_l)_l + tf_lpp(l_l)_l ja p' sulgude taha v&tmisel oleme
arvestanud, et iga m > 2 korral m(l = 1) =l =m(l-1)—-Il+1—-1=(m -1 —-1)—1> 0. Kuna p > 2, siis
p(l—1)—=1 = (p—1)(I=1)—1 > 1 jaseegap | t!_ pP=D=1 Lisaks sellele, lemma7.13 tottu p | Zfz_zl (’;)t%_lpi(l_l)_l
ning seega p | Y &_, (’;)t%_lpi(l_l)_l = 1y — t;—1. Kui oletada, et p | ¢, siis ka p | {1, mis ei ole aga induktsiooni
eelduse tottu voimalik. Seega p 1 ¢; ja viide (25) on tdestatud.

Olgu m elemendi @ jark rithmas U(Z,+). Siis @" = 1 ehk ¢™ = 1 (mod p*) ja
(p— 1)p*~L. Tuleb niidata, et m = (p— 1)p*~1. Kuna @™ = 1 (mod p*), siis ka a™ = 1
7.3 pohjal p — 1 | m (sest @ jark rihmas U(Z,) on p — 1). Niisiis leiduvad sellised u, v
ja (p — 1)v = m ning seega (p — 1)p*~! = (p — 1)vu. Taandades p — 1 saame, et pF~!
1 <r <k, ningm=(p—1)p"~L. Jarelikult

m |U )| = elp*) =
(mod p), Jarelikult lemma
€ Z, et mu=(p —1) k=1
= vu. Seega v = p"~*, kus

1+t.p" = aP=DPT —gm = (mod pk),

millest saame, et ¢,p" = 0 (mod p*) ehk p* | t,p". Kuna p { ¢, siis p* | p” ehk k < r. Teisest kiiljest aga r < k.
Seega kokkuvéttes r = k ja m = (p — 1)pF~1. a

Teoreem T7.15. Kui a on algjuur mooduli p* jirgi, kus p > 2 on algarv, siis algjuureks mooduli 2p* jirgi on paaritu
arv arvudest a ja a + p*.

ToEsTUs. Kuna p* on paaritu arv, siis itks arvudest a ja a + p* peab olema paaritu. Oletame, et a on paaritu
(juhul kui a+ p* on paaritu, saab viite tdestada analoogiliselt). Kui a on algjuur mooduli p* jérgi, siis @ € U(Zyx),
millest jireldub, et (a,p*) = 1. Kuna a on paaritu, siis ka (a,2) = 1 ja seega (a,2p*) = 1,s.t. @ € U(Zgpx). Sellest,

et @ on algjuur mooduli p* jirgi, jireldub, et elemendi @ jérk riihmas U(Z pk)on m = |U | = p*~1(p—1). Olgu
n elemendi @ jark rithmas U(Zzp ). Siis n | |U Zigpw | = pk p—1) = |U | =m, Jarehkult n < m. Teiselt
poolt aga sellest, et @ = 1 (mod 2p*) jireldub, et a® = 1 (mod pk) ja seega lemma 7.3 pdhjal m < n. Oleme
saanud, et n = m, mida oligi tarvis testada. a

Tehtu voime kokku votta jargmise teoreemina.
Teoreem 7.16. Mooduli n jargi leidub algjuuri parajasti siis, kui n on kujul 2, 4, p* voi 2%, kus p > 2 on algarv.

Teoreemid 7.10, 7.14 ja 7.15 annavad lihtsa véimaluse algjuurte leidmiseks mooduli p* v&i 2p* jargi, kui teame
mingit algjuurt mooduli p jargi. Algjuuri mooduli p jargi aitab leida jargmine lemma.
Olgu G rithm ning |G| = plfl ...p% =n, kus p1,...,ps on paarikaupa erinevad algarvud.

Lemma 7.17. Iga a € G korral, {a) # G parajasti siis kui leidub selline i € {1,... s}, et avi =1.

TOESTUs. TARVILIKKUS. Oletame, et (a) # G. Olgu m elemendi a jark. Siis m | n ning seega m = plf ..ple, kus
igaie{l,... s}t korral 0 <{; < k;. Kuna {a) # G, siis a jark on viiksem kui n. Seega peab leiduma selline ¢, et
l; < k;. Sellisel juhul m | pﬂ ja seega a?i = 1.

Prisavus. Kui av = 1, siis lemma 7.3 pohjal a jark on viiksem kui n ning jarelikult {(a) # G. a

Jareldus 7.18. Iga a € G korral, (a) = G parajasti siis, kui iga i € {1,...,s} korral avi #1.

Jareldus 7.19. Olgu p > 2 algarv. Sus a on algjuur mooduli p jirge parajasti sus, kui arve p — 1 iga algteguri q
korral a7 # 1 (mod p).

TOEsTUS. Rakendame jareldust 7.18 juhul G = U(Z,). a
Niide 7.20. Olgu p=13. Kunap—1=12=22.3,2°=64= -1 # 1 (mod 13) ja2* =16 = 3 £ 1 (mod 13),
siis 2 on algjuur mooduli 13 jargi.

Teoreem 7.21. Kui mooduli n jdrgi leidub algjuuri, siis on nende arv ¢(p(n)).

TOEsTUs. Olgu a algjuur mooduli n jargi. Siis U(Z,) = {1 a,a’,... ,Ew(")_l}. Olgu |U(Zy)| = ¢(n) = p’fl ke
kus pi1,...,ps on paarikaupa erinevad algarvud. Naltame et af 1 < k < ¢(n) — 1, on algjuur parajasti siis, kui
(k,o(n)) =1 (sellest jareldubki, et algjuurte arv on go(go(n))) Selleks naitame, et

<Ek> # U(Z,) parajasti siis, kui (k, ¢(n)) # 1.

o(n) _
Oletame, et <Ek> # U(Zy). Lemma 7.17 pohjal leidub siis selline p;, et (_ ) ri =1 rithmas U(Zy). Lemma 7.3
pohjal ¢(n) | W—(l") , s.t. leidub selline u € N, et ¢(n)u = ki(”) Jarelikult up; = k, millest saame, et p; | k. Seega

(k,o(n)) > p; > 1. Vastupidi, oletame, et (k,¢(n)) = d > 1. Siis leidub selline p;, et p; | d. Jarelikult ka p; | k.
o(n) / _
Olgu k = p;k’. Siis (a*) »* =a" ¢(7) = T ning lemma 7.17 pdhjal (@) # U(Zy). O
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8. Loplikud korpused

Selles paragrahvis uurime 16plikke korpusi. Nagu mainitud, on Wedderburni teoreemi pohjal kaoik 1oplikud
korpused kommutatiivsed. K&ige lihtsamaks néiteks 16plikest korpustest on jadgiklassikorpused Zj, kuid osutub, et
on ka teisi 16plikke korpusi.

8.1. Loplike korpuste ehitus

Olgu K 16plik korpus iihikelemendiga 1 ja nullelemendiga 0. Edaspidises kasutame mistahes naturaalarvu m ja
elemendi a € K korral tdhistusi

ma=a+a+...+a
—_—
m lildetavat

O0a = 0 ning (—m)a = —(ma). Lihtne on ndha, et nii defineeritud korpuse elemendi kordsete jaoks kehtivad
jargmised omadused:

o (Ym, ke Z)Va€e K)
Vm, k € Z)(Ya € K)
Vm € Z)(Va,b € K)

(
(
(VYm € Z)(Va,be K)
o (Vm, k € Z)(Va,be K)((ma)(kb) = (mk)(ab)).

Kuna K on 16plik, siis (K, 4) on 1&plik rithm ja seega peavad kdik tema elemendid olema 1oplikku jarku. Olgu
p ihikelemendi 1 € K jark aditiivses rithmas (K, +), s.t. vahim selline naturaalarv p, et p1 = 0. Siis deldakse, et
korpuse K karakteristika on p ja tdhistatakse char K = p. Definitsioonist jareldub, et kui charK = p, siis igaa € K
korral pa = 0, sest
pa=p(l-a)=(pl)a = 0a =0.

Lause 8.1. Lopliku korpuse karakteristika on algarv.

TOESsTUS. Olgu p elemendi 1 € K jark riihmas (K, +). Naitame, et p on algarv. Selleks oletame vastuviiteliselt,
et p=kl, kus 1 < k,{ < p.Siis k1 # 0 ja Il # 0, kuid (k1) - ({11) = (k{)(1 - 1) = (kI)1 = p1 = 0. Korrutades seda
vordust elemendiga (k1)~! saame vastuolu I1 = 0. Seega p on algarv. i
Definitsioon 8.2. Kui korpus A on korpuse L alamkorpus, siis 6eldakse, et korpus L on korpuse K latend.

Lause 8.3. Korpuse iga laiendi karakteristika on vordne selle korpuse karakteristikaga.

TorsTUus. Olgu L korpuse K laiend ja char K = p. Siis K kui korpuse L alamkorpus peab sisaldama korpuse L

tihikelemendi 1, mis on seega ka K iihikelemendiks. Kuna elemendi 1 jark rithmas (K, +) on p, siis ka tema jark

rithmas (L, +) on p ja seega charl = p. a

Teoreem 8.4. Lipliku korpuse elementide arv on algarvu aste.

TorsTus. Olgu K 15plik korpus, mille karakteristika on p. Vaatleme hulka
P={1,1+1,141+1,...,(p—1)1,p1 =0} ={ml |meZ}C K.

Kuna mistahes k,l € {1,... ,p}t korral k1 +{1 = (k+ )1 € P, —(k1) = (p— k)1 € P, (k1) - (I11) = (kD)1 € P ja
kui k # p, siis (/cl)_1 =ul € P, kus ku =1 (mod p) (ehk @ = 7 korpuses Z,), siis P on korpuse K alamkorpus.
Korpus P on isomorfne korpusega Z,, kusjuures isomorfismi realiseerib kujutus f: P — Z,,

flk1) = k.

Korpust K voib vaadelda (16pliku) vektorruumina tile korpuse P: liitmine on korpuse K liitmine ning vektori
a € K jaskalaari k1 € P korrutise defineerime vordusega

(k1)a = ka.
Selles; et toesti koik vektorruumi aksioomid on téidetud, pole raske veenduda.
On histi teada, et igas 16plikumddtmelises vektorruumis on olemas baas ([1], teoreem 3.2.3). Olgu ey, ... e,
baas vektorruumis K iile korpuse P. Siis iga a € K esitub iiheselt lineaarkombinatsioonina a = aje1 + ... + aye,,
kus a1, ... ,a, € P. Selliseid lineaarkombinatsioone on p" tiikki. Seega |K| = p". a

Selle teoreemi téestuse kiigus niitasime, et kehtib jairgmine viide.
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Jéareldus 8.5. Kui korpuse K karakteristika on p, sus see korpus sisaldab jidgiklassikorpusega Z, isomorfse alam-
korpuse.

Edasises 1dheb meil vaja jargmisi abitulemusi.
Lemma 8.6. Kui korpuse K karakteristika on p, siis iga a,b € K jan € N korral
(a+ b)pn =a .

TOESTUS. Téestame viite induktsiooniga n jirgi. Olgu n = 1. Kuna K on kommutatiivne, siis (a +b)’ =
[ (’.’)ap_ibi. Lemma 7.13 pdhjal mistahes ¢, 1 < i < p — 1, korral p | (’;), s.t. leidub k; € N nii, et k;p = (’Z’)

K3

Jarelikult iga i, 1 < < p—1, korral
(P) a7 = (kip)(aPTUH) = ki(p(a” ') = k0 = 0,
i

seega (a4 b)P = aP + b s.t. kehtib induktsiooni alus.

Oletame niiiid, et (a + b)pk = aP" + b". Siis kasutades dsjatoestatut saame

(a —|—b)pk+1 = ((a—i— b)pk)p = (apk —|—bpk)p = (apk)p + (bpk)p =" —|—bpk+1.

Jargmise lemma iiheks erijuhuks on Fermat’ viike teoreem.
Lemma 8.7. Kui K on l6plik korpus ning |K| = q, siis iga a € K* = K \ {0} korral a?~! = 1.

ToEsTUs. Olgu m elemendi a jark korpuse K multiplikatiivses rithmas K*. Siis m | ¢— 1 = |K*|. Olgu mk = ¢— 1.
Siis a?~t = a™* = (a™)" = 1. O

Teoreemi 7.8 pohjal on 16pliku korpuse multiplikatiivne rithm tsiikliline. Selle rithma moodustajaid nimetatakse
korpuse primitiivseteks elementideks. (N&iteks korpuse Z, primitiivsed elemendid on algjuured mooduli p jérgi.)
Olgu L korpuse K laiend, kusjuures |K| = ¢ ja |L| = ¢™, m € N. Kui b € L, siis elemente

m—1

b,be, b0 . be
nimetatakse elemendi b kaaselementideks korpuse K suhtes.

Lause 8.8. Flemendi b € L* kaaselementidel ¢ -elemendilise korpuse L g-elemendilise alamkorpuse K suhtes on
sama jark rihmas L™,

TorsTUs. Olgu b,bq,bq2, e ,qu_l elemendi b € L* kaaselemendid alamkorpuse K suhtes. Olgu a korpuse L
primitiivne element. Siis leidub selline k, et b = a*. Saab tdestada, et kui G on s. jirku tsiikliline rithm moodustajaga
g, siis elemendi ¢* jirk on ﬁ Kuna iga { € {0,...,m — 1} korral (¢',¢™ — 1) = 1, siis elemendi [—— jark

m—1

on (qul iyl (qum__ll) Jja seega ei sdltu [-st. O

Jareldus 8.9. Kui a on korpuse L primititvne element, sits tema kaaselemendid mistahes alamkorpuse suhtes on
samutt primitiivsed.

Olgu K kommutatiivne korpus ja vaatleme poliinoomide ringi K[z]. Kui p(x) € K[z] on mingi poliinoom iile
korpuse K, siis selle poliinoomi poolt tekitatud padideaali tahistame (p(x)). Seega

(p()) = {p(e)h(z) | h(z) € K[z]}

koosneb koigist poliinoomidest ringis K[z], mis jaguvad poliinoomiga p(x)). Korvalklass esindajaga f(z) €

)
deaali (p(x)) jargi on hulk

[f(@)] = f(z) + (p(2)) = {f(2) + p(x)h(x) | h(z) € K]z]}.

Muuhulgas [0] = {(p(2)) = [p(«)]. Tihti korvalklassid samastatakse nende esindajatega ja kirjutatakse [f(z)] asemel
lihtsalt f(x). Saab niidata, et

[f(@)] = [9(2)] = f(x) = 9(z) € (p(2)) = p(2) | [(2) - g(). (26)

({p(x)
K[z] i
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Kui kérvalklasside hulgal defineerida tehted esindajate abil, s.t.

[£(2)] + [9(2)] [f(x) + g(x)],
[£(2)] - [g(2)] [f(x)g ()],

saame ringi, mida nimetatakse ringi K [x] faktorringiks ideaali (p(x)) jargi (vt. [1], lk. 169) ja tdhistatakse K[z]/{p(z))
(@) | fe) € K[2]).
Mittekonstantset poliinoomi p(x) nimetatakse taandumatuks, kui ta ei esitu mittekonstantsete poliinoomide
korrutisena, s.t. kui vordusest p(z) = f(x)g(x) jareldub, et kas poliinoom f(x) on konstantne vi g(x) on konstantne.
Jargmised kaks vaidet on tdestatud raamatus [1], 1k 217-219.

Lause 8.10. Olgu K kommutatiivne korpus ja p(x) € K[z] taandumatu polinocom, mille aste d > 2. Siis faktorring
L = K[z]/{p(x)) on korpus, mis sisaldab korpusega K isomorfset alamkorpust ning milles polimoomil p(x) on
olemas juur. Seejuures kui |K| = p™, siis |L| = p™¢

Olgu
L= K[z]/(p(x)) = {[f(2)] | f(2) € K[z]}
ringi K[z] faktorring ideaali (p(x)) jargi. Meenutame, et elemendi [0] # [f(»)] € L pddratavus jareldub sellest, et
p(x) el jaga poliinoomi f(x) ja p(z) on taandumatu (seega (p(z), f(x)) = 1), korpusega K isomorfseks alamkorpu-
seks korpuses L on konstantsete poliinoomide korvalklasside hulk K/ = {[k] | ¥ € K} ning poliinoomi p(z) iiheks
]

juureks korpuses L on lineaarpoliinoomi z karvalklass [z] (s.t. p([#]) = [0]).
Niitame veel, et korpuses L on p™? elementi. Selleks téestame, et

Klz]/(p(x)) = {[f(2)] | f(z) € K[z], deg f(x) < d}.
Naitame, et {[f(z)] | f(z) € K[z]} C {[f(z)] | f(z) € K[z],deg f(x) < d}. Vottes g(z) € K[x] voime selle
polunoomlJagadaJaaglga poliinoomiga p(#), s.t. leida ¢(), r(z) € K[z], nii et

g9(x) = p(x)q(x) + r(x) ja degr(z) < degp(z)=d.

Jarelikult [g(z)] = [p(x)][g(2)] + [r(2)] = [0]lg(x)] + [r(x)] = [r(z)] € {[f(2)] | f(x) € K[x] degf(x) < d}.
Vastupidine sisalduvus on ilmne. Seega iga korvalklassi esindajaks saab valida sellise poliinoomi, mille aste on
viiksem kui d:

L={lkgcrz¥ 4. 4 k24 ko] | ko,... ket € K}. (27)

Erinevaid selliseid poliinoome on |K|¢ tiikki ning erinevatele sellistele poliinoomidele vastavad erinevad kérvalklas-

sid, sest kui f(z),g(x) € K[x], f(x) # g(x),deg f(z) < d ja degg < d, siis f(x) — g(x) £ 0, deg(f(z) — g(2)) < d,
mistottu p(x) el jaga poliinoomi f(x) — g(x) ja seega (26) pdhjal [f(z)] # [¢(x)]. Sellega oleme tdestanud, et
L] = p™.

Teoreem 8.11. Olgu f(x) € K [x] poliinoom kordajatega kommutatiivsest korpusest K ning olgu f(x) aste n > 1.
Siis leidub korpuse K selline laiend L, milles polinoomil f(x) on n juurt.

Kui need juured on ay,...,a, € L, siis f(x) lahutub lineaartegurite korrutiseks iile korpuse L:
fle) =b(x —a1)...(x —ay), kus b € K on 2" kordaja poliinoomis f(z).

Definitsioon 8.12. Korpuse K laiendit L nimetatakse poliinoomi f(z) € K[x] lahutuskorpuseks, kui f(x) lahutub
lineaartegurite korrutiseks iile L,

f@)=blz—a1)...(z —ay),
kus ay,...,a, € L, ning L on korpuse K vihim laiend, mis sisaldab elemendid a1, ..., a,. Kui K on I6plik, siis ka
f(z) lahutuskorpus L on 16plik.

Teoreem 8.11 iitleb, et igal mittekonstantsel poliinoomil iile kommutatiivse korpuse on lahutuskorpus olemas.
Veelgi enam, kehtib jargmine teoreem, mida me siinkohla ei tdesta (vt. [12], lk. 343-350).

Teoreem 8.13. Poliinoomi lahutuskorpus on isomorfismi tdpsusent tiheselt mddratud.

Teoreem 8.4 viitis, et 1opliku korpuse elementide arv on algarvu aste. Jargnevalt veendume, et kehtib ka selle
teoreemi poordteoreem.

Teoreem 8.14. Iga algarvu p ja naturaalarve n korral leidub korpus, muilles on p” elementi. See korpus on iso-
morfismi tdpsusent dheselt mddratud.
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TOEsTUS. Olgu ¢ = p”. Vaatleme poliinoomi 2? — z € Z, [z]. Olgu L poliinoomi z? — 2 lahutuskorpus ning olgu
- =(r—a1)...(x—ay),

kus ay,...,a, € L. Kuna Z, C L on alamkorpus, siis korpuse L karakteristika on p, s.t. p1 = 0 ja seega ka ¢1 = 0.
Jarelikult (2 — z) = ¢lz?! —1 = —1 € L[z] ning seega poliinoomi ¢ — z ja tema tuletise suurim iihistegur
ringis L[z] on

(27 =), (2 = 2)) = (&7 —2),-1) = 1.

Néitame, et sellest jareldub, et poliinoomil ¢ — z ei ole kordseid juuri. Oletame vastuviiteliselt, et « € L on
poliinoomi z?¢ — z kordne juur, s.t. 2/ — 2 = (z — a)*g(z), kus k > 2 ja g(=) € L [z]. Siis korrutise tuletise reegli
pohjal
(27 =)' = k(z — )" Mg(2) + (x — )" ¢/ (¢) = (z — a) k(e — )" ?g(2) + (¢ — )" Hg'(2)] .
Seega (# —a) | ((#? — x), (x? — 2)") = 1 ringis L[z], vastuolu. Jarelikult tdesti poliinoomil ¢ —  pole kordseid
juuri, s.t. elemendid a1, ... ,a, on erinevad.
Vaatleme g-elemendilist alamhulka

K={a....a)={acl|a’=a}C L.

Néitame, et K on korpuse L alamkorpus. Selleks néditame, et K on kinnine tehete suhtes. Olgu a,b € K, s.t. a? = a
ja b? = b. Lemma 8.6 pohjal

(a +b)* :(a—i—b)pn =a’ 40 =al 4+ b =a+b,
st.a+be K. Kuip=2 siisa+a =0 ehk ¢ = —a. Kui aga p > 2, siis
(~a)' = (~1)a)! = (-1)"a? = (-1)a= 0,
s.t. —a € K. Korrutamise kommutatiivsuse tottu ka
(ab)? = a®b? = ab,

s.t. ab € K. Olgu a # 0. Siis

s.t. a”t € K. Seega K on alamkorpus.
Kuna L on vahim korpus, mis sisaldab Z, ja elemendid a1, ..., ag, siis L = K, jarelikult |L| = |K
Uhesuse niitamiseks paneme tihele, et mistahes g-elemendiline korpuse L’ korral on lemma 8.7 tdttu koik
tema elemendid poliinoomi #? — 2 € Zy[«] juured. Kuna sellel poliinoomil ei saa olla iile ¢ juure, siis on L selle
poliinoomi lahutuskorpus. Kuna poliinoomi mistahes kaks lahutuskorpust on isomorfsed, siis on ka korpus L'
isomorfne korpusega L. ad

Korpust, milles on ¢ = p” elementi, tdhistatakse tihti kas F, voi GF(q) (GF=Galois field). Sellise korpuse konst-
rueerimiseks véime kasutada lauset 8.10. Vétame néiteks korpuse Z,, leiame mingi n. astme taandumatu poliinoomi
tile Z,, ning moodustame faktorringi Z,[z]/(p(x)). Tulemus on p™-elemendiline korpus, mis tdnu teoreemile 8.14
ongi IFy.

8.2. Aritmeetika l6plikes korpustes

Lopliku korpuse elementide esitamiseks on mitmeid voimalusi. Uks viis on kasutada faktorringi F,[x]/{p(x)),
kus p(z) on taandumatu poliinoom iile F,. Teine voimalus on kasutada fakti, et rithm [F; on tsiikliline ja seega tema
elemendid on esitatavad moodustaja (primitiivse elemendi) astmetena. On selge, et liita on lihtsam elemente, mis
on esitatud poliinoomidena ning korrutada on lihtsam riithma moodustaja astmeid. Osutub, et neid kahte viisi saab
omavahel kombineerida, mis annab voimaluse aritmeetiliste tehete efektiivseks sooritamiseks 16plikus korpuses.

Niide 8.15. Vaatleme 16plikku korpust F1g kui korpuse Fy = Zo = {0, 1} (0 ja 1 asemel kirjutame 0 jal) laiendit.
Niitame, et poliinoom p(z) = 2* +  + 1 on taandumatu iile F5. Selleks paneme tiihele, et kui p(x) oleks
taanduv, siis ta peaks omama kas lineaar- voi ruuttegurit. Kuna p(0) # 0 ja p(1) # 0, siis poliinoomil p(x) pole
lineaartegureid. Veendumaks, et poliinoom p() ei jagu tihegi ruutpoliinoomiga, mérgime, et tile Fa on tapselt neli
erinevat ruutpoliinoomi, need on
2 et 4,2t e+ 1,

ning vahetu kontroll naitab, et neid poliinoome omavahel korrutades me ei saa poliinoomi p(z).
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Kuna poliinoomi p(z) aste on 4, siis lause 8.10 pohjal
Fz[l‘]/(lA—F x4+ 1> = F16.

Téhistame a = [#] ning samastame karvlaklassid [0] ja [1] esindajatega 0 ja 1. Kui vaatleme poliinoomile p(x)
vastavat poliinoomi p(y) = y*+y+1 € Fy5[y], siis a on poliinoomi p(y) juur, sest p(a) = a*+a+1 = [z]*+[z]+[1] =
[z? + 2z + 1] = [0]. Ténu vérdusele (27) v&ib korpuse Fis elemente esitada kui iilimalt kolmanda astme poliinoome

a suhtes:
konstantsed 0,1,

lineaarsed a,a+1,

ruutpoliinoomid a?, ¢+ 1,a>+a,a’+a+1

kuuppoliinoomid a2, a3+ 1,a® + a,a®+ a?, a® + a + 1,
AB+a’+1, 2 +a’+a,a®+a>+a+1.

Sellisel kujul elementide liittmine on lihtne, sest see on lihtsalt poliinoomide liittmine. Ent korrutamine nduab taan-
damist “mooduli p(x) jirgi”, s.o. jidgiga jagamist poliinoomiga x*+xz+1, kuid véib kasutada ka seost a*+a+1 = 0
ehk a* = a + 1. Niiteks

a® = (P =(a-a?P=(a-(a+1)P=c*a+1)P=a® (®+a®+a+1)
= d+dP+at+P=(P+a®)+(*+a)+(a+1)+a® =1,

Kuna a # 0, siis @ € %4, ning kuna a® # 1ja a® = a®+a # 1, siis jirelduse 7.18 pshjal on a rithma Ff, moodustaja.
Seega
Fis =1{0,1,a,...,a"}.

Sellisel viisil esitatud elementide korrutamine on lihtne, kuid liittmine on tiilikas.
Need kaks esitust saab omavahel siduda, kui arvutada vilja tabel, mis naitab, kuidas element a* esitub ilimalt
kolmanda astme poliinoomina @ suhtes. Kasutades scost a* = 1 + a saame

a+1,
a-a*=ala+1)=da*+a,
_a~a5:a3—|—a2,
=a-a®=a*+aP=d®+a+1

Q Q Q Q
g o ot
|

ja nii edasi. Tulemused vétame kokku alljirgneva tabelina, kus elemendi «® asemel kirjutame lihtsalt & ning
poliinoomi asa® 4+ asa” + a1a + ag asemel kirjutame asasa;ag.

0 0001
1 0010
2 0100
3 1000
4 0011
5 0110
6 1100
7 1011
8 0101
9 1010
10 0111
11 1110
12 1111
13 1101
14 1001

1

Selle tabeli ning seose a'® = 1 abil véime niiiid niiteks arvutada

(a® 4+ a*+1)(a® + a) = (0101 + 0011 + 0001)(1000 + 0010) = (0111)(1010) = a'® - ¢’ = a'? = a* = a + 1.

Seega arvutamiseks (liitmiseks ja korrutamiseks) 16plikus korpuses on kasulik teada tema multiplikatiivse riithma
moodustajat koos mingi taandumatu poliinoomiga, mille juureks ta on. Uldjuhul pole taandumatu poliinoomi
leidmine lihtne. Siiski on paljude konkreetsete korpuste jaoks leitud taandumatud poliinoomid ja tabelid (vt. nt.

[13]).
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8.3. Juurimine l6plikes korpustes

Definitsioon 8.16. Olgu K (suvaline) korpus ja b € K. Elementi a € K nimetatakse n. astme juureks elemendist
b, kui a” = b. n. astme juurt korpuse K iihikelemendist 1 nimetatakse n. astme dhejuureks .

Lause 8.17. Kommutatitvse korpuse K kéigt n. astme dhejuurte hulk H,, on rihma K* alamrihm.
ToEesTUs. Olgu
H,={ae K*|d" =1}

ning olgu aj, a2 € Hy,, st. af = 1 ja ¢f = 1. Siis ka (a1a2)” = ala) = 1. Kui a € H,, s.t. a® = 1, siis ka
(a_l)n = (a”)_1 =1"! =1. Seega H,, on rithma K* alamrithm. O

Kuna n. astme iihejuured on poliinoomi ™ — 1 € KJ«] juured, siis lause 2.8 t3ttu ei saa neid olla rohkem kui
n tikki. On tuntud fakt, et kompleksarvude korpuses C on n n. astme iihejuurt ja {ihejuurte rithm on tsiikliline,
kuid iga korpuse korral see nii ei ole.

Definitsioon 8.18. Kui n. astme iithejuuri korpuses K on n tiikki ning k&ik nad on esitatavad n. astme iihejuure £
astmetena (s.t. kui Hy on n. jarku rithm ja £ on rithma H,, moodustaja), siis tihejuurt £ nimetatakse primitiivseks
n. astme dhejuureks.

Teoreem 8.19. Olgun > 2 naturaalarv ja a korpuse Fy primitiivne element, s.i. Fy = {a, a,...,a?7% a?"t = 1}.
Sts
1 igake{l,... q—1} korral, a® on n. astme dhejuur parajasti siis, kui ¢ — 1| kn;

2. n. astme dhejuuri on (n,q — 1) tikki;

3. korpuses F, leidub primititvne n. astme Ghejuur parajasti siis, kuin|q—1;

4. elemente, mis omavad n. astme juurt, on ﬁ tikka.
ToEsTUS. 1. Olgu a® n. astme iihejuur. Siis ¢*” = 1, ning kuna elemendi a jirk rithmas K* on ¢ — 1, siis lemma 7.3
pohjal ¢ — 1| kn. Vastupidi, oletame, et leidub taisarv u, nii et (¢ — 1) u = kn. Kuna a € K*, siis lemma 8.7 pdhjal
(ak)n =qle=Du = (aq_l)u =1, s.t. ¢® on n. astme ithejuur.

2. Tahistame d = (¢ — 1,n). Siis leiduvad sellised m,n’ € N, et ¢ — 1 = md ja n = n'd, kusjuures (m,n’) = 1.
Jarelikult iga k € {1,...,q¢ — 1} korral, ¢ — 1 | kn (s.t. md | kn’d) parajasti siis, kui m | k. Selliseid astendajaid
ke {l,...,¢—1}, mida m jagab, on d tiikki: m,2m, ..., dm = ¢ — 1. Seega on olemas tipselt d n. astme ihejuurt,

H, = {a™ a®™, ... L ald=hm gdm — 1} = (a™),

ning koik ihejuured avalduvad iithejuure a” astmetena.

3. Osa 2 pohjal on H, d. jarku tsiikliline rithm moodustajaga a™. On selge, et primitiivne iihejuur leidub
parajasti siis, kui (n,¢ — 1) = d = n, mis on samaviérne sellega, et n | ¢ — 1. Primitiivseks n. astme iihejuureks on
sel juhul a™.

4. Vaatleme korvalklasse alamrithma H, jargi, s.t hulki

cH, ={cb|be H,} = {ca™™ |i € {l,... d}},

¢ € K”. Need koérvalklassid ei 16iku ning koigi korvalklasside véimsused on vordsed, s.t. iga ¢ € K* korral
leHyn| = [Hp| ([1], lk. 155-156). Korvalklasside arv on seega % = % = m. Naitame, et elemendid kuulu-
vad samasse korvalklassi parajasti siis, kui nende n. astmed on vordsed. Olgu ¢b € ¢H,, b € Hy. Siis (¢b)” =
b = "1 = ¢, seega korvalklassi cH,, koigi elementide n. astmed on vérdsed korvalklassi esindaja ¢ n. astmega
(s.t. koik korvalklassi eHy, elemendid on n. astme juurteks elemendist ¢”). Vastupidi, oletame, et ¢f = ¢3. Siis
(cz_lcl)n = (cz_l)nc’f = (cg)_1 = 1, seega cz_lc1 € H,. Jarelikult ¢; = czcz_lcl € coH,. Seega ey H,, C eoHy,.
Analoogiliselt coH, C ¢y H, ning kokkuvdttes ¢y Hy, = caHy. (Seega erinevatesse korvalklassidesse kuuluvad ele-
mendid on erinevate elementide n. astme juured.) a

Jareldus 8.20. Kui (n,q—1) =1, siis 1 on ainus n. astme thejuur korpuses Fy.

Jéareldus 8.21. FElement —1 € Iy, kus q¢ on paaritu arv, omab ruutjuurt korpuses Iy, parajastt sus, kur ¢ = 1

(mod 4).
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TorsTUs. Niitame, et ruutjuured elemendist —1 on tépselt 4. astme primitiivsed tihejuured. Olgu & ruutjuur
elemendist —1, s.t. €2 = —1. Siis £,£% = —1,63 = —£,6* = 1 on neli erinevat 4. astme iihejuurt ning seega ¢
on primitiivne 4. astme iihejuur. Vastupidi, olgu ¢ primitiivne 4. astme iithejuur. Siis £€* = 1, jarelikult ¢* — 1 =
(€24 1)(¢? —1) = 0. Kuna ¢ on primitiivne 4. astme iihejuur, siis ei ole véimalik, et £2 = 1, sest siis me saaksime ¢
astmetena kitte vaid kaks 4. astme iihejuurt (£ ise ja 1). Seega, kuna korpus ei sisalda nullitegureid, peab ¢2+1 = 0,

ehk £? = —1. Sellega oleme niidanud, et ruutjuured elemendist —1 on parajasti 4. astme primitiivsed iihejuured.
Teoreemi 8.19 pohjal leidub korpuses K primitiivseid 4. astme iihejuuri parajasti siis, kui 4 | ¢ — 1 ehk ¢ = 1
(mod 4). O

Mirkus 8.22. Kui ¢ = 2/, siis 1 = —1 ja seega —1 omab ruutjuurt.

Niide 8.23. Korpuses Zi3 on ruutjuurteks elemendist —1 elemendid 5 ja 8. Korpuses Z; aga elemendil —1 ruut-
juurt ei ole, sest 7= 3 (mod 4).

Naide 8.24. Vaatleme korpust g naitest 8.15. Kuna (2,15) = 1, siis 1 on ainus 2. astme ithejuur korpuses Fyg.
Kuna (3,15) = 3, siis kolmanda astme iihejuuri korpuses Fig on 3 tiikki, need on a® a'® ja a*® = 1 ehk a? + a,
a’+a+1jal.
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9. Ruutjasgid

Olgu p > 2 algarv. Selles paragrahvis huvitab meid, millistel jaigiklassikorpuse Z, elementidel on olemas
ruutjuur, s.t millised korpuse Z,, elemendid on mingi teise elemendi ruudud. Kuna (2, p — 1) = 2, siis teoreemi 8.19

pohjal on ruutjuur olemas p%l nullist erineval elemendil, s.o. tépselt pooltel Z} elementidel. Oletame, et mingil

. . . .z -2 . — . .
elemendil @ € Zj on olemas ruutjuur, s.t. leidub selline b € Z7, et b = @. Siis ka —b on elemendi @ ruutjuur,

sest b = b = @ Kui oletada, et —b = b, siis 2b = 0, millest p > 2 tottu jareldub, et b = 0, mis aga pole
véimalik. Seega b ja —b on erinevad elemendi @ ruutjuured. Niiiid teise astme poliinoomil z? — @ iile korpuse Zp
on lause 2.8 pohjal dlimalt 2 juurt, s.t. elemendil @ teisi ruutjuuri pole. Seega, kui elemendil @ leidub ruutjuur,
siis on neid ruutjuuri tapselt kaks tiikki ja nad on teineteise vastandelemendid. Koik ruutjuurt omavad elemendid

rithmas Zj saab leida, kui arvutada hulga {T, 2,... ,g} kaigi elementide ruudud (sest ilejadnud jaigiklassid on

sellesse hulka kuuluvate jaagiklasside vastandelemendid). Kui aga tahame teada, kas mingil konkreetsel elemendil
on olemas ruutjuur ning p on suur, siis on selline lihenemine liiga ebaotstarbekas. Osutub, et leidub palju paremaid
viise.

Definitsioon 9.1. Olgu p > 2 algarv ja a selline tdisarv, et p 1 a. Taisarvu a nimetatakse ruutjidgiks (mitte-
ruutjddgiks) mooduli p jargi, kui element @ omab (el oma) ruutjuurt korpuses Z,.

Niisiis ¢ on ruutjidk mooduli p jargi, kui p t a ja ruutkongruents

t?=a (mod p)

e=L pyutjaski ja p%l mitteruutjaaki.

on lahenduv. Eelneva p&hjal peab mooduli p jargi olema &5

Niide 9.2. Korpuses Zj; on ruutjuur olemas elementidel T = T = EZ, i1=7" = §2, 9=3" = gz’ 5=4 =7 ja
3=5=5. Seega ruutjadgid mooduli 11 jargi on 1,3,4,5, 9 ning mitteruutjddgid on 2,6,7,8, 10.

Definitsioon 9.3. Olgu a tidisarv ja p > 2 algarv. Legendre’t siimbol (%) defineeritakse jargmiselt
a 0, kuip|a;
(—) = 1, kui @ on ruutjddk mooduli p jargi;
p —1, kui @ on mitteruutjadk mooduli p jargi.

(Seda stimbolit loetakse “a p suhtes”.)

Seega eelmises néites saadud tulemuse voib Legendre’i siimboli abil kirja panna jargmiselt:
LN (BY (A (3 (2,
1) \11) \11,) \11,) \11,)
2N (S (Y (B (oY
1) \11, \11, \11) \11)
Olgu Zj = {E, e, .. el = T} . Kui k on paarisarv, siis elemendi & ruutjuureks on z%. Et tapselt pooled

arvudest 1,...,p— 1 on paarisarvud ja eelneva pohjal ruutjuurt omab samuti tapselt p%l elementi, siis saame, et
ruutjuurt omavad parajasti need elemendid 2, kus k on paaris.

Lemma 9.4. Kui ¢ on algjuur mooduli p jirg:, sus iga k € N korral

(5)-cr

Lause 9.5 (Euleri kriteerium). Iga {disarvu a ja algarvu p > 2 korral

(%) =a"T (mod p).

a7 (mod p). Oletame, et p { a ja@ = ¢*, kus Loy = {E,EZ, el = T} . Siis

ToEsTUs. Kui p | a, siis (%) =0

r—1

2 -1 = p—1
(CT) =~ = 1 (mod p). Jarelikult ¢*Z on poliinoomi #> — T € Z,[x] juur ning seega kas ¢*=~ = 1 (mod p)
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véi ¢ 5 = —1 (mod p), sest teisi juuri kui 1 ja —1 sellel poliinoomil pole. Kuna ¢ on rithma Z,, moodustaja, siis
esimene voimalus langeb dra ja seega

()= (5) = cr = (=) = (9% = moan.
a

Kuigi Euleri kriteeriumi abil saab pShimdotteliselt iga arvu korral kindlaks teha, kas ta on ruutjadk, ei ole ta siiski
sobiv suurte algarvude p korral. Onneks on Legendre’i siimbolil terve rida omadusi, mis lihtsustavad arvutamist.

Lause 9.6. Iga algarvu p > 2 korral on Legendre’t simbolil jairgmised omadused.
1. Iga a,b € Z korral, kui a = b (mod p), siis (%) = (%)

2. Iga a,b € Z korral

3. Iga a,b€Z,p1tb, korral

4. Kehtib (%) =1ja

-1 _(_1)%_ 1, kuip=1 (mod4)
v/ Tl -1, kuip=3 (mod4).

bl

TorsTus. 1. jareldub vahetult Legendre’i siimboli definitsioonist.
2. Kui p | @ véi p | b, siis on viide ilmne. Oletame, et p { a ja p { b. Olgu Z7 = {g,e2,... & t=1},a=72"ja

) G)

b =7 Siis viite 1 ja lemma 9.4 pahjal

(2)-(5)-creren-() )

3. Kui ptb, siis vastavalt definitsioonile 9.3 (%2) = 1 ning seega osa 2. pohjal

(=G G)=6)

4. Vordus (%) = 1 kehtib selletottu, et =1 korpuses Z,. Teine vérdus jareldub Euleri kriteeriumist vottes

a = —1 voi jireldusest 8.21, sest p%l on paarisarv parajasti siis kui p — 1 jagub neljaga ehk p =1 (mod 4). a
Niide 9.7. Teeme kindlaks, kas kongruents 2> = —38 (mod 13) on lahenduv. Selleks tuleks leida Legendre’i
siimboli (_1—?:’,)8) vadrtus. Kuna 38 = 12 (mod 13) ja (—1)132_1 = 1, slis saame, et

(5)- (%) (5)-(5)-(5)- (&)

Viimase stimboli arvutamiseks kasutame Euleri kriteeriumi. Et

3\ _ Ll 06 _ 972
(13) =3 =3"=27"= (mod 13),

=38

-38) = 1, s.t. kongruentsil z? = —38 (mod 13) on lahend olemas.

Siis (13—3) =1 ja seega ka (
Viikse korvalepoikena kasutame lauset 9.6 selleks, et ndidata teatud kujul algarvude hulga l6pmatust.

Lause 9.8. On l6pmata palju algarve kujul 4k + 1.
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TorsTUS. Oletame, et on ainult 16plik arv selliseid algarve; tdhistame nad py1,ps, ..., p,. Vaatleme naturaalarvu
a = (2pipa...pn)? + 1. On selge, et @ on paaritu, seega peab leiduma mingi paaritu algarv p, nii et p | a,

ehk (2p1p2...pn)? = —1 (mod p). See tihendab, et —1 on ruutjiik mooduli p jirgi, ehk (_71) = 1. Lause 9.6
pohjal (_71) = 1 parajasti siis, kui p = 4k + 1, k € N. Seega p on iiks algarvudest py,..., p,. Jarelikult p |
a— (2pipa .. .pn)? = 1, vastuolu. a
Teeme niiiid kindlaks, millal on arv 2 ruutjddk mooduli p jargi.
Teoreem 9.9. Iga algarvu p > 2 korral
2\ _ ] ot 1, kuip=+1 (mod 8);
P =D Tl -1, kuip=43 (mod 8).

TOESsTUS. Vaatleme jargmist p%l kongruentsist koosnevat siisteemi:

p—1 = 1(-1)! (mod p)
2 = 2-1)? (mod p)
p—3 = 3(-1)3 (mod p)
4 = 4(=1)* (mod p)
r = p%l(—l)% (mod p),

kus r on kas p— p%l (juhul kui p%l on paaritu arv) voi p%l (kui £ on paarisarv). Korrutades nende kongruentside

2
vastavad pooled saame

2.4.6... . (p—1)= (1%1)!(_1)1+2+~~+% (mod p).

Koik tegurid selle kongruentsi vasakul poolel on paarisarvud
ja (1+251) 22t = 2= srelikult

27 = (—1)F

Kuna (’%1)! Z 0 (mod p), siis

(mod p).

p2—1

= (-1)
(mod p) mdlemal poolel on kas 0,1 vdi —1 ja p > 2 ning 1 # —1 (mod p) ja loomulikult ka 1 #Z 0 # —1 (mod p),
siis viimase kongruentsi mélemal poolel peavad olema vérdsed arvud. a

Euler1 kriteeriumi pohjal 255 = (%) (mod p), millest jareldubki viide, sest kuna kongruentsi (%)

Lemma 9.10. Kui G on rihm ja a € G, siis G = aG, kus aG = {ag | g € G}.

TOESTUS. Kui g € G, siis ¢ = (aa™t)g = a(a™tg) € ad, seega G C aG. Vastupidine sisalduvus on ilmne. a

Jareldus 9.11. Kuin > 1 jaa on dihistegurita tdisarvud, siis U(Zy) = @-U(Zy). Teiste sonadega, kui ay, az, ..., yn)
on kétk naturaalarvud, mis on vdtksemad kui n ja on arvuga n tihistegurita, sits

aay, aasy, . .., ady(n)
on mooduli n jirgi kongruentsed arvudega ai,az, ..., ay,) mingis jirjekorras.

Jareldus 9.12. Kui ¢ on algarv ja q t a, siis Zy = a-Zy

o s.toarvud a,2a,...,(q — 1)a on mooduli q jirgi
kongruentsed arvudega 1,2,...,q9— 1 mingis jirjekorras.

Jargmine, Gaussi poolt 1796. a. tdestatud teoreem kuulub arvuteooria kdige ilusamate ja sigavamate tulemuste
hulka. Triikis on avaldatud vidhemalt 150 erinevat toestust, Gauss ise andis vahemalt 8 erinevat tdestust.

Teoreem 9.13 (Ruutvastavussiiidus). Kui p > 2 ja q > 2 on erinevad algarvud, siis

(2 (3)-{
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TOEsTUSs. Olgu n selline naturaalarv, et p* = 1 (mod ¢) (niiteks voib Fermat’ viikse teoreemi tottu votta n =
g — 1). Vaatleme p”-elemendilist korpust Fp». Siis ¢ | p” — 1 ja teoreemi 8.19 pdhjal leidub selles korpuses ¢. astme
primitiivne iihejuur; tdhistame ta tdhega &. Siis muuhulgas £ = 1, kus 1 on korpuse [F,» iihikelement. Defineerime
summa

G = qu( )&JE}F

-1
Niitame, et G? = (—1)qT ql (s.t. et G? on kas ¢l véi —ql, soltuvalt sellest, kas % on paaris voi paaritu).
Kasutades seda, et kui & omandab vadrtused 1,2,... ¢ — 1, siis ka ¢ — k¥ omandab samad vaartused, lauset 9.6,
ning seda, et £97% = €% saame, et

e (E09) [E)) £ D¢ (£2))

ji= j=1
1 g—1 . ) g—1 k g1 g—1 . ) g—1 &
-(DE@(E0)) = E (e (E0)
q ji=1 q k=1 q ji=1 q k=1 q
Kasutades jareldust 9.12 saame, et kui k omandab koik vadrtused 1,2,...,¢—1, siisiga fikseeritud j € {1,... ¢—1}

korral
ka jk omandab samad viartused mooduli ¢ jargi. Seega arvestades, et kui jk = ug + v, kus 0 < v < ¢, siis

(@) = e = e e

- -1

SRS

-1 1

2 1q g—1

( )gm O = (C1) Z( ) Yo itk
q

1

k=1 =1
5](1 k))

>Q

k=1 j=0 k=1 k=1
sest mooduli ¢ jargi on ruutjaike ja mitteruutjaike hulgas {1,... ¢ — 1} iihepalju ja seega Z%;i (%) = 0. Siis
g-1 g-1 g-1 g-1 g
(L= @it =2 gUrh =R i =) g0 - gt =g gt =1 -1 =0,
j=0 j=0 j=0 j=0 ji=1

Et k€ {2,...,¢— 1} korral 1 — £'~% £ 0 ja korpuses pole nullitegureid, siis iga & = 2,...,¢q — 1 korral peab
5925 €10-8) = 0. Jarelikult

6*=(-0'% (1) Z& =0 (Ha=cnFa

Kasutades saadud vérdust, Euleri kriteeriumi ja seda, et korpuse IF,» karakteristika on p, saame, et

Gr = (Gz)% G= ((—1)% ql)T G=(-1)F 5 1.6 = (- (%) Q.

Teisest kiiljest, kasutades lemmat 8.6, seda, et p on paaritu ning seda, et kui j omandab vaartused 1,2,...,¢—1,
siis ka pj omandab need vaartused mooduli ¢ jargi, saame, et

o= [EQ)e) -EQ L@ -2 )

j=1 ji=1 j=1

SO E)e -5 @)= -()e

Seega oleme saanud, et
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Kuna G? = ¢q1 voi G? = —(q1) ja korpuse FF,» karakteristika p # ¢, siis G # 0. Korrutades viimast vérdust
elemendiga G~! € [F,=, saame, et
—1)(g—1
(- (3
q P

Et korpuse [y~ karakteristika p on suurem kui 2, siis saame sellest vordusest, et

()=o)

Naide 9.14. Teeme kindlaks, kas algarv 7411 on ruutjadk algarvulise mooduli 9283 jargi.
Kuna 7411 = 3 (mod 4) ja 9283 = 3 (mod 4) ning 13 =1 (mod 4), siis

(i) =~ (50) -~ (30) -~ (G0) (so) (st = (s = - () = (&) =

Seega 7411 on mitteruutjadk mooduli 9283 jargi.

Legendre’i siimboli iildistuseks on saksa matemaatiku Jacobi (1804-1851) poolt sisse toodud siimbol.

Definitsioon 9.15. Olgu a tiisarv ja n paaritu naturaalarv. Olgu n = p1ps ...ps, kus p1,ps, ..., ps on algarvud
(nende hulgas v3ib olla vordseid). Jacobi simbol (%) defineeritakse Legendre’i simbolite abil jargmiselt:

(-GG -6

Definitsiooni 9.1 loomulikul viisil iildistades deldakse, et taisarv @ on ruutjidk naturaalarvulise mooduli n jargi,
kui kongruents ? = a (mod n) on lahenduv.

Mirkus 9.16. Kui n on kordarv ja (%) = 1, siis see el tdhenda veel, et a on ruutjddk mooduli n jargi. Naiteks

(12—5) = (%) (%) = (=1)(=1) = 1, kuid ei leidu sellist taisarvu z, et > = 2 (mod 15), sest kui ta leiduks, siis oleks

ka = =2 (mod 3).
Kill aga sellest, et (%) = —1 jareldub, et a on mitteruutjaidk mooduli n jéargi, sest siis vihemalt {ihe p; korral

(pi) = —1 ja kui vastuviiteliselt oletada, et leidub selline € Z, et > = a (mod n), siis ka 2? = a (mod p;), mis

oleks vastuolu.

Jacobi siimboli omadused on iisna sarnased Legendre’i slimboli omadustega.
Lause 9.17. Jacobi siimbolil on jirgmised omadused.

1. Iga a,b € Z ja paaritu naturealarve n korral, kui a = b (mod n), siis (%) = (%)

2. Iga a,b € Z ja paaritu naturaalarvu n korral
aby (a) b
n) \n n/’
3. Iga a € Z ja paaritute naturaalarvude n ja m korral
() = ) )
nm/  \n/ \m/’

TorsTUs. Kaks esimest omadust jarelduvad vahetult Legendre’i siimboli vastavatest omadustest ning kolmas
jareldub Jacobi stimboli definitsioonist. a

Lemma 9.18. Kui k ja l on paaritud naturaalarvud, siis
L (kl-=1)/2=(k-1/2+(—-1)/2 (mod 2);
2. (K*P —=1)/8=(k* = 1)/8 + (I* = 1)/8 (mod 2).
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ToEsTUs. 1. Kuna (k— 1)({—=1) =0 (mod 4), siis kil —1=(k—1)+ ({ — 1) (mod 4). Viide jareldub niitid lausest
3.9, sest viimase kongruentsi mélemal poolel on paarisarvud
2. saab toestada analoogiliselt.

O
Lemma 9.19. Kui kq, ko, ks on paaritud naturaalarvud, sis

1S (ki = 1)/2 = (kiks .. kg —1)/2 (mod 2);

2. S0 (k2= 1)/8 = (k2k2 .. k? —1)/8 (mod 2).

TOESTUs. Toestame viite 1. induktsiooniga s jargi (viite 2. saab tdestada analoogiliselt). Kui s = 1, siis on viide

ilmne. Kui s = 2, siis kasutame eelmist lemmat. Olgu s > 2 ja oletame, et viide kehtib, kui arve on vahem kui s
Siis kasutades eelmist lemmat saame

ki —1 ke_1—1 kei—1 k.. k1 —1 k=1 ki... ke_1k;—1
e = = d 2).
7 +...+ 7 + 7 9 + 7 5 (mod 2)

O
Uldistame niiiid teoreemid 9.9 ja 9.13 Jacobi siimbolite jaoks

Lause 9.20. Mistahes paaritute naturaalarvude n ja m korral

L(FH) = (=1

2

2 (2) = (-,

9. () = (-1 (2).

TorsTUS. Olgu n = p1ps...ps jJam = qi1q2 .. .qr, kus py, ..
1. Tanu lemmale 9.19 >°7_ (p; — 1)/2 = (p1p» .

Saame

.,PsJaqi,...,q on algarvud.
s—1)/2=(n—1)/2 (mod 2) ning seetdttu kasutades lauset 9.6

(_71) - (;—11) (;1) = ()P (DB = (LT B = ()

2. Ténu lemmale 9.19 5~°_, (p? — 1)/8 = (pip3 ...p? —1)/8 = (n* —1)/8 (mod 2) ning seetdttu kasutades teoreemi
9.9 saame

() =) () =0 o = come o

3. Kui leiduvad sellised ¢ ja j, et p; = ¢;, siis vastavalt Legendre’i stimboli definitsioonile q—’) = (p') = 0 ning

seega on toestatava vorduse mélemal poolel 0. Eeldame niiiid, et selliseid vOrdseid algarve ei leidu. Rakendades
veelkord lemmat 9.19 saame

quz—l p]—l (Zqz—l) Zs;p]é—l :m—l.n—l
j=

2 2
i=1 j=1

(mod 2).

2
Kasutades ruutvastavussiadust ja seda, et (1%) = 1, saame siis
7

( )( ) ZHl]Hl<%)<—Z):(_1) Y, it ms -

O
Naide 9.21. Leiame Legendre’i (7411

W) stimboli vaartuse ilma arva 1872 teguriteks lahutamata (vilja arvatud 2
astmete eraldamine). Kasutades lauset 9.20 saame

411N 1872\ 16 17y 411N 40
9283 ) T411) 7411 T411) N 117

117

() =)= (1) - ()
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10. Arvuvallad

Selles paragrahvis uurime, kuidas saab naturaalarvudest ldhtudes loomulikul viisil konstrueerida taisarvud,
taisarvudest ldhtudes ratsionaalarvud, ning veendume, et ratsionaalarvude iildistusena voib lisaks reaalarvudele
vaadelda ka veel hoopis teistsuguseid arvuhulki.

10.1. Naturaalarvudelt taisarvudele

Naturaalarvude hulk N on kinnine liitmise suhtes, kuid kahe naturaalarvu vahe ei pruugi olla naturaalarv.
Viahim hulk, mis sisaldab N ja on kinnine lahutamise suhtes, on tdisarvude hulk Z. Iga taisarvu voéib esitada
(kuigi mitte tiheselt) kahe naturaalarvu vahena. Jargnevas niitame, et kasutades algebralisi konstruktsioone saab
lahtudes poolriihmast (N, +) konstrueerida rithma (Z,+), kusjuures N C 7. Vastava viite toestame tegelikult
tunduvalt iildisemal juhul.

Definitsioon 10.1. Olgu (S,4) kommutatiivne poolrithm. Oeldakse, et S on taandamisega poolriihm, kui iga
z,y,z € S korral
r+y=x+z—y==z.

Poolrithm (N, +) on iitheks taandamisega poolrithma niiteks.
Teoreem 10.2. Iga kommutatiivse taandamisega poolrihma saab sisestada rihma.

TOESsTUs. Olgu (S, +) kommutatiivne taandamisega poolriihm. Néitame, et leidub rithm G, mis sisaldab poolriihmaga
S isomorfset alampoolrithma. Selleks defineerime hulga S otseruudul S? = S x S binaarse seose ~ jargmiselt:

(z,y) ~ (u,v) <= z+v=y+u,

mistahes (z,y), (u,v) € S? korral. Niitame, et ~ on ekvivalentsusseos.

Refleksiivsus. Et # +y = y + «, siis (2, y) ~ (z,y).

Stimmeetrilisus. Kui (#,y) ~ (u,v), siis ¢ + v = y + u, jarelikult u + y = v + 2, s.t. (u,v) ~ (2, y).

Transitiivsus. Olgu (#,y) ~ (u,v) ja (u,v) ~ (w,z). Siis t +v = y+ v ja u+ z = v+ w. Nendest vdrdustest

jareldub, et t+v+2=y+u+ 2z =y+ v+ w. Taandades v saame, et  + z = y + w ehk (z,y) ~ (w, 2).
Téahistame faktorhulga seose ~ jérgi

G=(5x9)/~={(x,y)/~z,ye S},

kus (z,y)/~ tidhistab paari (z,y) € S x S ekvivalentsiklassi seose ~ jargi. Néitame, et G osutub rithmaks, kui
defineerida hulgal G liitmine & reegliga

(@,9) [~ D(u,0) [~ =(x+u,y+v)/~.

Kontrollime, kas see definitsioon on korrektne. Selleks oletame, et (z,y) ~ (2/,¢') ja (u,v) ~ (v, v), st. 2+ ¢y =
y+ 2 jau-+v = v+ u. Liites nende vorduste vastavad pooled ja kasutades seda, et poolrithmal S defineeritud
liitmine on kommutatiivne, saame, et # + u+y' +v' =y+ v+ 2’ + v ehk (2 +u,y+v) ~ (&' + v,y +0'). Seega
toesti liitmise tulemus el séltu ekvivalentsiklassi esindajate valikust.

Kuna

(,9) /~ & (u,0) [~ = (e +u,y+0) /~= (utz,vty)/~=(w,v)/~S(2,y)/~,

siis littmistehe & on kommutatiivne. Analoogiliselt jareldub sellest, et liitmine poolrithmal S on assotsiatiivne, see,
et ka tehe @ on assotsiatiivne hulgal GG. Fikseerime mingi elemendi z € S. Siis nullelemendiks on klass (z,z)/~.
Tdepoolest, iga (z,y) € S? korral (z,2)/~ ®(z,y)/~ = (z+a,z2+y)/~ = (x,y)/~,sest 2+ +y=z+y+=z.
Elemendi (z,y)/~ € G vastandelemendiks on (y,x)/~, sest (z,y)/~ &y, )/~ = (x+y,y+ )/~ = (2,2)/~,
kuna z +y+ z = y + 4+ z. Seega (G on toesti rithm.

Niitame, et poolrithm (S, 4) on isomorfne rithma (G, ®) mingi alampoolriihmaga.

Fikseerime mingi elemendi y € S. Vaatleme hulka S' = {(# + y,y)/~| * € S} C G. Kuna iga z, 2’ € S korral
(x4 y,y)/~ D +y,y)/~=(e+y+2a"+y,y+y)/~=(x+2' +y,y)/~€ S, siis S’ on rithma G alampoolrithm.

Defineerime kujutuse ¢ : S — S’ jargmiselt: iga o € S korral

p(x) =(r+yy)/~.
On selge, et ¢ on pailekujutus. Niitame, et ¢ on iksiihene. Selleks oletame, et ¢(x) = (x’) ehk (z + y,y) ~
(' +y,y). Siise+y+y=y+a +y. Taandades y + y saame, et © = ’. Seega ¢ on iiksithene. Kuna
plata)=(z+2"+yy)/~ =@+ +y+yy+y)/~
=(x+yy)/~d@ +y9)/~ =) d ),

siis ¢ on poolrithmade homomorfism.
Seega ¢ on bijektiivne homomorfism ehk isomorfism ja S = S = ¢(S) C G, kus S’ on rithma G alampoolrithm.
O
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Definitsioon 10.3. Rithma (G, &) nimetatakse poolriihma (S, +) vahede rihmaks.

Konstrueerides poolriihma (N, +) vahede rithma saame rithma, mis on isomorfne rithmaga (7, +).
Seega poolrithma (I, 4+) saab sisestada rithma (7Z,4). Kuid &kki on rithmal Z moni périsalamrithm, mis samuti
sisaldab poolrithma (NN, 4) alampoolriihmana? Jargmine viide iitleb, et rithm 7 siiski ei sisalda liigseid elemente.

Lause 10.4. Kommutatiivse taandamisega poolrihma (S, +) vahede rihma (G, ®) vihim alamrihm, mis sisaldab
poolrihma S alampoolrihmana, on G ise.

TOEsTUs. Kasutame teoreemi 10.2 tdhistusi. Olgu G’ rithma (G, @) vahim alamriihm, mis sisaldab poolriihma
S = 5" alampoolriihmana. Olgu (u,v)/~ € G suvaline element. Kuna S’ C G| siis (u+y,y)/~, (v+y,y)/~ € G
Et G’ on alamriihm, siis on ta kinnine vastandelemendi votmise ja liitmise suhtes, jarelikult (y, v +y)/~ € G’ ning

(u+y,y)/~dy,v+y)/~ =u+y+yy+tv+y)/~ =(uv)/~ €.
Seega G = G'. O

Tekib veel kiisimus, kas lisaks rithmale (Z,4) on veel teisi rithmi, mis sisaldavad poolrithma (N, +) alam-
poolrithmana ja millel pole sama omadusega parisalampoolrithmi. Osutub, et nii see siiski pole.

Lause 10.5. Kui (S,+) on kommutatiivne taandamisega poolrihm, siis iga rihm H, mis sisaldab poolrihma S
alampoolrihmana ja mille véhim poolrihma S alampoolrihmana sisaldav alamrihm on see rihm ise, on isomorfne
poolrihma S vahede rihmaga.

TOESTUS. Vaatleme sellist rithma (H,+) ja tema alamhulka
H/:{l‘—y|l‘,y65}gH,

Kuna mistahes z —y, 2’ —y' € H' korral (z—y)+(¢' —y') = (e +2)—(y+y' ) € H' ja—(z—y) =y—x € H' siis H'
on riihma H alamriihm. Fikseerime z € S. Et mistahes # € S korral # = (¢ + z) — 2, siis S C H' ja et S on rilhma
H alampoolrithm, siis on ta ka rithma H’ alampoolriihm. Kuna rithma H vahim poolrithma S alampoolriihmana
sisaldav alamrithm on H ise, siis H' = H.

Defineerime kujutuse ¢ : H — G nii, et

(e —y) = (z,y)/~

iga r,y € S korral. Veendume, et ¢ definitsioon on korrektne. Selleks oletame, et x —y = o’ — ¥/, z,y, 2",y €
S. Siis # +y = y + 2’ ning jarelikult (z,y) ~ (@', y'). Seega ¢ on defineeritud korrektselt. On selge, et ¢ on
stirjektiivne. Nditame, et ta on ka injektiivne. Selleks oletame, et (z,y) ~ (&', ¢), z,y, 2,y € S. Siis vastavalt seose
~ definitsioonile  + v = y + &' ja jarelikult * — y = 2’ — y/ rithmas H. Seega ¢ on injektiivne. Lopuks, kuna
mistahes z, y, u,v € S korral

Pz —y) +(u—v)) = ((x +u) = (y+v)) = (@ +w,y+v)/~= (x,y)/~ D(v,0)/~ = p(x —y) D p(u—v),
siis ¢ on rithmade homomorfism. Seega ¢ on isomorfism ning riithmad G ja H on isomorfsed. i

Arvestades lauset 10.1 vdime viita, et tdisarvude rithm (Z,4) on vihim poolrithma (N, +) alampoolriihmana
sisaldav 7Z alamrithm ja ta on isomorfismi tadpsuseni iiheselt méadratud.

10.2. Taisarvudelt ratsionaalarvudele

Téisarvude hulk Z on kinnine liitmise, lahutamise ja korrutamise suhtes, kuid kahe tiisarvu jagatis el pruugi olla
taisarv. Vahim hulk, missisaldab Z ja on kinnine nullist erinevate elementidega jagamise suhtes, on ratsionaalarvude
hulk Q. Iga ratsionaalarvu voib esitada kahe téisarvu jagatisena. Osutub, et analoogilise konstruktsiooni saab jéllegi
labi viia iildisemal juhul.

Teoreem 10.6. Iga kommutatitvse nullitegureita ringt R saab sisestada mingisse korpusse K.

Selle teoreemi tdestuse voib leida raamatust [1], 1k. 199-200. Sellist korpust K nimetatakse ringi R jagalis-
te korpuseks. Lihtne on veenduda, et konstrueerides ringi Z jagatiste korpuse saame korpuse, mis on isomorfne
ratsionaalarvude korpusega Q.

Analoogiliselt vahede rithma juhuga saab nédidata, et ringi R jagatiste korpus K on korpuse K vahim alamkorpus,
mis sisaldab ringi R alamringina. Veelgi enam, korpus, mille vihim ringi R sisaldav alamkorpus on see korpus ise,
on isomorfismi tdpsuseni iiheselt méaratud. Seda arvestades vGib Gelda, et ratsionaalarvude korpus Q@ on vdahim
ringi Z alamringina sisaldav korpuse Q alamkorpus ja ta on isomorfismi tdpsuseni {iheselt madratud.
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10.3. Ratsionaalarvudelt reaalarvudele

Definitsioon 10.7. Hulka (K, +, -, <), kus + ja - on kahekohalised algebralised tehted ja < on binaarne seos hulgal
K nimetatakse reaalarvude hulgaks, kui

R1. (K,+,) on korpus;

R2. < on lineaarne jirjestusseos hulgal K (s.t. selline jarjestusseos, et mistahes o, 5 € K korral kas o < 8 voi
3 < «) ning mistahes o, 5,7,6 € K, 6§ > 0, korral

o< f=a+y<F+7 ja ad < G4
R3. (taielikkuse aksioom) hulga K igal mittetiihjal alt tokestatud alamhulgal on olemas alumine raja hulgas K.
Markus 10.8. Aksioomis R2. kasutatakse seost <, mis defineeritakse mistahes jarjestusseose < korral jargmiselt:
a<fe=a<lpja atp
10.3.1. Weierstrassi meetod
Weierstrassi teooria jargi on reaalarv Idpmatu kiimnendmurd pluss- voi miinusmérgiga:

tap,a1as...an ...,

kus ag on mittenegatiivne taisarv ja iga a,,n € N, on iiks numbreist 0,1,...,9. Seejuures 16pmatu kiimnend-
murd perioodiga 9, s.o. kiimnendmurd ag, a1az .. .a,(9), kus a, # 9, loetakse vordseks 16pmatu kiilmnendmurruga
ag,aras . ..ap_1(a, + 1)000... (juhul » = 0 kiimnendmurruga (ap + 1),000...). Arve a, = ag,a1az...a, ja
@, = dag,dids . ..a, + 107" mimetatakse vastavalt reaalarvu o = ag, ayas .. .a, ... alumiscks ja tilemiseks n. jirku
kimnendlihendiks. Kui reaalarvu o mérk on pluss (miinus) ja tdisarvude a,,n € N, seas on vahemalt iiks nullist
erinev, siis deldakse, et « on posititvne (negatiivne). Arvu o = tag, a1as ... ay ... absoluutvddrtuseks nimetatakse
arvu ap,aids . . .d, ... ning seda tahistatakse |o] .

Olgu o = ag,a1as...an ... jJa B = bg,b1ba.. b, .... Loeme, et a < 3, kui kas ag < by voi leidub selline
N e NU{0}, et ap, = bg, bk =0,1,... N, kuid anys1 < bys1. Lisaks sellele loeme, et iga negatiivne arv ja 0 on

viiksem igast positiivsest arvust ning kui « ja 8 on negatiivsed ja |8] < |e], siis o < 3. Lugedes o < g kui o« = 8
vol o < [ saame lineaarse jarjestusseose < .
Oeldakse, et tdisarvude jada (zy)pen stabiliseerub arvuks m, kui leidub selline indeks N, et iga k > N korral

z, = m. Oeldakse, et 13pmatute kiimnendmurdude jada (o®)zen = (ak, afab .. a® .. )pen stabiliseerub arvuks
o = ag,aids...d, ..., kul I6pmatu maatriksi (agk)) (¢ on siin veerunumber, k reanumber) i. veerg stabiliseerub
arvuks a; iga ¢ € NU {0} korral. Kui & > 0 ja 3 > 0, siis kiimnendmurdudest oy + Gi, o — B, (B8 ja (%)

- = = 3

moodustatud jadad stabiliseeruvad arvudeks, mida nimetatakse vastavalt reaalarvude « ja 3 summaks a+ 3, vaheks
o — 3, korrutiseks a3 ning jagatiseks % Neid definitsioone saab laiendada ka suvalise mérgiga reaalarvude jaoks.
Niiteks, kui o < 0ja 5 <0, siis o+ 5 = —(Je| + |F]); kui @ ja 3 on erinevate mirkidega, siis « + 8 = :I:‘|oz| — |ﬁ|‘,
kus méargiks voetakse liidetavaist absoluutvairtuselt suurema mérk. Mistahes «, 5 korral loetakse o — 8 = av+ (= f3)
jne. Saab néidata, et I6pmatute kiimnendmurdude hulk koos temal defineeritud tehetega + ja - ning jarjestusega

< rahuldab aksioome R1.-R3.
10.3.2. Dedekindi meetod

Definitsioon 10.9. Dedekindi ldige on jarjestatud paar (o, 3), mis koosneb kahest hulgast, o C Q (“vasakpoolne”
ehk “alumine” hulk) ja # C Q (“parempoolne” ehk “lilemine” hulk), mis rahuldavad jargmisi tingimusi:

D1. iga ratsionaalarv kuulub iihte hulkadest « ja 3;
D2. o #0japg#0;

D3. « iga element on viiksem [ igast elemendist;

D4. hulgas § pole vahimat elementi.

Kumbki hulkadest « ja § mé&arab iiheselt dra teise ja seega ka kogu loike. Seega edaspidises voime Dedekindi
161ke samastada tema parempoolse hulgaga 3, millel on jargmised omadused:

D1'. 8 # 0 ja tema tiiend § = Q\ 3 # 0;
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D2, kuibe 3,0 eQjab< ¥, siisb €3
D3’. hulgas 3 pole vahimat elementi.

Edasises tihistame kreeka tahtedega «, 3, ... parempoolseid hulki ja nimetame Dedekindi 161keid reaalarvudeks.
Koigi Dedekindi 16igete hulga tdhistame R.

Iga ratsionaalarv a madrab ara 16ike a = {b € Q | @ < b}, mida nimetame ratsionaalseks. Ldige v on ratsionaalne
siis ja ainult siis, kui hulga « tédiendil @ on olemas suurim element. Hulga @@ saab sisestada hulka R kujutuse
f:Q — R, f(a) = a, abil. Mitte kdik 1diked ei ole ratsionaalsed. Niiteks saab niidata, et V2, ehk tapsemalt
Oeldes 16ige o = {a €Qla>0a> 2} el ole ratsionaalne.

Laigete (parempoolsete hulkade) jarjestuse defineerime jargmiselt:

a<f<—=pCa.

Lihtne on veenduda, et < on osalise jarjestuse seos hulgal IR. Veelgi enam, see seos on ka lineaarne jarjestusseos ja
rahuldab aksioomi R3.

Mistahes kahe 16ike o, 8 € R summa ja vahe defineerime vordusega
axf={atblaca,bef}.
Kui «, 8 > 0(= 0), siis defineerime nende 13igete korrutise vérdusega
a-f={abla€abe f}.

Mistahes 161ike v saab esitada kahe mittenegatiivse 1oike o > 0 ja § > 0 vahena: v = o — . Loigete y = a — 3 ja
¥ =o' — @, kus ka o/, 7/ > 0, korrutise defineerime vérdusega

v =la=p) (' =F)=aa'+8-F —a-f=p-a
Saab niidata, et defineeritud tehete suhtes osutub hulk R korpuseks ja et jirjestus < on kooskolas liitmise ja

korrutamisega.

10.3.3. Cantori meetod

Definitsioon 10.10. Ratsionaalarvujada (a;) nimetatakse fundamentaaljadaks ehk Cauchy jadaks, kui iga ratsio-
naalarvu ¢ > 0 korral leidub selline indeks N, et iga ¢, j > N korral |a; — a;] < ¢.

Oeldakse, et ratsionaalarvujada (a;) on ratsionaalselt koonduv, kui leidub selline ratsionaalarv a, et iga ratsio-
naalarvu ¢ > 0 korral leidub selline indeks N, et iga i > N korral |a; — a| < £. Sellisel juhul on a tiheselt madratud
ja kirjutatakse ¢ = lima;.

Iga ratsionaalselt koonduv jada on Cauchy jada. Samas leidub Cauchy jadasid, mis ei koondu ratsionaalselt,
nt. v/2 ldhismurdude jada ag = 1; a1 = 1,4; as = 1,41; ag = 1,414; ay = 1,4142; ... .

Definitsioon 10.11. Ratsionaalselt nulliks koonduvat jada, s.t. sellist jada (a;), et iga ¢ > 0 korral leidub N nii,
et iga i > N korral |a;| < €, nimetatakse nulljadaks.

Olgu F(Q) koigi ratsionaalarvuliste Cauchy jadade hulk. Defineerime hulgal F'(Q) seose ~ jargmiselt:
(a;) ~ (b)) <= (a; — b;) on nulljada.
Saab niidata, et ~ on ekvivalentsusseos. Téhistame faktorhulga selle seose jérgi

R =F(@Q)/~={(a;)/~](a;) € F(Q)}

ning nimetame selle hulga elemente reaalarvudeks. Defineerime sellel hulgal litmise ja korrutamise vordustega

(@) [~ + i)/~ = (e +bi) /~, (28)
(@) [~ (b)) /~ = (ai b))~ (29)

Saab ndidata, et ka summa ja korrutis on Cauchy jadad ning et (F(Q)/~,+,) on korpus. Nullelemendiks selles
korpuses on ekvivalentsiklass, mis koosneb kd&igist nulljadadest.
@ saab sisestada alamkorpusena korpusse F(Q)/~ kujutuse f: Q — F(Q)/~, f(a) = (a,a,a,...) /~ abil.
Ratsionaalsete elementidega Cauchy jada nimetatakse positiivseks (negatiivseks), kui leidub selline ratsionaalarv
£ > 0(g < 0), et alates mingist kohast on kdik selle jada elemendid suuremad (viiksemad) kui €. Iga ratsionaalsete
elementidega Cauchy jada on kas positiivne, negatiivne voi nulljada. Kui jada on positiivne (negatiivne), siis ka
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mistahes temaga ekvivalentne jada on positiivne (negatiivne). Reaalarvu (a;) /~ nimetame positiivseks (negatiiv-
seks) kui (a;) on positiivne (negatiivne). Iga reaalarv on kas positiivne, negatiivne vai null. Defineerime hulgal
F(Q)/~ seose < jargmiselt:

a < ff <= a = v0l [ — «a on positiivne.

Seos < osutub lineaarseks jirjestusseoseks ning saab néidata, et kehtivad aksioomid R2 ja R3.

Osutub, et aksioomid R1.-R3. kirjeldavad {iheselt dra reaalarvude hulga.

Teoreem 10.12 ([9). , Ik 50-51] Iga jirjestatud korpus K, mis rahuldab aksioome R1.-R3., on isomorfne korpu-
sega F(Q)/~.

10.3.4. p-aadilised arvud

Definitsioon 10.13. Norm korpusel (K, +, ) on kujutus || ||, mis igale elemendile # € K séeb vastavusse mitte-
negatiivse reaalarvu [|z|| nii, et

N1. ||z|| = 0 siis ja ainult siis, kui z = 0;
N2. |lzyll = [|l=(| 1yl
N3. ||z +yll < ll=[l + (vl -

Néiteks on normiks ratsionaalarvude korpusel absoluutvaértus. Osutub, et ratsionaalarvude korpusel saab de-
fineerida ka teisi ponevaid norme.

Olgu p algarv. Iga téisarvu a # 0 korral olgu ord, a algarvu p kdrgeim aste, mis jagab arvu a. Néiteks ords 35 = 1,
ords(—250) = 3, ord, 96 = 5, ordy 97 = 0. Loeme, et ord, 0 = co. Paneme tihele, et ord,(aiaz) = ord, ai +ord, as.
Mistahes ratsionaalarvu x = ¢ jaoks, kus a,b € Z, (a,b) = 1, defineerime ord, x = ord, a — ord, b. See definitsioon
soltub vaid ratsionaalarvust z, mitte sellest, milliste tdisarvude jagatisena x on esitatud, sest kui z = 7%, ¢ € Z,
siis ordy(ac) — ord,(be) = ord, a — ord, b.

Defineerime kujutuse | |, : Q — @ jérgmiselt:

|x| _ W, kur z # 0,
0, kui z = 0.

Ehk teisiti: kui esitame ratsionaalarvu x # 0 kujul x = p™ ¢, kus m € Z ja (ab, p) = 1, siis |J:|p = pim.

Lause 10.14. Kujutus | |, on norm korpusel Q.

TorsTUs. Omaduste N1 ja N2 kontroll on lihtne. Naitame, et kehtib tingimus N3. Kui @ = 0 voi y = 0 voi
x+y = 0, siis on tdestus triviaalne. Seega voime eeldada, et z,y ja  + y on nullist erinevad. Olgu = § jay = =.
Siis ¢ +y = % jaord,(z +y) = ord,(ad + be) — ord, b — ord, d. Algarvu p kdrgeim aste, mis jagab kahe arvu

summat el ole vaiksem kui vdhim algarvu p kérgemaist astmeist, mis jagavad liidetavaid. Seega

ord,(z + y) = ord,(ad + be) — ord, (b) — ord, (d) > min(ord, ad, ord, be) — ord, b — ord, d
min(ord, a + ord, d, ord, b + ord, ¢) — ord, b — ord, d

= min(ord, a — ord, b, ord, ¢ — ord, d) = min(ord, z, ord, y).

Jarelikult |x +y|, = p~ ordp(r+y) < max(p= o ¥ pmordry) = max(|z|, , |y[,) ning viimane on < [z, + |y[, . O

Definitsioon 10.15. Normi | |p nimetatakse p-aadiliseks normiks.

Tegelikult toestasime me tugevama vorratuse, kui oli ndutud normi definitsiooni tingimuses N3. See vorratus
voetakse jargmise definitsiooni aluseks.

Definitsioon 10.16. Normi || || korpusel K nimetatakse mittearhimeediliseks, kui iga #,y € K korral

Iz + yll < max([l«]], [|y]])- (30)

Normi, mis ei ole mittearhimeediline, nimetatakse arhimeediliseks.
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Seega p-aadiline norm | |p on mittearhimeediline ja absoluutvadrtus | | on arhimeediline norm korpusel Q.

Asendades definitsioonides 10.10 ja 10.11 absoluutvéartuse normiga | |p , saab defineerida Cauchy jadad, koon-
duvuse ja nulljadad normi | |, suhtes.

Normil | |p on mitmeid huvitavaid omadusi. Niiteks jada 1,p,p? p?,... koondub nulliks selle normi jargi.

Toepoolest, iga £ > 0 korral leidub selline N, et iga ¢ > N korral |pi|p = 1% < ¢. Vaoi siis néiteks kui vaatleme kera

keskpunktiga a € Q ja raadiusega r € QF, D(a,r) = {x eEQ||x— a|p < r}, siis osutub, et mistahes b € D(a,r)
korral D(a,r) = D(b,r), s.t. selle kera iga punkt on keskpunkt! Téepoolest, kui # € D(a,r), s.t. |& — a|p < r, slis

@ —bl, = |(z — a) + (a = b)|, < max(ja —al, ,]a—b],) < r,

jarelikult # € D(b, r). Vastupidise sisalduvuse saab tdestada analoogiliselt.
Norme || || ja || || nimetatakse ekvivalentseteks, kui jada on Cauchy jada normi || || suhtes parajasti siis, kui
ta on Cauchy jada normi || ||’ suhtes.

ord, &
Néiteks, kui normi | |p definitsioonis kirjutada (%) " asemel a®™r® kus 0 < o < 1, siis saaksime normi,
mis on ekvivalentne normiga | |p . Samuti normid | |*, 0 < @ < 1, on ekvivalentsed absoluutviirtusega.
Triviaalse normi all korpusel K peame silmas sellist normi || ||, mille korral ||0|] = 0 ning iga # # 0 korral
[Jzf] = 1.
Kehtib jargmine teoreem ([10], k. 3-5).

Teoreem 10.17 (Ostrowski). Iga mitletriviaalne norm korpusel Q on ekvivalenine kas absoluutviirtusega voi
mingi p-aadilise normiga | |p, kus p on algarv.

Edasises olgu p fikseeritud algarv.

Teeme 1dbi samasuguse konstruktsiooni nagu Cantori meetodi korral, ainult selle vahega, et absoluutvaartuse
asemel kasutame p-aadilist normi.

Olgu F,(Q) koigi selliste ratsionaalarvujadade (a;) hulk, et iga ¢ > 0 korral leidub selline N € N, et |a; — q; |p <
g, kuid,j > N (s.t. F,(Q) on Cauchy jadade hulk normi | |p suhtes). Defineerime hulgal F,(Q) seose ~ jargmiselt:

(a;)~ (b;) <= (a; — b;) on nulljada normi | |p suhtes.

Jallegi ~ on ekvivalentsusseos. Téhistame faktorhulga selle seose jéargi
Qp, = F,(Q)/~= {(ai) /~ | (a;) on Cauchy jada normi | |, suhtes}.

Hulgal @, defineerime liitmise ja korrutamise jélle vordustega (28) ja (29) ning hulk @, osutub nende tehete suhtes
korpuseks. Selle korpuse elemente nimetame p-aadilisteks arvudeks.

Iga ¢ € Q korral tahistagu (#) Cauchy jada, mille kdik komponendid on vdrdsed arvuga z. On ilmne, et
(x) ~ (x') siis ja ainult siis, kui # = 2. Jada (0) ekvivalentsiklassi tahistame lihtsalt 0. Korpus Q on isomorfne
korpuse @, alamkorpusega, mis koosneb kdigist ekvivalentsiklassidest (z) /~, z € Q.

Ekvivalentsiklassi @ = (a;) /~ normiks [a[, loeme lim;_.c |a;], . Saab néidata, et see piirvédrtus eksisteerib.
Osutub, et nii defineerides saame téepoolest normi korpusel @@, s.t. on rahuldatud aksioomid N1.-N3.

Teoreem 10.18 ([10). , k. 11-12] Igal ekvivalentsiklassil a € Qp, mille korral |a|p < 1, on tdipselt iiks esindaja
(a;), kus a; € Z, mis rahuldab tingimusi

1. 0 < a; < p'igai €N korral;
2. a; = a;+1 (mod p) iga i € N korral.

Oletame, et p-aadiline arv a ei rahulda vorratust |a|, < 1. Olgu |a

b = p™, m € N. Korrutades arvu a arvuga
, saame p-aadilise arvu @’ = ap™, mis rahuldab tingimust |a

n < 1. Téepoolest, |a'|, = |ap™|, = |al, [p™], =

/
P |p
m_1

Pom =1 Kui klassi a’ tingimusi 1. ja 2. rahuldavaks esindajaks on jada (a}), siis klassi a = a’p=™

esindajaks on
! op—m

jada (a;), kus a; = aip
Esitame niiiid iga af kui p-ndsiisteemi arvu, s.t.
Cl;' = bo + b1p+ b2p2 4+ ...+ bi_lpi_l,

kus b; € {0,1,...,p—1}. Tingimus a} = a},; (mod p') tihendab seda, et

afyy = bo+bip+bop? + ...+ bi1p' Tt + bip,

48



kus b; € Z. Kuna 0 < af,; < p'tl siis 0 < b; < p. Jarelikult iga i korral a; = alp™™ = bop™™ + ...+ b;_p* =17
Jada (a;), mis esindab arvu a, vdib seega esitada kujul

b b b
ot T et T
p p

+ by, +bm+1p+bm+2p2+ e (31)

(Jada (a;) on selle vorduse paremal poolel oleva ldpmatu summa osasummade jada.) Saadud p-aadilise arvu esitus
on teatud méaral sarnane reaalarvu esitusega l16pmatu kiimnendmurruna: p-aadilisel arvul on ka 16pmata palju

numbreid by, b1, bs, ..., kusjuures teatud kohast vasakul pool on neid 16plik arv ja paremal pool l6pmata palju.
Vordluseks: reaalarvu boby ... 010, bny10mq2 ... vOIb esitada kujul
bo by bn—1 1 132
m T+ + ...+ 4+ b+ 01107 4+ by 10 + ...
(10~ " (10-1y"! (10-1)" i +2 (1077)

p-aadiliste arvudega saab teha tehteid tisna analoogiliselt kiimnendmurdudega. Toome siin méned néited kor-
puses Q7 (erinevalt kiimnendmurdudest liigutakse laenamisel, korrutamisel jne. vasakult paremale):

346 x TH2x T2 + ... 2 T 40x7°4+3x T 4.,

xA44+5 x T+1 x 724 ... Ax T 46xTO4+5x7 4. ..

544 x TH+4 x T2+ ... BT 4+0x704+4x 7 4.,
Ix 744 x 7% 4. ..
IxTP4...

545 x 5+4 x 72+ ...

42 X TH4 X T2+ 345 x THL x T2+ ...
146 X T+1 x 724+ 5+ 1 x T+6 x T2+ ...
IXTH2x T2 4. ..
3XTHH XT3+ ...
Ax T34 ...
Ax 74 ...

Lemma 10.19. Olgu K korpus ja || || norm korpusel K. Kui ¢ € K ja ||q|| < 1, siis

1
1—|—q—|—q2—|—...:ﬂ. (32)

Lisaks eespoolmainituile on p-aadilistel arvudel ja reaalarvudel teisigi sarnaseid omadusi.

Teoreem 10.20. p-aadiline arva = -

< aip' € Q, on ratsionaalarv parajasti siis, kui tema numbrite jada (a;)
on mingist kohast alates perioodiline.

Naiide 10.21. Esitame 3-aadilise arvu
a=142-34+2-32 43423435 4+2.3°43"+ . =14+2-34+(2-3243%

ratsionaalarvuna. Kasutades valemit (32) saame, et

237437 45 11
=14+2. _— = _— = .
a +2-34 —3° 7+ ”R 3
Piitiame ka, vastupidi, esitada ratsionaalarvu 18—1 esitada 3-aadilisena. Selleks esitame 11 ja 8 3-aadilisel kujul:

11=240-3+1-32ja8=24+2-3. %onsiisnendejagatis:

24+0x3+41x3? |2+2x3
242x%x3 [1+2x34+2x3"+1x3%4+.---
1x3

1x34+2x324+1x33
Ix37+1x3¥4+2x3*4+2x3°+--.
1x32+1%x3%4+2x3%
2x3F 4+ 0x3*+2x3%4--.

2% 3%+ 2x34
ITx3%F4+1x35+...
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10.4. Reaalarvude valla laiendamine

Uleminekul naturaalarvude hulgalt tiisarvude hulgale me tiiendasime hulka IN nii, et osutuks voimalikuks
vorrandite @ + = b lahendamine. Minnes taisarvudelt iile ratsionaalarvudele konstrueerisime sellised objektid,
mille abil saab lahendada taisarvuliste kordajatega vorrandeid az = b. Kui vaatleme reaalarvude hulka, siis paneme
tihele, et ka iile selle hulga leidub algebralisi vorrandeid (s.t. vorrandeid kujul f(x) = 0, kus f(z) on reaalarvuliste
kordajatega poliinoom), mis pole lahenduvad. Uheks lihtsamaks selliseks vorrandiks on vérrand 22 + 1 = 0. Nagu
algebra pohikursuses néidatud, saab konstrueerida kompleksarvude korpuse C, mis sisaldab reaalarvude korpust
ja tile mille see vérrand on lahenduv (lahendiks on imaginaariihik ¢). Seejuures “C ei sisalda midagi liigset”, s.t.
korpusel C ei ole reaalarvude korpust alamkorpusena sisaldavaid parisalamkorpusi, iile mille vérrand z? +1 = 0
oleks lahenduv. Veelgi enam, kehtib jargmine teoreem.

Teoreem 10.22. Kompleksarvude korpus C on tsomorfismi tdpsusent ainus minimaalne korpus, mis sisaldab alam-
korpusena reaalarvude korpust ja dile mille vérrand 22 + 1 =0 on lahenduv.

Tuleb aga vilja, et iile kompleksarvude korpuse ei ole mitte ainult vérrand 22+ 1 = 0 lahenduv, vaid tegelikult
on lahenduvad juba kaik algebralised vorrandid (selle kohta deldakse ka, et korpus C on algebraliselt kinnine).

Teoreem 10.23 (Algebra pohiteoreem.). Igal mitickonstantsel poliinoomil iile korpuse C on olemas juur selles
korpuses.
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